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¢En qué caso una transformacion lineal esta bien
definida?

Teorema fundamental de las transformaciones lineales G#7o)

Sean Vi v Wy dos espacios vectoriales, siendo Vi de dimensién finita n, vy B = {vy, ..., v, } una
base de Vg v wy, . w, vectores cnalesquiera de W .
Entonces existe una unica transformacion lineal T : Vi — Wi tal que T () = wy, 1
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1 <M.

()Se -
Sto. W:B W= Rog wa 8-103)(%)}
ot T(;)- 2 T(f)= 1-% +3 con ?‘xzf r-x-.rx'}r: ?;5'_?
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Gro cateuts o T(3)=7  (2)-3(2)+47) =
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2.9 Hallar todos los o € K para los cuales existe una transformacion lineal
T : R* — B tal que

= () |
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Clasificacion de transformaciones lineales

Definicion: Sean %V v Wy dos espacios vectoriales v T @ Wy — Wy una transformacion lineal.
E nlomnees;
1. T es mmyectiva (o wmonomorhsmo) si 1'(e) =T(y)=>z=9y N,y e Vg

:"T 'L: 'ﬁ'.l'h_

cy="T(x) Jom (T]- J
Gorn ¥, = ‘dur W,

/'Tamfw

Sea IV de dimension finitan y f € L(V, W),
L—s Cony e 7L ?ucm

Entonces dimNu (f) + dimIm(f) = dim(V). 4
V/—s W7

2. T es sobreyectiva (o epimorhsmo) si Yy € Wy

3. 1 es biyeetiva (0 isomortismo) si es invectiva v sobreyectiva,

]

Teorema de la dimension

Demostracion:

o CasoLiNu (f) ={0,},dim(Nu(f)) =10

DadaunabasedeV, B = {w;,w,,...w,}.

Sabemos que Im (f) = gen{f(w, ), f(ws), .., f({w, )}y dado que en particular el conjunto B es
linealmente independiente, por la propiedad (2), siendo f un monomarfismo, el conjunto

{fiwy), Flws), ..., F(w,, )} estambién linealmente independiente. De manerz que el conjunto
{Flwy ), flws), e, f(wy )} es una base parz la I'm (f ) y se cumple |z igualdad:
dimNu (f) + dim /m(f) = dim(V).

(-?J 0 == T, = L

o -f’fll’l}-i-n’l.qfrﬂlj-}- q’m;fkf-n‘\ =0y =% f{ﬂrﬂ;-.r-- -Fh‘mlr.rh): O

= o 5O

=D Cjuh .- “+ oinly & N’ﬁf?") Epﬁ!'ll?,ri.*-f'ﬁ'*ﬂl?:ﬂv = Wirzglr= ..

"'"/ * o502

o
dim(Nu (f)] =n, como Nu (f) € Vydim(V) = nentances Nu (f) =V v lalm(f) = {0y 1.
El teorema se cumple.
* Caso3:
supongamas que el dim(Nu {f]) = ir, 0 < Ik < nyque el conjunto {u,, ta, ..., %, } s una base del

Nu ().

Extendemos csa base {uy, uy, ..., 1, } a una basc de V

Aprapamos { . , Uy, oo U, | PEFE que el canjunto {ul, Uy ooy Uy, Upgp Ugazs o Uy | resulte una base de
V.

O &
Nuevamente [ () = gen{f(u. ), Mus), o, flu ) flupe ) Mgy ) M, )
I (f) = gen{f(we ), fFltgeah ., F{1, )} . Este conjunto generader de la im (f) tiene 'n — k™ -
vectores,
4

=7

'

/ \./'/ Anzlizamos la independencia lineal:
-\_;I. . - -
Planteamos la combinacion lineal nula:

!

» H’Ff+lf(u.'{+l] +ag. E,r':“fHE;} + .t “mﬂ:unj = Oy
Reescribimos:
Fl@ gty + Gpgolipgs + o @U,) = Oy = G Uy + Tty + o0+ a, iy, € Nul(f)
De modo que:

A Uy F O pallpyn + oo+ apiy = by + batiy + - + bouy, ya gue el conjunto {1, Us, ., Uy [ €5
base de Nu(f)

Asl Gyl T Qi plyqpto .+ 0ty — DUy — bty — - — by = Oy
Y dado que el conjunta {u,, g, .., U, Ugq, - Uy, ) 85 UNa hase de V', an particular LI se deduce que

a, =0conk+1=1{=n.






’

"

Por lo gue resultan
Qjyp1 = Ay =+ = Ay = 0 yelconjunte {f (g ) Fiegads oo f(uy )} s una base de Im (f)

yladim(im(f))=n k.

De donde finalmente se verifica que: dim(Nu (f)) + dim(Im(f)) =k + (n— k) = n = dim(V)

Definir una transformacion lineal
T:R* — Ry[x] que cumpla ambos requisitos:

i)  Nu(M)={xeR: x, +x, —2x3 = 0}
i) px)=1-x+x%eIm(T).

N (7) = gon {(’1)(?)} Aot - A =1(3 )3

2 e (T)
o o das) =2 T

?ﬂf éa de Ca J:m-cfd Jn Jufrld ﬁufamf'rj = dim JF‘

e = e
- 2 -b

"y M’.“H‘I ?M(TJ:’

""JHHEEB‘M(‘!') A *-‘kﬂf‘wfﬂ&fr}
3

:(f o 1)¢ Aufr)

Fovms  ma ,‘f‘”‘ %ﬂmﬁé x
3. {(3)(5). (¢)]

L-E'TV-M a du(T)

J

F (7] <G { f-ﬂ-}f

140 -2.9=-1%#090

4,
Q-2+ 2%
LY F

067 T (
€ n (T)

0 1
':')-ﬂh{v} A T(:)=

1
@s . F |3/ om0
T I;E))= ::f-'] ¥ ?': R20¢] cunl yﬂa%&aﬁ-?&;
r z
?{%); 1-%+ %" F=T ¢ Mo




seaf € LV, W). 2 VW

f es un monomorfismo & Nu(f) = {0y}

%‘-ﬁn WM = &Qé"/3\=fw} (=>)

fod S Welt) a Nulflc{ov}
.#'nh{ (q_)
Uu@'!:gfffﬁ. V
(a) /,-v: mwuﬁm Flv)=fw) =5VU=u
S ven(!) = Hv)= on
Cﬂ’n...n’ )t te 7L -7 ;fﬂv).: ﬂk‘r

w/hw = V=0, ﬁﬁlﬁ}c{w}
,Jugr;=fgv} -> -/'bmfm (<)

36/ (v)= Flw) = {(r)=Fia)= 04 = Hr-0)=00

Sea f e L(V,W).

f monomorfismo =

({vy,vs, .., v} es linealmente independiente =
f(vy), f(va), ... f(vy) ) es linealmente independiente )

(04m¢ O Cango ok méaﬂ:a)

Seaf e L(V,W) f:V = W es un isomorfismo
< (fes un monomor fismo (inyectiva)

y f es un epimor fismo (sobreyectiva))

v A'(Lb ér}: fﬂr}
)['!a epigoentyo & Im(f) = W }’nﬁ)s.{ﬂsllf: #ﬂ):ﬂ,ﬂ‘e\y}
Vﬂ EW:?#J’EV: Ffr}:t{ = e ?;.,(?t')

Sea f:V = W unisomorfismo

SiB ={v, vy ..,v,} es una base de V
= {f(vy, f(v3), ... f(v, )} esuna base de W

B={v 0, .. 02} lose b /= Pn(f)= 9o {Fﬁfv} , £ .. ,t'(:r.,l}

E;:}tfvr)-f-ﬁ Hlvn) 4+ otn flvm) = Ow

mﬁ b la 72 ﬂ(‘ﬁﬂ?‘“‘ﬁlﬂti- -f—ﬂﬁhll"'«) = 04
= Vi ola VA 4. + ominy EA&({) A -ftu maww;zw

=P Mﬂ Q}ﬂ '}ulf}' e’y ﬂl’!hr:}:f . "Q‘hy;]:ﬂ-"-gv n".&:ﬁ’-} = o= ofm =D
= {;mﬁ}... f{f-l}-h bos. do Im ¢ =W ﬂ 2 EPipoRFiyo



E Jougbls ; dem Y Uf)1linis Fm f) - 3
) S fr Rurs R Fadorerd () s
Anatiy a 44;4.&&“@ % 1
) Hafp) o farbxtcx’e R0 : Hadasod) < (3))
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a+bx+ et = A+ (-a)x+a.0" = a (- 2+ x*) Vack

o Na(f) =G =422} 4 {roacad) b
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e qa#oynﬂ hffa
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Sm (£) = R [x] — £t &riyoerisyo

=7 ,[ Hono ; -,[ el => -,f J‘Jﬂ-’?ﬂfﬁldﬂ

37[.-1': @Tx]—nﬁa/fq(ﬂu+dm+ang)= £
2 ALY
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[ R~ ® /
‘ (x] — -"{Jr 12) = :
2450 Y

gf;«am 4; M Qo +O1x +Qs %"= ﬂ(/ffﬂ'rﬂ')b /S(rmjfﬂ(.x'}

ﬂa a#- ﬂ"'.f‘(s == F Q:-'a-n

a"-j-/ﬁ "Jﬂ:: Qa2 Qo+0y - Qo — ¥'2Q., %:.—. Q.- Qg
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1= Bo
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2.11 Sea B la base de B? definida por

s={[1 o o o 1 1] o 1 -]}

vsea T : RY — [Rz[z] una transformaciém lineal que actiia sobre la base B de la

sigiiente maner:a
2& &4 7§0

{(f-—::), -f.li-i\:‘)’(lﬁ*t:]f‘{b T ([1 0 0 T} =1—u,
vd ) 0a 2f

P2 P T([{] 1]
30 B2 o

;b.r"'.* ﬁt}bﬂ. T([ﬂ 1 _lj-;.

Comprobar que el polinomio p = 24 z+32° pertenece a la imagen de T y determinar

T 1(p) := T~ ({p})- OIQ Swocvisle 2Q emrevie e T
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