PRELIMIMNARES

Sobre espacios métricos ¥ normados
1. Una distancie, 0 una méirica, en un conjunto A" es una funcidn o : & < A° =
R que posee las tres propiedades siguientes:

a) Pata x, 9 € A dia, y) = 0 sl v s6lo s & = .

b) dix.y) = dy, 2) para voudo &,y © X (smelsda).

o) diz.y) < d(re z)4+d(=z, y) para todo 2.y, = € A (desipualdad tricngular).
La expresion d(x, y) se loe la distaneia entre los punlos ¢ e y. El par (o),
constituido por el conjunto A" munido de una distancia, se denomina espacio
et draeo.

2. La nocion de distancia permite introducir la nocidn de limiate: se dice que da
pieesion (v, |pen converge a x, o gque r, Mende a e, cuando

litn [J'I:I- _'r"'J'I = [

i

En tal caso r se lama el Bmite de la sueesicn (r,),.-n v s¢ denota por
lim &z, =&
Fr R Bl

3. En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K e R o C.

4. Una_norrma en un K-espacio vectorial ¥ es una funcidn 2 W o= BT que
posee las tres propiedades siguientes: —
a) [|lx| =0 sk, v sdlo s, & =0
b) Az = | A 2]| paza tode A £ K, x € V.
) le+yll < =) + [|g] para todo .y €V (dessqualdad triangular).
Al wimero no negative ||| se le denomina la normea de & v el par (V. || -||) se
llama espacio nermado. La norma de r representa la longitud del segmento
de recta [ o] = {fz:{ € [(L 1]} gue une a los puntos 01 v x. Notar que si
x # 0, entonees a, 1= |r]|"'r pertencee al subespacio generado por =y

Jus] = 1. — #ergor

5. Tﬂdl:l espacio normado 1:1-" || ||]| S0 CONOVIErLe en un espacio métrico, si para
cualesquiera r.y € Y se define

Az, ) = I = yll

Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-

dades adicionales:

u.) -[."::I: y:l == c.H:_'r + .0+ a} [:Ertun reanza por freslociones: la distancia entre
x e y no cambia sl ambos puntos se someten a una misma traslacion).

by didr, Ay) = [N d(x,y) (cambio de esenla por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por
IA]D-

¢) En particular, d(r.y) = d(z — . 0), de medo que las distancias al origen
=on suficientes para conocer todas las demdis.

Sobre espacios euelideos

. Un producte inderno en un K-espacio vectorial W oes una funeidn (-, W x
_ ¥ = K que posee las las sigulentes propiedades: K=®R§C
{i:l Paracada AE K yu,y.z €W
} (X +y.z) = (x, 3} +{y, z),
I:.:'L.I' __L)_.F'l. X, _!,.'
(i) 'ii y) = (y.x) ¥r,g eV
(iii) (r.x) >0sirZ 0. @<KXP20 A (%) =0 (= X =Dy
. Un E-espacio vectorial Y munido de un producto interno { } se llama espa-
cio cuclideo y s denota por I::T'I'r_ |: }} Cuando K = R se dice (e [‘_T'I'r_ I: :l] (53
un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que (V. (-, +}) es un espacio
erucliden cornplero.

Ejemplo

() s K" K" — K definido por: (z,y) = 3"z, donde y* = 37 se llama producto interno candnico
en KT

I

l. Paracada A\ e Ky x,y, 2z € K™

Qs : ¥R (x.y)= Y T e (¥) ‘jﬂ)
r-(

(a) {I + ¥, 2) por definicién del producto interno ?" ( *'l)

=z"(r4y)= 2T (x 4+ y) por propiedades del producto de matrices L
2Tx + 2Ty = 2*x + 2*y = (z,2) + {y, 2) T,

(b) F-00 2

-

Ar,y) por definicién del producto interno
= y"(Ax) por propiedad del producto de escalar por matriz
= yT{Az) = AyTx = Ay’ 2 por definicién del producto interno




I3

Para cada A € K" (v y) = y*2 por delinicidn del producto interno; v como el producto
: ' — =

muernoe os un cscalar: xT 4 _x

= | 3..r"h;-'_:|'f =’ (y* :|'r = xT'y pdr propiedades del pYoducto de matrices v de la conjugacion

7 -2 Vel

= a*y = %y = {y, r) por la definicion del producto interno.

)

x% = {Y.x vy = <y.x L

(‘fl 7 'I'- 7 f;-i; :a,._aJ

3. Para cada > € K™ (z,x) = (x,2). Por lo tanto, (r,x) C K v, por definicion del producto
mterno, {r,az) =rle=TTr= |21 4+« |z,]* = 081 2 # Oga (recordar que el maodulo de

un nimero complejo es un mimero real positive si dicho mimero no es el (. ).

SIK=R:(r.2)=a"1r= rl‘ + J:; = 0 six # Oygw z-i _ !,i‘!-! M?EEL

Por ejemplo, sean V = C? y los vectores

() ()

(x.y) = (=21 3+i) (_12+_ii) — _3—Ti

21
3 —1i

—————

En ponk audon k=R <xy)=<tp =%

De lu o?/d!/l\M Lok g Solun  dlos ﬁ&ym

") < X, ) _ rit,x) = <rpd+{2, x> = {g1% 4+ <2.%)
= () +<x ,2)

iJi

3 —1

(y, ) = (] —i =24 i) ( = -3+ Ti=(z,y)

@) KX Ar ) o Kap,xy = A<y, %)
Ae kK

- A Srxy 2 AKxyY

S k=R
Ay = A<0yp
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‘.1-::41.:‘}_: 1. 24+42.2=26
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Ouo m &' % ayllem. :
) <P19)=%2,p)
) <,b+?,ﬂ,}={/b.£}+f$.1}
3) <apigh = A<pgy Ack

) pip> >0 & ph 0RGE <hpS 20 A<hp proe 0.
pEI(e)+ pe)9(1) = <A 19)

Pr?;g #mlﬂuﬂ e R {#]

1) <9, b5 = Glo)po) + 9(*) ) _
#\-LLL dyd-t-l-an?if"}
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a) <p+3 m@w Yo)lfo) + (brs Y +) &( -')‘1 [ } '“Hfﬂﬂf/ﬂ%‘f }’f'Hé*"JJ )
- [ plojeto)+ ple) R )]-f [ 9ol 3L) L8]] =<p 654 <9,4

3) <*psg )= gﬂ o) el (p)(119 ()= Aple)glo] + 3 Helg(a)
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q) <pip>= pepe)+ papa) = [p0)]+ []' > o

oL
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P <ppyr=0 -'=>/5== Op, (x]

<,b:}—">= }’E‘)"‘}EJ:G ~=j:([ ;;a;-:

by - atbxsct  pl)=0 = 0=0
}ﬁ)-_-ﬂ = @4Lb+C =0 -p.!:.:-ﬂ
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</=;}=)=D A /b(:n) # Op, (] wd#0

fA = -2 4 onean b= 0 > <pay No
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En R,fr] </B,?7 = ﬁnjﬁfuh ,L(n}g(n!) m;‘-adubéfﬂté"ﬂw'
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1) {X4Y EYe 2. H (x+Y) = Enx+ EMpo %25y, 2)

2) {A%YY= YIM0O¥) = A(YMx) = Ay Y
JE‘)R T - T T
8) x;yy=YMX=(YHMx)= XMTT)= XMy

F 3

bo dio lodo {'yxy = X"MY] <xYyo<rxy £ M7

11 )(;‘:)_ () + % r-f-m)(:i)

") X)) = XM x =X :t::)(u.

4 L L

— X+ XXy + % %y +3Xe = X1+ 3% X +3%
= x;L'f' -?ﬁ; HJ'f' 'x:'f' '&xl! = Ckr"'x'_)l"' M’.

s (&)=(2) » <(3),(3)y - 0
v ér,+r_3f-; La:‘f: 0 &b [Rrtk =0 = X:(a)
22=0 °

oo XY S YT X 0 am frodudo inkras R’

(6-, aoé fm{’rmﬂ .

Q) @)y-voy(i3)(8)=a ()2




3.2 @ En cada uno de los siguientes casos, verificar que la Krmula
, T
() =y Gx

define un producto interng en B

.~ J[1 0 1/2 w:;: ETE:
@ *{ Ul V) Lae Y e DY
v v/ "'f
[ 1 s
G E Gy = { o _,..r] ] :Hf:{ﬂ_ﬁ]}_
- -!'E fifpcosp |
l!.r lf-gg { i I!gﬁ.lhf-i' P f% : Eill.':'[ﬂ_I.:l_f[ = | F.j - []}_
d) G eg= {" ”] : @ >0, det [f; :*] :-n}.
E’i : (:ﬂ‘f}; 7—7{3}( e Gs(:f) -P(x,}-'}-\fr){
‘}ﬁ:.r.m R"

Os . 1) {X+y,2) = ETG{HT)_-. EE):-{-E.‘E)"-{*.E}-I-{Y&)
) CAY)ys Y6 (Ax)= a(y6x) = A{xY)

3) <xy)=lyx>¢> 667

) X, ;xy=XGX S0 x4 0g

6-(%¢)

< X ]X> =Q‘h E’A)(E f:)(:_:)

~ (ﬁf-l + bxa b!:-ﬂ:ﬂ) ;..:.)

{xixy = {ﬁh—iin Ly 4 C%2) (:i)

2 - |
QA X, + -ﬂ.}leﬁ * CXy

a ('v:f-p -?i-w.'x.z + 5-‘-1(:')= a(x:nr:@x-ﬁ = h’)
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