Producto Interno

Introduccion




° o y
Definicion
Un producto interno en un K-espacio vectorial es una funcion {-,-) : ¥ = W — K que cumple los

signientes axiomas: /76 /;7‘_ 2> _ < ¥ ; > + <, 25
1. Paracada A e K v o, y, 2z € Vi <x} )%>____ i(z/?>

(a) {z+y 2y =(z,2) +{y, 2)
(b) {Az.y) = Ax.y)

2. {z,y) = (y, ) 5; %._.- % /Z(Z,2> :()Z/Z> =
3. {x,x) > 0six# 0y =(1/27>



Observaciones

/ Z) & I. Cuando K = R se dice que (¥, {-,+}) es un espacio euclideo real v cuando K = C se dice

que (¥, (-, «}) es un espacto euclideo complejo.

E 2. El axioma 3 necesita una aclaracion cuando el cuerpo de escalares es complejo: el axioma
9”7 2 implica que (r,r} = (r,xz) v por lo tanto el escalar (r,z) es un mimero real vy tiene
sentido decir que es mayor que cero.

3. El axioma 1. (b) nos indica cdmo proceder cuando el escalar esta a la izquierda pero no a
la derecha; entonces, si éste es el caso: {z, Ay} = (Ay.x) = Ay, z) =X {y,z) =X (z,9).

4. ¥Vr e Wi {0y, xr) = (Ogx,x) = Oz, xr} = Og. De esta observacion v del axioma 3, resulta
que Yr € W@ (r,x) =0 & x = (y.
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Ejemplo

(-,) : K" xK" — K definido por: (z,y) = y*z, donde y* = yT e llama producto interno canonico

en K". ¢ {([/)/ )> .,2&)70) /) 20 74 (O0-i)L -

X2 2x{ : -2
1. Pﬂracada.lEEyI,yrgeﬂf;”; 4 = - 2 £ V=1l =

= "'b.

(a) {z +y, z) por definicion del producto interno
="z +y) = 2T (x + y) por propiedades del producto de matrices
= Tr+ 2Ty = 2w+ 2y = (v,2) + (y,2)

(b) {Ax,y) por definicion del producto interno

= y"(Ax) por pmpi-Fdad del producto de escalar por matriz
— T (Az) = MyTx = Ay*x por definicién del producto interno

= Alz,y)

2. Para cadamn (x,y) = y*x por definicién del producto interno; y como el producto
interno es un escalar: __
= (y*:r)T =T (y*]T — 2Ty por propiedades del producto de matrices y de la conjugacién
y = (y,x) por la definicién del producto interno.




3. Para cada x € K" {x,2) = (x,x). Por lo tanto, (x,z) € R vy, por definicién del producto
interno, {r,r; = Tr =71y = 1|2+ - |x,]? = 0 si @ # Oga (recordar que el madulo de
un nimero complejo es un nimero real positivo si dicho nimero no es el Og.).
SiKE=R:{z.x)=zTx=a34+ 22 > 0siz # Ogn

Z‘z ((Hc)/ /> (741 __,,)/ﬁe) (1-0 &) (lf-l.)

Por ejemplo, sean V = C* y los vectores _ (7-i)(1#) + ¢ (-i) = 2+ 1 = 3)>0

ars (2
21/ YT 35

,74'/47"1) -)-(31"5)/"7"‘:)—‘ (z,y) = (—2i 3+i)(1+i_)=—3—714/

-2 -1
,..2(,'_;. 2 —C -3 _2. 4 9 -

-3-%#

)= (=i =249 (%) =3+ 7 =Ty

—1

2 7 _ (7 as) [U )\ - ANty Vs LT
&% Ci >y = T = z)/uz)_ pals fVaMz

v) o= (n) (am) = dirat (ppo



Ejemplo

SiV=R 2= (2 IE}T y={n yg]T tal que {x,y) = xyy; no es un producto interno porque
six=(0 Ig}T con xg 7 ) se tiene que (z,r) = 0.0 =0y x # Oge.

Zﬁm/{z
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B gy @@ A phks

( > 5{7’ é xL
/ 9 Otros productos internos en diversos espacios vectoriales: '
@@ En B, [z] K =R:
1
gy = | p(t)a(t)dt, ¥p.qe R, [x]
[
En EK™*"™:
¢ 2X2
(A, By =tr(B*A), %A, Beck""

417 .5) e-(h )
[ 1

Z’ Zj. (?59>=‘/(¢+XJ&< cloe = | {93B)= E BT/) = .
D= 1% ",/ s+ 34 +>63 _b;/ 2i /) (-2 441)] 5;(5., q—ﬁ):

?,ax
= 1 = B = 9- 2



La matriz del producto interno

3uma/a4e oe VY

Dado un K-espacio vectorial ¥ de dimension finita n v B = {vi,ve, - vy} la matriz de Gram,
denotada (g, tal que

(v ) {vava) oo (v, vn)

Ry (va, 1} (vg, vy -0 (v2,Un)
65)"7(W}w> Gp = : : :
A / ~
determina univocamente el producto interno {-,+) en una base de ¥V y se la llama matriz del
producto interno (-, -} en la base B,

{Un,v1) {vp.va) oo (Un,tn)
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B
D&l‘lﬂﬁ dos vectores u, v € W, si sus respectivos vectores de coordenadas en la base B son [u]

[1] " es posible caleular el producto interno entre u y v empleando la matriz de Gram de la
51g111€11te mMATEera:

{u,v) = [u]f Gg [l

En efecto, siu =51 au, v= Z g0

=1 1%

(e, v) = Z oy, U ) = (v + -0 4 G, V) =

=1 axioma 1{a)

= {{111;1 . -p_r:} NP & {ﬂ'n'f_rn:' -f_r} =

axioma 1{b)

=y {m,v) + -+ ap g, v) =



It Ti
]'_
=1 .

I | I: . "3 1l —
=y vy, Gy 4 Favg + -4 Guvn) + oo A oo, By + Gove + + Bpvg)
7)} — LE] AV e J

: O ((Un,v1)01 + - + (tn.tn}fn) =
é y 4 = {1:11 t :'T—F '!1 Un}ﬁg}z -‘I",/zn {{ i3 }T—F -|—f;
o £ / ) [J Iz 2 ) -/
= ((,ﬁ w7y 2,42 -l g - 73 (% /ﬁ) / >
l <% y7= (ij ) G,y =

/2
n, vl {vi.ve) e (U, tn) 3 ( ):
) } EL;,‘ :':} {T,';., ’L‘g} ce 12 UH}J ( ) ( 9/2
(L =( o) | I\ .3
g (-2 . ) nsv1) (omyv2) oo (vawa)) V34 -3 =

= (1 -—.7) 7\ -
[g3=( 7  (lh Go [T, = T Go sty @ s <297 (7 2 ()
S

/2/ 1‘//)*5(4) 4. 3

Q \_/
i
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Propiedades de la matriz de un producto interno

1. Si ¢ es la matriz de un producto interno, entonces Gy; = G, Vi, j. . es decir, (7 es

0/ ¢
1

hermitica. Sin embargo esta condicion no es suficiente. Por ejemplo, ( | 1) Mo puede ser

la matriz del producto interno en ninguna base, ya que si v es el primer elemento de la

base, seria (v, v) = ().

2. La expresion (u,v) = u?' GT define un producto interno en K™ si v sélo si la matriz & es
> é a hermitica v definida positiva, es decir, Yu € K™ : u? GU = 0, si u # Ogn.

1 cos(f)

Por ejemplo, si G = (cns{ﬂ} 1

) ccon # € (0,7) se enmple que Yo = (x1 x2) € R -

zt (m:{g} mslw}) T = a7 4+ 2z r9cos(f) + 3 completando cuadrados:

= {1 + Igﬂﬂﬂ[ﬂﬂ}z + :r% (1- ﬂﬂﬂi{ﬂ}] = (); v como (& es simétrica, la expresion {r, y} = TGy
Y - L. -

S e
>0, z#lga =0, Dofm, s
define un producto interno en E2. %\ “
VD) o ca® )/ ).. (24720089 1870 $%2) ( )
= . A2 _1 --'

2/ 22 15280 +xF M + %2 M,c‘ofg)

42'2 72 CJ.']@'._

-
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3. Cada elemento de la diagonal principal es positivo por el axioma 3 del producto interno:
(vi,vi) = 0y (v, 1) =04 v, =0y v vy # Oy por ser parte de una base,

4. La matriz del producto interno es regular. ‘6/ WW% M

Verificamos las propiedades con otro ejemplo: sea W = |, [z], el producto interno
pg) = fﬂl plr)g(x)dr v la base B = {1, x}. Calculamos la matriz del producto interno en la
base B:

1 1

1 1

1
{l,l}=/ ::l:c=;r|%]=l; {l,r}=/ rdr = —a°
0 0 2

1 /1 N 1, 1
—: T, T} = rdr = -x —
2 (@, 2) " 3 |y 9

N

), que veriﬁc"det (Cp) = & > 0 e RBOGRERAREID

Luego (G g =

N e o P

1% Yor©
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Norma inducida por un producto interno

Todo espacio enclides % se convierte en un espa.cic.i se define una funcion, denominada

“‘Jﬂr el producto interno, tal gue
|- : W = Ry : ||zf| =/ {z, 2} Ve e V

Por ejemplo, sea W = E,[z] v el producto interno (p,q) = fnl plr)g(x)der. Calculamos la norma
del vector p(x) =

S |

, 3

1
|z||* = (x, ) =/ p2dr = Lgd
0 3

9
Luego ||| = ﬁ = /9
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Propiedades de la norma / %@’7/

S pestor)

L Vae K VzeV: |lax| = |af|]

Demostracion. En base a los axiomas de producto interno v la definicion de norma:

loz|* = (ax, ax) = adfr,z) = |of*(z, ) = |o]?||z]* & [laz| = |a]||z]

2. ¥VreW:i|z[|Zz0A|z|| =0 x=0

Demostracion.
|z|| = +/{x,z) = 0 siy solo six # Oy
vzl = vz z) = V(0w 0y) = V=02 =0y




3. Desigualdad de Caunchy-Schwarz: v,y € %’“

< 9(—0? /'X—_O(HB =
Demostracion. Sean y # Oy, v el vector x —% = )z //2___ _&/()(Z? _X< a p(>
v calculemos el cuadrado de su normas o( LXK / UL” 12
L, .y L o lmy @y N el
/?)OV v V= Wl < ) {ym}y> N (ﬁ’g ?
ﬂfw Y <y
R 7 P 0 DR L L2 N S A
/[‘,M/n o Y T P fusy) - //OW/
= flaf* — SV g gy DBy gy g (Vg )

ly[|? lylI? ]I

e E ’ -
= el = )~ E e )
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ohservar que los dos iltimos términos tienen signos opuestos:

2 lr.y)

finalmente:

I,y T
0< el = Sl (. @ P ll? < TEae. )

9{2{
o el < Ko %

Siy = Oy la desigualdad se cumple: {2, 0y)| < ||z||||0v] =0
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Ju 79 hel + vady

- - "Demostracién. |x + 2
y||” = {r . ::::I:r;}_” ||‘!:t{:.-:: 2 2
i I =
Ty + wl? = =) £ 2Re{z, y) + |ly] VE ) +lyl” = ] + 2, ) =+

como se trata de nimeros reales: Re(r, y) < [{x, y)| < ||z||||v]|

Entonces, ||x 2 -
es, [z £yl < =+ 2l flyll + lpl? = (lzll + [yl & |z £ )| < [|l=] + [|y]

/xv"ﬁ//z:: /2/7";,"(7"&)‘-‘ /x/gf i>7‘<f/%>+/y/

Ve r*4 /2’/;> 7 (X}> + //g//2 ot ny #/L ;Mx////gl
oV + l;l)

2%( ;}(,‘2/(;/00/ ;2//9/////;/

//2(+7//</7z/+/5 y



1. Para una norma dada || - || en un espacio vectorial ¥, existe un producto interno en %, tal
que {v,v) = ||v||, si v s6lo si se cumple la identidad del paralelogramo

v+ flu = vl* = 2l + 2[|v]?

Geométricamente significa gue en un paralelogramo la suma de los cunadrados de las lon-
gitudes de las diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de las longitudes

de los lados.
,,,,,,, 4
aty,
2o
u-v
u
-2 -1 0 1 2 3 4 5




2. 51 W es yn E-espacio vectorial en el cual la norma || - || satisface la identidad del paralelo-
gramo se cumple que la funcion

1 2 2
(u,v) = 7 (Jlu+vf” = [lu=v[%)
es un producto interno en W, tal que (v, v} = ||'Lf||?. La identidad se deduce de la siguiente
IALETA:
lu+ v = (w4uv,u+v)=]|ull®+ 20u,v) + ||v|? (1)
lu—v|? = (u—v,u—v)=|ul®= 20 v)+|v|? (2)

Restando (2) de (1) se obtiene que ||u + v||* = ||u — v||* = 4{u, v).
Este resultado, llamado forma polar de {u, v) muestra que el producto interno puede
obtenerse a partir de la norma. Lo ilustramos con un ejemplo:

Ly = f-r — L -7

cmpZ/ rceoo
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Hallar un producto interno en B? tal que el tridngulo de vértices (0,0),(1,0),(0,1) sea
equilatero.

Llamemos u = (1 [}]T yvu=(0 l]T. Entonces u + v = (1 l]T yu—uv=|I1 —1]T.

Si debe ser, segiin vemos en la figura, ||u — v|| = ||[u|| = ||v|| para que el
triangulo sea equilatero, reemplazamos estas condiciones en la expresion

de la ley del paralelogramao: Ju /= 4 V7 2

o + vl + Qu = w22l + 2002 u+ of? = 3]lul?

Reemplazando ahora en la identidad de polarizacion:

lu+ wf* = [lu = o = 4w, v} 2ul* = 4(u, v)

es decir, el producto interno debe verificar: {u, u) = 2{u, v}




0747

Segiin la matriz del producto interno en la base candmica de B2: 4 2

Gr, = ({u,u} {u,u}) 2 4

(u, v}y (v, v

siendo, en este ejemplo, u = (1 EII]T yvuv=(0 I]T Eﬂtﬂllcﬂﬂmque

verifica es: Z
{u, v} = ul (E 1) v, Yu,ve R? £4 &&
1 2 /
Lyru o

En efecto: ||ul]® = (i, u) =2 = ||ul| = ||v] = v2
o] = {v.v) =2 = ||| = V2
lu—v|P={u—vu—v)=2= ||lu—v| =2
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es un produg interno e
IIANETA

entiad del paralelo-

iv|[?)

: de la siguiente

e (u.v) + v (3)
vh = |Jul|* = 2 Refu, v} + ||v||? (4)

(f

o
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(6)

| "
multiplicar os miembros de (6) y (7) por - asoxpresiones resultas

i+ iv||* = if|u — v (8)
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Angulo entre vectores % - g

Sean r e y dos vectnre“n mw Por la desigualdad de Canchy-

Schwarz:
RENTH I T

Nalllyl € o) < lellll - fxd#EO 4 140

1< {z,y) <1 Q(%nm WLG
Tl -
Entonces st (2,1) % W 1.

cos(f) = D<f<m
Ca% I

( (ko
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Por ejemplo., caleulemos el angulo entre las matrices 4 = (1 ﬂ) v B = (: E) con el producto
interno definido en E**? por: {X,Y) = tr (Y7.X)

an=u(ma=u((G o) (o o)
@J@ {A~A}=“'{AT*‘”=“(({1} 2) ({11 E)

Y {B?E}ztr{BTB}ztr(({l} 1) (1 n) =tr(2 ”):2 _ //B//fz

(A,B)
0s(fd) = 0 =<8 <
A 724 o) = amey 0=0=T




Ortogonalidad de vectores

En un espacio euclideo dos vectores son ortogonales si el producto interno entre ellos es igual a
Cero.

Por ejemplo, sea ¥ = E,[z] ¥ el producto internm

los vectores p(x) = 1,g(x) = x — 1 son ortogonales porgue

2
=10

2
1.
{l,I—].::I=f (x —1)de = =x® —x
0 2
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Observaciones

1. 5i x es ortogonal a y para x # (by, y # (ly entonces § = 3.

2. Si el conjunto x, y es linealmente dependiente en % entonces # =0 v & = .

3. (z.y) = |2/l lyllcos(6).




Conjunto ortogonal de vectores

Un subconjunto A de un K-espacio enclideo ¥ es un conjunto ortogonal si {x;, r;) = () para todo
par de elementos ry, x; de A, con i # J.

Un conjunto ortogonal se llama ortonormal si cada uno de sus elementos tiene norma 1:
|zi|| = 1. ¥x; € A

Observacion: El elemento (b s ortogonal a todo elemento de %, Asimismo es el inico elemento

ortogonal a 51 mismo.
el o A cmco{%

Ejemplos: W 0( W WW d{%ﬂ/ e

1. Las bases candmicas de B" 6 C" son conjuntos ortonormales con sus respectivos productos
internos canonicos,

2. En R,[z], la base candnica {1, z} no es un conjunto ortogonal con el producto interno

\p.q) = fnlj?[I}q[I}dI:

En efecto: .

1
=—#0
ﬂ 2

' 1
(1, x) =/ rdr = —a*
0 2




) ':lrﬁ: (48] }
o Wo = U9 — ™
A6 W ':?-rl: -p_rl}

¢COmo construir un conjunto ortogonal de vectores?

Sea W un K-espacio euclideo v B = {v, v5} una base de ¥. Queremos hallar, a partir de B, una
hase ortogonal B’ = {w, un}, de modo que wy sea ortogonal a w, con el producto interno dado.

A partir del vector vy queremos un vector 1y = avy de modo que sea ortogonal a we = va — oy
segiin el grafico adjunto. Entonces (v —awq, v1) = (0. Aplicando propiedades del producto interno
resulta: {ve, 1) — a{vy,vy) = 0. Luego:

(v2, V1)
(v, v

iy =

{U21 1"1::'

e o
YT T o)

(h




2
Observar que si # € (0, 7/2) f)(jjl 71/;]/ 306 2

YRR R R Uk < Vo X2
) o
sl = fusfsen(®) 2 /
| 5-() = 1(
| = fesleos(6) _ é 7 /
2
6 /:Q—LC # 7} Z()/’zq/qj’f Zt/;.i’hrz
) s-() 7 5

~— = 7 //ZM (- 145 1

/ 5= /
(/'7/) /_,)>=O //f” < ) (éz) Bw




