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PRELIMINARES
Sobre espacios métricos y normados .ﬁ'
1. Una distancia, o una métrica, en un conjunto A es una funcion d : A x{ —+
a) Para x,y € X: d(z,y) = 0 si, y sélo si x = . 4
b) d(x,y) = d(y,z) para todo z,y € X (simetria). %

¢) d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo z,y,z € X (desigualdad triangular).
La expresion d(z,y) se lee la distancia entre los puntos = e y. El par (X, d),

R* que posee las tres propiedades siguientes:

constituido por el conjunto X munido de una distancia, se denomina espacio
métrico.
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I% nocién de distancia rm]te introducir la nocion de limite: se dice que la

sucesion (Ty,)nen converge a x, o que r, tiende a x, cuando

lim_d(z, Tn)=

En tal caso = se llama el limite de la sucesion (Tn)nen ¥y se denota por
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J. En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K es R o C.
4. Una norma en un K-espacio vectorial ¥V es una funcién || - || : V - R* que
posee las tres propledades siguientes: ?E
a) ||z|| = 0 si, y sdlo si, z = 0. 20
b) ||Az|| = |Al|lz|| para todo A € K, z € V.
¢) |l +y| < |lz]l + |lyll para todo z,y € V (desigualdad triangular).
Al mimero no negativo ||z|| se le denomina la norma de z y el par (V. || -||) se
llama espacio normado. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta |0,z| := {tz : t € [0,1]} que une a los puntos (0 y z. Notar que si
r # 0, entonces u, := ||z||~'z pertenece al subespacio generado por z y
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5. Todo espacio normado (V, || - ||) se convierte en un espacio métrico, si para
cualesquiera r,y € V se define

d(z,y) := ||lz —y||.
Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-
dades adicionales:
a) d(z,y) = d(z + 2,y + z) (invarianza por traslaciones: la distancia entre
z e y no cambia si ambos puntos se someten a una misma traslacién).
b) d(Az, Ay) = |Ald(z,y) (cambio de escala por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por

IA]).
¢) En particular, d(zx,y) = d(x — v, 0), de modo que las distancias al origen
son suficientes para conocer todas las demas. A Alx + 2, J -2)
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LN
. Sobre espacios euclideos

6. Un producto interno en un K-espacio vectorial ¥ es una funcién {;,-) : V x
V — K que posee las las siguientes propiedades:

(i) Paracada A€ Ky z,y,z2 €V
1) (x4 y,2) = {z z}+{y z), WM
i }_A{ @Rﬂmm

(ii) {r,y) = (y x) Ve, yEV
(iii) (z,x) > 0six #0.
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7. Un K-espacio vectorial ¥ munido de un producto interno (-, -) se llama espa-

. cio euclideo y se denota por (V, (-, -}). Cuando K = R se dice que (V, (")) es

un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que (V, (-,-)) es un espacio
euclideo complejo.
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8. La ta.hla de multlphcm:mn de una coleccion de vectnres X=(zxi:1€1,) se

llama la matriz de Gram de X y se denota por Gy L._‘/,w(’w
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Gx = [(zi, 25)ier, = (:rz,.:n} (xz,.:f:z} {IE-..IH.}
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El Gramiano de X, denotado por G(X), es el determinante de la matriz Gx.

9. La matriz de Gram de una base B = {v; : 1 € [,} de V determina univo-
camente al producto interno (-,-) y se llama la matriz del producto interno

(-,-) respecto de la base B.
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‘B . 7 f) 6 90 2 12. Si V es un R-espacio vectorial el dngulo # entre dos vectores no nulos = e y
= ? -/ = sdiante la formuls
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se define mediante la formula

()= RG>= S0G1+ X fat Lag Ty, NG

donde # € [0, 7). Notar que cosf = (uz, u,).
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10. Todo espacio euclideo (V, (-,-)) se convierte en un espacio normado, si para

cualquier x € V se define (5:7 ﬁ - ‘)(

=]l :== v/ (2, z). Z >
2
La funcién ||-|| : V — R™ asi definida es una norma en V y se llama la norma /M C? T+ 27 > (% . > -+ ( :¥>

Qf(eﬁ%x>+ Zay= X 0+0 -0
14. Obsérvese que si = # (), entonces para todo y € V vale que
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inducida por el producto interno.

11. La desigqualdad de Cauchy-Schwarz establece que

(z, )| < ||z|lly]] paratodo z,y€ V.
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13. Si (y,z) = 0 se dice que los vectores x e y son ortogonales y se denota pnr

y L x. El conjunto de todos los vectores ortogonales a =

y se llama el subcspﬂmﬂ ortogonal a

“i={yeV:(yz)=0}.

salvo que x =00 y = 0.
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Y= (¥, uz) uzr + (y — (¥, ux) uz) .

%Ennta por z+

W-'!? =l

En los espacios euclideos reales la condicion (y,z) = D ].II.'l‘pllL‘H. que f = 3



15. El tﬁﬂmmﬂ de Pitugﬂrm.ﬂ establece que si x e y son ortogonales, vale que
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16. Un sistema de vectores § = {v; : 1 € [} C ""a"\ {0} se llama nf'tﬂgﬂnﬂi. cuando
(” ' H_Tr} () para todo i # j. '%2_ C.'L . LZ

Obseérvese que & es un sistema ortogonal s1, v solo s1, las matrices de Gram
de todos los subconjuntos fimitos de § son diagonales.

ﬁ @ﬂ(z{?): ,5:2?;—;-«1';5:1”6.‘5{;%3“5672

(Jc 90512+ 21 +90-3)23.(3) 7= O

/949@!«:/%:»

eg =0 lert,
?m& aw AT 9
D >

/ .
// /)3 J
LA ORTOGONALIDAD ES UN CONCEPTO RELATIVO

DEPENDE DEL PRODUCTO INTERNO
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EL PARALELISMO (DEP. LINEAL) ES ABSOLUTO
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17. Un sistema ortogonal de vectores {u; : i € I} se llama ortonormal, cuando
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18. Si V es un conjunto no vacio de vectores, el subespacio ortogonal a 'V, deno-
tado por VL, se define por

V&= {zr € V:(z,v) =0 para todo v € V} ﬁocﬁ'-éw
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19. El producto interno candnico en K", (-,-) : K™ x K™ — K se define por Qjﬁs ’ V__j ﬁ ﬂi/d)j mi (ﬁ: %> M 727
(z,y) ==y "z, ‘&?2<xsg>—— ?‘vﬁﬂ .7_.5 : ,

donde y* := yT yT esel traspuesto cun_]ugadn del vec ry Notar que y*zr = =" 7. 'l
20. El producto interno candnico en K™*", (-,-) : "x K™*" 5 K se deﬁneg
Drdp o L, e éf o<l
(X,Y)=tr(Y*X),
donde Y* := YT es la matriz traspuesta comjugada de Y . Notar que tr(Y*X ) = ¢ M - d_) C}[/ /ﬂ) -7"-' ¢( /3"‘)

tr(XTY).
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3.1 Sea (V,(-,-)) un C-espacio euclideo finito dimensional y sea vy € ¥V \ {0} un g - J

vector arbitrario pero fijo.
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(a) Comprobar que la aplicacién ¢ : V — C definida por mé,i |
’ ’ N &(v) := (v, vp) - %#ij’ /B‘O gé /;) - (/;)(;)>r SX ff-.;::c; —:‘-){,: f—J-f =

es una funcional lineal de V. Describir su micleo e indicar la dimension del mismo.
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(b) Explicar por qué la aplicacion ¢ : ¥V — C definida por
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no es una funcional lineal de V.
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3.2 [miniatura] Sea (V,(.,:)) un C-espacio euclideo de dimensién 2 y sea B =

{v1,v2} una base de V. Sean x = vy +xov2 ¥y ¥ = y1v1 +y2v2 vectores cualesquiera
de V. .

TER A7 A0 S
(a) Utilizar las propiedades del producto interno para comprobar que

(z,y) = =177 (vy,v1) + 2153 (v1, v0) + 2277 (vo, vq) + ToT5 (va, va) .

(b) Observar que la identidad precedente se puede escribir en cualquiera de las

siguientes dos formas r-qulwtlt ntes
11 L] vg, )| | &
ve,va) | |x2
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(va, v2) y1 yg

(c) Notar que las identidades anteriores significan que
mT *
(z,y) = [2]® Gs[y]® = [y* GEl=]”,

donde Gy € C**2 es la matriz de Gram definida por

G = (oo

(z,y) = [#1 2] [{11 .
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(vy,vg)

(va, 1'2}] '

(d) Comprobar que Gg = G y que det(Gg) = 0.
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3.3 @ En cada uno de los siguientes casos, verificar que la formula

(x,y) = y? Gr G -G7

define un producto %ternn en R?%: g/’ (7{/ M@i@
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[?'53: observar que Gy C Gy T Gy = Gy y decidir en gqué orden se resolvera el proble-
ma. ;Se podrin definir otros productos internos en R?? ; Qué significado geométrico
de las matrices G 7 jQué efectos tiene la eleccion de

tienen los coeficientes cada uno
de esos productos internos sobre los lados y el area del triangulo de vertices 0, eq,e5 ¢
i Qué significado geométrico tiene el determinante de G ¥
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3.4 @ Hallar todos los productos internos en B? que convierten al tridngulo de
vertices 0, ey y €2 en un triangulo equilatero. Utilizar alguno de ellos para calcular el
. T T . .
angulo entre los vectores vy = [1 1]7 ywe = [-1 1], ;Cual es el valor del drea
del triangulo de vértices 0, vy v v2? ;Como depende del producto interno elegido?
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