Algebra Lineal (Segundo cuatrimestre, 2024)
Guias DE TRABAJOS PRACTICOS

Versién 2.1 [En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



GLOSARIO DE SIMBOLOS

: Alto. Estos ejercicios son importantes, pudiendo ser o no dificiles de resolver.
Se recomienda fuertemente resolverlos.

@ : Curva peligrosa. Estos ejercicios pueden ser mas dificiles de lo que parecen
a simple vista, o por el contrario, si se miran bien resultan mds faciles de lo que
parecen. Ante la duda, consulte a los docentes del curso.

&: “Siga siga”. Lea detenidamente el enunciado. Si cree entender qué es lo que
hay que hacer (ya ha resuelto un ejercicio previamente de espiritu similar), pase al
siguiente. Ante la duda, resuélvalo.

Y L ‘. .
& : Solo para artesanos. Estos ejercicios son de naturaleza tedrica y exigen un buen
dominio del arte y una cuota de imaginacién.

@: Oréculo. Proporciona pistas y sugerencias para resolver algunos ejercicios. A
veces, propone una situacion.

&=. El ejercicio requiere utilizar una maquina.



Guia 1

PRELIMINARES Y NOTACION

En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, se utiliza la siguiente
notacion:

1.
2.

10.
11.

12.

13.

14.

N denota el conjunto de todos los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.
Z denota el conjunto de todos los nimeros enteros,

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}.

. Ny denota el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos,

N(]:NU{O}:{OJ.,Q,...}.

R denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros reales.

. R* denota el conjunto de ntimeros reales no negativos, y R el conjunto de

los nimeros reales positivos.

. C denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros complejos. Por definicién

z € Csi, y s6losi z = a+ib, donde i> = —1y a,b € R. La expresién z = a—1ib
se utiliza para designar al conjugado de z. Obsérvese que z + Z = 2a y que
z — z =12b. La férmula de Euler establece que

e* = e = ¢ (cos(b) + isen(b)) .

Dado n € N, I,, denota el conjunto {1,...,n} C N. Nétese que {x; : 7 € I,,}
denota el conjunto {x1,z2,...,z,} cuyos elementos son x1,xa, ..., Ty.

. Dado un conjunto no vacio I, {z; : i € I} denota el conjunto cuyos elementos

estan indexados por el conjunto I.

. Salvo que se diga lo contrario, las letras i, j, k,l denotan indices en algin

subconjunto de N, n y m denotan ntimeros naturales, u,v,w, z,y denotan
vectores, A, B, C denotan matrices.
K denota un cuerpo.
K™*" denota el conjunto de todas las matrices de m X n con coeficientes
en K. Para denotar los coeficientes de una matriz A € K™*™, se utilizan las
notaciones A = [A;;]ier,. 0 A = [a;jier,, -

jEl, GEl,
Dada A € K™*", se denota por AT € K"*™ a su matriz traspuesta, definida

por AZ; i=Aj, parai €l, y j€lLy.
El simbolo

P 1 sii=j
L0 sii#£ g
se llama delta de Kronecker

La matriz de K™*™ con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier

otro lugar, I := [d;;]icr, , se llama la matriz identidad de orden n.
J€ln



15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

K™ denota el conjunto de todas las matrices de n x 1 con coeficientes en K:
x € K" si, y sélo si

1o
To T
xr = = [1‘1 To .’,En}
Tn
para algunos x1,xo,...,x, € K.

Dada A € K"™*™. Las columnas de A se pueden pensar como elementos de
K™ y las filas de A como elementos de K™. La notaciéon A;, € K" se utiliza
para denotar la i-ésima fila de A, y la notaciéon A,; € K™ para denotar la
j-ésima columna de A.

El conjunto € = {e; : j € I,} C K" cuyos elementos estdn definidos por
e; = I,; se denomina la base candnica de K".

Dado un intervalo I de la recta real, C'(I) denota el conjunto de todas las
funciones continuas de I en R, y para cada n € N, C™(I) denota el conjunto
de todas las funciones de I en R que son n-veces derivables y cuyas derivadas
sucesivas son continuas hasta el orden n inclusive. El conjunto de todas las
funciones que pertenecen a todos los C™(I), n € N, se designa por C* (),
es decir, C*°(I) = ,,en C"(I).

K[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K: p €
K[z] si, y s6losi, p(x) = Y_j_, arx® paraalgiin n € Ny y algunos ag, a1, ..., a, €
K.

El grado del polinomio 0 € K[z] es —o0.

K,,[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K cuyo
grado no supera n.



EJERCICIOS

1.1 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) El conjunto {[—a +2b 2a—3b Ba]T ta,be R} es un subespacio de R3.

(b) El conjunto { [Z lc)] ta,b,c€ ]R} es un subespacio de R?*2,

(c) Para cada n € N, el conjunto de polinomios

n
{ E akmk:ao,al,...,an GR}
k=0

es un subespacio de R|z].

(d) Para cada n € N, el conjunto de funciones

{(120 + Z [ax, cos(2kmt) + by sen(2kmt)] : ag, a1, ..., an,b1,..., by € R}
k=1

es un subespacio de C*(R).

@': observar que la morfologia de todos esos conjuntos es la misma:

n
g TjVj 1T, ..., Ty ER B,
j=1

donde vi,va,...,v, son vectores de un R-espacio vectorial. ;Serd verdad que el

conjunto § 1 [1 O]T + o [O 1]T 1 X1, X0 € R*} es un subespacio?

1.2 Se consideran los siguientes subconjuntos de R3
si={al2 -1 " +02 2 1" 4cft 1 1) abeeRr},
SQZ{$ER32$1—21‘2—2$3:O}.

Verificar que S; y S, son subespacios de R? y describirlos mediante sistemas de
generadores. ;Serd verdad que S = $;7

1 1 1 -1 10 2 -1
1.3SeanA1:{_1 _1],142:{_1 1],143:[_1 0]}’32[_2 1}

(a) Comprobar que B € gen{A1, A2, A3} y hallar 3 maneras diferentes de represen-
tar B como combinacién lineal de las matrices A1, Ao, As.

(b) Hallar una sistema de generadores del subespacio S de R? definido por

S:= {[331 T2 xa}T cw1 Ay +w2As + 1343 = 0R2X2} .



5

(c) Representar cada una de las matrices A; como una combinacién lineal de las
otras dos.

(d) Comprobar que {0} € gen{A:} C gen{Ay, Az} = gen{Ay, Az, As}.

1.4 En cada uno de los siguientes casos describir el subespacio S mediante un
sistema de generadores minimal.

(a) S = {X € R?*?: traza(X) = 0}.

(b) S={X e R>*2: XT = X}.

o= frexsix[t O[04
(d) S ={p e Rsla]: p(1) = p(=1)}.
(e) S ={p € Ra[a] : p(1) = p(—1) = 0}.

(f) S = {p € Rs[z] : f_llp(m)dx =0, f_ll xp(x)dr = 0}.

1.5 4 [miniatura] Sean V un K-espacio vectorial y § = {vy, v2, vz} un sistema de
generadores de V. Probar que § es un sistema minimal de generadores de V si, y
sélo si, G es linealmente independiente.

@: squé significa que G sea un sistema de generadores que no es minimal?

1.6 %" [herramienta] Sean V un K-espacio vectorial, {v; : i € I} C V un conjunto
linealmente independiente, y A = [a;;] € K"*™. Para cada j € I,, se definen los
vectores w; := Y ., a;;v;. Mostrar que {w; : j € I,} es linealmente independiente
si, y sélo si, det(A4) # 0.

1.7 Sea V un K-espacio vectorial. Se considera un conjunto de vectores lineal-
mente independiente {v1,va,v3,v4} C V y se definen w1, wq, ws, wy mediante

w1 = V1 — 2U2 + V3 — Uy,

wo 1= —4v; — 209 + vy,

wg 1= 201 + vy — v3 — vy,

wy = 17v1 — 10vy + 11vs + vy4.

(El conjunto {wy, we, ws,w,} es linealmente independiente?

1.8 Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son linealmente independien-
tes en su correspondiente espacio vectorial.



1 3 0
(a) El subconjunto 31,15 |,|-5] ¢ deR3
-2 —6 6

(b) El subconjunto {1 + 3z — 222, 3 + 5z — 62%, —5z + 622} de R[z].

. 1 31 [3 51 [0 -5 oo
(c) El subconjunto {{_2 O} , {—6 0} , {6 0 }} de R#*=,

1.9 Determinar cudles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente
independientes:

(a) F = {1,sen(x),cos(x)}. (. caleular el Wronskiano de F.
(b) § = {1+ 3sen(z) — 2cos(x),3 + 5sen(z) — 6 cos(x), —5sen(z) + 6 cos(x)}.

(c) G = {1 + 2sen(x) + 3cos(x),4 + 5sen(x) + 7cos(x),2 + sen(z) + cos(x)}.

1.10 Hallar todos los valores de a € R para los cuales los siguientes conjuntos
son linealmente independientes en su correspondiente espacio vectorial.

(a) {1 + asen(z) + 3cos(x),4 + 5sen(x) + 7cos(z),a + sen(z) + cos(z)} en C*(R).
(b) {1+ 2azx + 22 + 223, 2 + azx + 42% 4 82°,2% + 223} en Ry[z].

ol B b e

1.11 Hallar una base y determinar la dimensién de cada uno de los siguientes
subespacios:

(a) S={p € Ra[z] : p(1) = 0}.
(b) S={p € Rslz] : p(1) = 0, p(2) = 0}.
() S={p e Rufa]: p(1) =0, p'(1) =0, p"(1) = O}.

(d) S = {p € Rs[z] : 18p(0) = 3p"(0) + 2p""(0), 6p'(0) = 6p"(0) — p"’(0)}.

1.12 Hallar los valores de a € R para los que el conjunto

es una base del subespacio S, = {x cR*: %xl —ars+ Ty = 0}.
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1.13 "&" [herramienta] Explicar por qué los siguientes algoritmos producen una

base B de un subespacio S a partir de un sistema de generadores § del mismo.

(a) Algoritmo espacio filas:

Algorithm 1 espacio filas

Require: § = {vy,...,v,,} C K" un sistema de generadores del subespacio S.
Ensure: B una base del subespacio S.

1: Construir la matriz A € K™*" cuyas filas son v{ , ..., vl

2: Construir F € K"™*™ la matriz escalonada por filas reducida de A

3: Listar las filas no nulas de E: {E; «,..., E; «}

4: B+ {Eil*, ey Eiq*}

5: return B

(b) Algoritmo espacio columnas:

Algorithm 2 espacio columnas

Require: § = {vy,...,v,} C K™ un sistema de generadores del subespacio S.

Ensure: B una base del subespacio S.

1: Construir la matriz A € K™*" cuyas columnas son vy, ..., v,
2: Construir F € K"™*™ la matriz escalonada por filas reducida de A

3: Listar las columnas de A que corresponden a las columnas pivotales de E:

{Ujm"'vvjp}
4: 'B(—{Ujl,...,vjp}
5. return B

1.14 En cada uno de los siguientes casos, hallar dos bases del subespacio ge-
nerado por el sistema de generadores G: la primera utilizando el algortimo espacio

filas y la segunda utilizando el algoritmo espacio columnas.

o o
(a) §= -1, |1 en R3.

L 1 _1_

(27 [2] [-2
(b)S=<|-1{(,|0],] 2 en R3.

|1 11 [-1

(c)§= o|,1|,(1],]|0 en R3.

@: alguno a mano y para ganar tiempo el resto a E=.
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1.15 Sea A € R3*3 una matriz tal que col(A) = gen{[l 2 3}T, 1 -1 Q]T}

yml(4) =gen{[-2 1 0"}, yseab=[1 -7 0]".

(a) Explicar por qué el sistema lineal Az = b es compatible.

(b) Explicar por qué el sistema lineal Az = b no puede tener una unica solucién.

1.16 @ Lucas y Monk resolvieron el sistema lineal Az = b, donde
=[]
Lucas encontré la solucion
Su=[ 0 0 1) +gen{1 0 0 <170 1 1 27},
y Monk la solucién
Su=1[0 11 0]T+gen{[2 -1 -1 0", [=3 11 1]T}.

JAlguno de los dos encontré la solucién correcta?

1.17 Sea A € R**5 ]a matriz definida por

12 0 4 O
13 5 2 1
A= 2 3 -5 10 0
24 0 8 1

(a) Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de la
matriz A.

(b) Sea b = [3 5 5 7]T, jexiste x € R® tal que Az = b? Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Az = b.

(c) Parab=[3 5 5 7}T, iexiste x € fil(A) tal que Az = b7 Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Az = b pertenecientes a fil(A).

1.18 Sean A € R3*3 y B € R3*4 dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1

donde rango(B) = 2. Hallar una base de nul(B).

1.19 Sean A € R3*3 y B € R3** dos matrices tales que
10 -10 -5 5
AB= |11 —-11 -4 7|,
1 —-11 -5 6



donde rango(A) = 3, y B satisface que

B[ 1 1 1"

=0 31", B[t o10" =[5 76",
Hallar todas las soluciones del sistema Bx = [5 1 4}T.

1.20 Sean & y B las bases de R? definidas por
1 [0 3 |4
IR R (HR )2
(a) Determinar los siguientes vectores de coordenadas en las bases indicadas
71 e mene men® resne et
0 " 110 K 13 T4 T4 '

(b) Hallar las siguientes matrices de cambio de coordenadas M§, M2

1.21 Sea B = {1 + 2z + J:Q,pl,pg} la base de Rq[z] tal que

L+a2®=[-1 2 2]"

y R2+a+2YP=]-2 -2 I]T.

(a) Hallar el vector de coordenadas de p = 3 + 2z + 22 en base B

(b) Hallar M2, la matriz de cambio de coordenadas de la base canénica de Ry[z] =
{1, z, 2*} en la base B.

(c) Utilizar la matriz M2 para determinar el vector de coordenadas del polinomio
q =322+ + 4 en base B.

1.22 Sea B; la base de R? definida por
Bi={[ 1 "o 1o o}

y sea By la base de R3 tal que la matriz de cambio de coordenadas de la base B,
en la base Bo es

By __
M31 =

N = W

2
3
1

W N =

Hallar el vector de coordenadas del vector v = [6 3 1]T en base Bo.

1.23 Sean p1(z) = $(z — 1)(z — 2), p2(2z) = —2(z — 2) y p3(2) = sz(z —1).

(a) Verificar que B = {p1, p2,p3} es una base de Ry[z].
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(b) Observar que para cualquier polinomio p € Ry[z] el vector de coordenadas de
p respecto de la base B es

(c) Hallar el vector de coordenadas de p(x) = 22 — x + 1 en la base B.

1.24 ® Sea X = {z; : i € I,} C R un conjunto de n nimeros reales. Para cada
i € I, sea p; € R,,_1[x] el polinomio de grado n — 1 definido por

pi(x) — H r — Tk

r; — T ’
kel hsti 0 Tk

(a) Demostrar que By := {p; :i €,} es una base de R, _1[x]. . para cada
polinomio p de R,,_1[x] estudiar el grado y la cantidad de raices del polinomio
n

@) =ple) =Y p) [ 2%

T;— Tp
i=1 kel ki b Uk

(b) Observar que para cualquier polinomio p € R,,_1[z] el vector de coordenadas
de p respecto de la base By es [p]®x = Y7 | p(x;)e;, donde {e; : i € I,,} es la base

;. . . , . T
canénica de R™. En particular, se tiene que [2¥]Bx = [a:’f ok .. J;ﬁ] .

(¢) Concluir que dados y1,...,yn € R el polinomio p € R,,_1[z] definido por

v =Yw [I ="

X
i=1  keln:k#i "

es el unico polinomio de grado menor o igual que n — 1 tal que su grafico I', :=
{(z,p(z)) : x € R} contiene al conjunto {(z;,y;) : ¢ € I,,}.

1.25 Para las siguientes elecciones de subespacios S; y Sy del espacio vectorial
R*, hallar una base del mayor subespacio contenido en ambos y otra del menor
subespacio que los contiene.

(a) S1 y Sy son los subespacios de R* definidos por

Slz{x€R4:x2+x3+x4=0},
_ 4 ] 1 +x2=0
SQ—{$ER.{SC32$4O }

(b) S1 y Sa son los subespacios de R* definidos por
Slz{$€R4:$1—$2—LL‘3=0, .’L’1+CL'2+JJ4=O},

So—gen{[-1 -2 1 2], 2 1 1 —J",1 1 0 -1},
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(c) S1 vy Sq son los subespacios de R* definidos por
Sui=gen{[t 0 2 "1 11 1"},

Sai=gen{[d 2 2 07,2 0 2 0"}

1.26 Sean S; y S, los subespacios de R2*? definidos por

b R 1 o R R

Hallar una base de S; + So que contenga una base de S; y una base de S.

1.27 Sean Si, Sy y S3 los subespacios de R* definidos por
Slz{JL‘ER4Z$1—1‘2+1‘4=0, x1—|—x3—|—x4:()},
So=gen{[2 3 0 2", 1 1 2 1"},
Ss={z €R* 121 — 220 — 25 + 24 =0} .

Hallar un subespacio T tal que (S1 NS2)® T =Ss .

1.28 [miniatura] Sean S; y Sy los subespacios de R? definidos por
Sy = {$€R22$1—]}2:0}, Sy = {xeRQ:xl—l—xg:O}.

Hallar un subespacio T de R? tal que S1 @ T = S, @ T = R2. ;Es tnico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.

1.29 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por
Su=gen{[1 2 2 17,0 1 0 —1]"},
Sai=gen{[1 0 1 2]",[1 2 1 ("},
Construir un subespacio T de R* tal que

Sl@T:SQEB’]I‘:{x€R4:x1—m2+x3—aj4:O}.

. Es tnico? Si la respuesta es negativa, construir otro.

1.30 Sean S; y S, los subespacios de R* definidos por
su=gen{[1 0 2 U1 1 1 1"},
Sy = {x€R4 2311 — 2x0 + 3x3 — 4y =0, —x2 4+ 203 — 24 :O}.

Hallar un subespacio T de R* tal que S1 @ T = S, & T = R%. Es tnico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.
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Guia 2

PRELIMINARES Y NOTACION

. Sean X e Y dos conjuntos. Una aplicacion (o funcion) f: X —Y de X en Y,

es una relacion entre X e Y que a cada elemento z € X le asigna un tnico
elemento del conjunto Y que se denota mediante f(x).

. Con idy : X — X se denota la aplicacién identidad de X:

idy(z) = z cualquiera sea x € X.

. Sea f: X — Y una aplicaciéon de X en Y.

Dados z € X ey € Y, si f(x) =y se dice que y es la imagen de x por
f v que x es imagen inversa de y. El conjunto de todas las imédgenes
inversas de y por f, se denomina la preimagen de y en X y se designa

con f1(y)
Tl y) ={zeX: f(z)=y}.

Se dice que f es inyectiva si f(x1) = f(x2) implica que x; = x5 cua-
lesquiera sean x1,z2 € X, 0 equivalentemente si f(x1) # f(x2) cada vez
que x1 # x3. Notar que f es inyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(z) = y admite como méximo una solucién en X.

Se dice que f es sobreyectiva si para todo y € Y existe z € X tal que
f(x) = y. Notar que f es sobreyectiva si, y s6lo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(x) = y admite como minimo una solucién en X.

Se dice que f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva. Notar que f es
biyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y, la ecuacién f(x) = y admite
exactamente una solucion en X.

Si X C X, el conjunto de todas las imédgenes de elementos de X por f
se designa por f(X)

fX)={f(x):xe X} ={yeY: existe v € X tal que f(x) =y}

y se denomina el conjunto imagen de X por f.

La imagen de f es el conjunto f(X). Notar que f es sobreyectiva si, y
sélo si f(X) =Y.

SiY CY, el conjunto de todos aquellos elementos de X cuyas imagenes
pertenecen a Y se designa con f~(Y)

fFAY):={zeX: f(z) €Y}

y se denomina la preimagen de Y en X.

. Sean X,Y,Z conjuntos. Sean f : X — Yy g:Y — Z dos aplicaciones. La

composicion de g con f es la aplicacion

gof:X—2%Z

definida por (g o f)(z) := g(f(x)) para todo = € X.

. Los simbolos V y W estan reservados para designar K-espacios vectoriales.
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6. Sea V un R espacio vectorial y sea V = {v; : ¢ € I,,} C V un conjunto de
n puntos de V. Se dice que v € V es una combinacion lineal convexa de

elementos de V si
n
v = Zpivi
i=1

para algunos p1,pa,...p, € RT tales que Z?zl pi = 1.

0 FV4

Combinaciones lineales convexas de {vy,vs}. Los puntos de la for-
ma v = p1v1 + pav2, con p1 > 0, p2 > 0y p1 + p2 = 1 constituyen
los puntos del segmento de recta que unen a los puntos v1 y v2. En
el ejemplo, p1 = py = %
7. El conjunto C(V) de todas las combinaciones lineales convexas de elementos
de V
i=1

cV) = {vai tp1p2, o ERT Y Y p = 1}
i=1

se llama la cdpsula convexa del conjunto V.

L3

\/3 e 4\/4

Vuy

Forma de la cdpsula convexa C(V) de un conjunto de puntos V
contenidos en un plano: se trata de la regién encerrada por un
poligono cuyos vértices son algunos de los puntos de V.

8. El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W se denota por
L(V,W). Cuando W =V, escribimos £(V) en lugar de L(V,V).
9. Con 0:V — W denotamos la transformacién lineal nula de V en W.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Con Iy : V — V denotamos la transformacién lineal identidad de V. Cuando
el contexto sea inequivoco escribiremos I en lugar de Iy.
Sea T € L(V,W) se dice que

n T es un monomorfismo cuando T es inyectiva,

= T es un epiformismo cuando T es sobreyectiva,

= T es un isomorfismo cuando T es biyectiva.
V y W se dicen isomorfos cuando existe un isomorfismo de V en W.
Sea T € L(V,W).

= La preimagen de Oy en V se llama el nicleo de T'y se denota por Nu(T")

Nw(T):={veV:T()=0w}.
= La imagen de T se denota por Im(T")
Im(T) :={T(v) :v € V}.

Sea T € L(V). Los simbolos T* con k € Ny se utilizan para denotar las
transformaciones lineales definidas por: 70 := I, T' := T, T? := T o T,
T3 :=T oT?, etcétera.
Cuando las letras del abecedario no son suficientes se recurre a las letras

griegas. He aqui la equivalencia con el abecedario de las letras griegas que
usamos a lo largo de esta guia.

’ Figura \ Nombre \ Equivalencia \ Figura \ Nombre \ Equivalencia ‘

A« Alfa A Imx Pi P

B p Beta B Yo Sigma | S

A Delta D D ¢ Phi Ph (f)
O 0 Theta Th (t) Qw Omega | O larga
A A Lambda | L

En todo lo que sigue K es R o C.

Dado v € K", v* es el traspuesto conjugado del vector v. Esto es, v* = vT.
Observar que cuando K = R, v* = v7T.

Dada A € K™*™ A* € K"*™ es la matriz traspuesta conjugada de A. Esto
es, A* = AT. Observar que cuando K = R, A* = A7,

Dados i € I,, y j € I, la matriz de K"™*™ con 1 en la entrada ij y ceros

en cualquier otra entrada, F;; := [0pi0q;lper,. se llama la matriz ij de la
q€ln
base candnica de K™*™. Por ejemplo, las matrices F;; de la base candnica

de K2%2 son

1 0 0 1 0 O 0 0
Eu:[0 O}’EIQZ[O O}’Eﬂ:[l 0],E22={0 1]~

El conjunto {E;j :i €1,,j €l,} C K™ " se llama la base canénica de
Km)(n.

El conjunto {27 : j € {0,1,...,n}} C Ky[z] se llama la base canénica de
K, [x], y el conjunto {27 : j € No} C K[z] se llama la base candnica de K[x].
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EJERCICIOS

2.1 Sea T : R? — R? la funcién definida por
Ts ([.131 T2 l‘3] T) = [—3$2 + 2x3 3x1 — $3]T

(a) Verificar que T' es una transformacién lineal.
(b) Calcular T (e1), T (e2) v T (e3).
(c) Hallar Ay € R?*3 tal que T ([ml To xg}T) = Ar [ml To fE3]T

@:5Qué representan las columnas de A ?

2.2 Sea T : R* — R? la transformacién lineal definida por T'(z) = Az, donde
A € R3** es la matriz definida por

(a) Hallar una base del nicleo de T.
(b) Hallar una base de la imagen de T'.

(c) Hallar una base de R* que contenga a la base del niicleo de T encontrada en el
inciso (a) y, usando esa base, determinar una base de la imagen de T.

(d) Comprobar que el vector b= [4 2 Q]T
la ecuacién T'(z) = b.

pertenece a la imagen de T y resolver

2.3 Sea T : R3[z] — R3 la aplicacién definida por

() = [p(0) p(1) p()]"
(a) Explicar por qué T es una transformacion lineal.
(b) Hallar una base del nicleo de T'.

(c) Mostrar que para cada j € I3, la ecuacién T'(p) = e; admite solucién y hallar
todas las soluciones de la misma.

(d) Resolver la ecuacién T'(p) = [3 6 SG]T.
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2.4 @ Sea T : Rs[xz] — Rg[z] la aplicacién definida por
T(p)=p+1-2)p.

(a) Explicar por qué T estd bien definida y es una transformacion lineal.

(b) Hallar una base del nicleo de T'.

(c) Hallar una base de Rs[z] que contenga a la base del nicleo de T encontrada en
el inciso (a) y, usando esa base, determinar una base de la imagen de 7'

(d) Comprobar que el polinomio ¢ = 1+ z + 22 — 23 pertenece a la imagen de Ty
resolver la ecuacién T'(p) = q.

2.5 Sea T : R® — R? la transformacién lineal definida en el Ejercicio 2.1.
Hallar y graficar la imagen por T' de los siguientes conjuntos:

(a) el segmento de recta que une los puntos [0 0 O}T y [1 2 S]T,
(b) el segmento de recta que une los puntos [1 1 1]T y [1 2 3]T,

(c) el trigngulo de vértices [0 0 0], [1 2 3]",[1 1 1],

(d) el tridngulo de vértices [1 0 O]T, 0 1 O]T, 0 0 1]T.

2.6 gég Hallar todos los @ € R para los cuales existe una transformacién lineal
T :R3 — R3 tal que

1 1 1 1 -1 1 1 5
T |1 ]|=la|,T|]|O =lo|,T||-1||=1|2|,T||-1|]|=|1
1 1 -1 1 0 3 -1 a?

2.7 Sea B la base de R? definida por
s={[1 12", 1 1 -1 -1 0},

y sea T : R® — R? una transformacién lineal que actda sobre la base B de la
siguiente manera

T
([ 1 -1
(]

—
|
—
P
}ﬂ
~—
I
—
|
[N}
jan)
—
~
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(a) Hallar una base del nicleo de Ty describirlo geométricamente.

(b) Hallar una base de la imagen de T y describirla geométricamente.

(c) Hallar todas las soluciones de la ecuacién T(z) = [2 2 3}T.

T
] que pertenecen

(d) Hallar todas las soluciones de la ecuacién T'(z) = [2 2 3
al subespacio S = {x ER3:xy + 29+ 225 = 0}.

2.8 Sea B la base de R? definida por
B={[t 0o o [0 1 1] o 1 -1},

y sea T : R? — Ry[x] una transformacién lineal que actia sobre la base B de la
siguiente manera

(o o) =1-ua
r(o 1 1)7) =1+
r(o 1 ") =a+a?

Comprobar que el polinomio p = 24+z+3x2 pertenece a la imagen de T y determinar

T'(p) :=T""({p}).

2.9 Sea B la base de R? definida por
B={[2 2 1), [-2 1 2]",[1 -2 2"},

y sea T : R® — R? una transformacién lineal que actda sobre la base B de la
siguiente manera

(a) Hallar la imagen por T del conjunto {[1 0 l]T 11 5]T}.

(b) Hallar la imagen por T del subespacio gen { 10 1}T, 11 5]T}.
]T

(c) Hallar la imagen por T' del segmento de extremos [1 0 I]T , [1 1 5

(d) Hallar la preimagen por T' del subespacio {y ER?:yy —y3 =0,y1 + 1o +y3 = 0}.
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2.10 Sea T € L(V,W), donde V y W son algunos de los siguientes R-espacios
vectoriales: R™, R™*" R, [z]. Hallar, para cada uno de los siguientes casos, la matriz
de T con respecto a las bases canénicas de V y W, y analizando las propiedades de

dicha matriz determinar las propiedades de T'.

(a) T : R? — R3 es la transformacién lineal definida por T'(z) := Az, donde

A:

ol W
S =N

(b) T : R3 — R? es la transformacién lineal definida por T'(x) := Az, donde

135
A—{z 4 6]

(c) T : R3[x] — R* es la transformacién lineal definida por

T(p) := [p(0) p(1) p(10) p(100)]" .

(d) T : Ry[x] — R?*2 es la transformacién lineal definida por

2.11 Sea T' € L(Ry[z],R?) la transformacién lineal definida por
1 0 1
g =10 1 1|,
1 01
donde B y € son las bases de Ry[z] y R?, respectivamente, definidas por

B={l+2°1+z,2+2"},
e={[t 1 ", 1o g0 1 1}

(a) Hallar una base del ntcleo de T'.
(b) Hallar una base de la imagen de T.

(c) Calcular T(1 + = + z2).

(d) Hallar 71 ([1 0 1]").
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2.12 & Sean V = {A € R2x2 . AT = A} el R-espacio vectorial de las matrices
simétricas de R?*2, y T € L(V,R3) tal que

1 0 1
[T]% =10 1 1},
1 0 1

. ~J10 0] |0 1] (1 O
donde es la matriz de T' con respecto a las bases B = { {0 1] , L 0} , {0 0} } de

VyC= {[1 1 O]T, [1 0 1]T7 [0 1 1 de R3. Hallar el conjunto solucién

de la ecuacién T(A) = [1 0 I]T

]T

2.13 [ver Ejercicio 1.23] Sea T € L(R[x], R3) la transformacién lineal definida
por

0 1 1
T3 =|-1 0 1f,
-2 2 3
donde B y € son las bases de Ra[z] y R?, respectivamente, definidas por

B — {;x(:ﬂ — 1), —a(e — 2),%@_ (e — 2)},

e={2 2 ", [-2 1 2,1 -2 9}.

(a) Analizar las propiedades de T'.

(b) Hallar la matriz de T con respecto a la base canénica de Ra[x] y la base € de
R3.

(c) Hallar la matriz de T con respecto a la base B de Ry[z] y la base candnica de
R3.

(d) Hallar la matriz de T con respecto a las bases candnicas de Ry[x] y R3.

(e) Hallar la imagen por T' del subespacio gen {2 + 3z + 222, 5 + bz + 42?%}.

2.14 Sea Ty € L(R3,Ry[z]) la transformacién lineal definida por

Ty ([a b C]T) = (a+b)+ (a+c)x+ (b+c)a?

(a) Hallar las matriz de Ty con respecto a las bases candnicas que correspondan.

(b) Comprobar que T3 es un isomorfismo y hallar la matriz de T, ! con respecto a
las bases candnicas que correspondan.
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Yy . . . .
2.15 "&" Sea V un K-espacio vectorial y sean S1, S, dos subespacios suplementarios
de V, esto es, todo vector v € V se escribe de manera tinica como v = vy + vo con
U1€S1YU2€SQ.

7‘% ) Q) T&gz&&\

La proyeccion de V sobre S; en la direccion de Sy, denotada por Ilgs,, es la
transformacién lineal de V en V definida por

H§1§2 (1)) = 1.
Andlogamente, se define Ilg,s, por Is,s, (v) := va.

(a) Explicar por qué Ilg;s, es la tinica transformacién lineal de V en V tal que

v siv €Sy,
HS1SQ(U){ 0 SiUES;

y comprobar que V = Im (Ils,s,) ® Nu (Ilg,s, )-
(b) Comprobar que Ilg,s, posee la propiedad de idempotencia: H§1§2 = Ilg;s,.
(c) Observar que Ig;s, + Is,s, = Iv.

(d) Mostrar que Xg,s, := Iy — 2Ils,s, es la unica transformacién lineal de V en V
tal que

v siv € Sy,
ZS1§2<U) :{ !

—v siv € Se,

razén por la cual Xg,5, de denomina la simetria de V con respecto a S; en la
direccion de Ss.

(e) Explicar por qué Eglsz =Iy.
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\J:$4®€DZ 6& ${

Proyecciones y simetrias inducidas por una particién de V en suma
directa de dos subespacios S; y Ss.

2.16 Sean V un R-espacio vectorial de dimensién 3, B = {v1,v2,v3} una base
de V, S; y Sy los subespacios de V definidos por

S1 = gen{vy — 2v9,v1 +v3}, S = gen{ves — v3}.
(a) Comprobar que V=S; & S,.

(b) Hallar las matrices con respecto a la base B de las proyecciones y simetrias
inducidas por la particion V=S; & S,.

2.17 Sea II la proyeccién de R3 sobre el plano {z ER?: 220 + 29 — 23 = O} en la
direcciéon de la recta generada por [1 0 1]T.

(a) Hallar la imagen por II del plano {z € R®: 21 — z3 = 0}.

(b) Hallar la preimagen por I de la recta {y € R3: 2y; — y3 = 0,y2 = 0}.
(c) Hallar todos los = € R3? tales que II(z) = II ([1 1 1]T>.

(d) Hallar una base B de R3 tal que

H

W W

Il
oo
oo
coco
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2.18 Sea IT : R?* — R? una transformacién lineal tal que ITo IT = IT y
m( o of)=p 1o m(t o g)=p 2 1"

(a) Hallar la imagen por II del segmento de extremos [2 1 O]T y [1 1 1}T.

(b) Hallar la imagen por IT del segmento de extremos [1 1 1]T y[1 0 I]T.

(c) Hallar la imagen por II del tridngulo de vértices [2 1 O}T, 11 1]T
1o 1"

)

T T

(d) Hallar la imagen por II del tridngulo de vértices [2 1 —1] , [1 1 O] ,

0 1 0"

2.19 Sea ¥ la simetria de R3 respecto del plano {x ER?:z1 + 19 — 225 = 0} en

la direccién de la recta generada por [1 1 —2]T.

(a) Hallar la imagen por ¥ del tridngulo de vértices [0 0 O}T, [1 1 1}T y
-1 -1 2]".
(b) Hallar la imagen por ¥ de la recta generada por [1 1 —1]T.
(c) Hallar la preimagen por ¥ del plano {y € R®: 2y; — y3 = 0}.
(d) Hallar una base B de R3? tal que

-1

{ 00
Ma=10 10
0 0 1

2.20 Sea ¥ : R? — R? una transformacién lineal tal que Y o X = Ips y
(o ") = o g x(p 1 2")=p 1 4"

Hallar la imagen por ¥ del subespacio S = {x ER?:zq — a9+ a3 = 0}.
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Guia 3

PRELIMINARES

Sobre espacios métricos y normados

. Una distancia, o una métrica, en un conjunto X es una funciéon d : X x X —

R* que posee las tres propiedades siguientes:

a) Para z,y € X: d(z,y) =0 si, y s6lo si z = y.

b) d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X (simetria).

¢) d(z,y) <d(z,z)+d(zvy) para todo x,y, z € X (desigualdad triangular).
La expresion d(z,y) se lee la distancia entre los puntos x e y. El par (X, d),
constituido por el conjunto A munido de una distancia, se denomina espacio
métrico.

. La nocién de distancia permite introducir la nocién de limite: se dice que la

sucesion (T, )nen converge a x, 0 que &, tiende a z, cuando

nl;rréo (x,z,) =0.

En tal caso z se llama el limite de la sucesion (T,)nen vy se denota por
lim z, = z.

n—o0
En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K es R o C.
Una norma en un K-espacio vectorial V es una funcién || - || : V. — RT que

posee las tres propiedades siguientes:

a) |lz|| = 0 si, y sélo si, x = 0.

b) |[Az]| = |Al||z|| para todo A € K, z € V.

¢) lz+yll <llz| + |ly|| para todo =,y € V (desigualdad triangular).
Al nimero no negativo ||z|| se le denomina la norma de x y el par (V, ||-||) se
llama espacio normado. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta [0,z] := {tx :t € [0,1]} que une a los puntos 0 y x. Notar que si

x # 0, entonces u, := ||z||~'x pertenece al subespacio generado por = y
lus| = 1.
. Todo espacio normado (V,|| - ||) se convierte en un espacio métrico, si para

cualesquiera z,y € V se define

d(z,y) = |lz —yl.
Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-
dades adicionales:
a) d(z,y) = d(z + z,y + z) (invarianza por traslaciones: la distancia entre
x e y no cambia si ambos puntos se someten a una misma traslacién).
b) d(Az, Ay) = |A|d(z,y) (cambio de escala por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por
A
¢) En particular, d(x,y) = d(z —y,0), de modo que las distancias al origen
son suficientes para conocer todas las demaés.
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Sobre espacios euclideos

6. Un producto interno en un K-espacio vectorial V es una funcién (-,-) : V x
V — K que posee las las siguientes propiedades:

(i) Paracada A e Ky z,y,z€V

1) <x + y,z) = <$7Z> + <y,z>,
2) <)‘$5y> = /\<$,y>.

(ii) (z,y) = (y,2) Va,y € V.

(iii) (z,z) >0sia #0.

7. Un K-espacio vectorial V munido de un producto interno (-, -) se llama espa-
cio euclideo y se denota por (V, (-,-)). Cuando K = R se dice que (V, (-,-)) es
un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que (V, (-,-)) es un espacio
euclideo complejo.

8. La tabla de multiplicacién de una coleccién de vectores X = (z; : i € I,) se
llama la matriz de Gram de X y se denota por Gy

G e [<33z,33]>];gn _ 2, T1 2, T2 2, Tn,
<$n,l‘1> <J3n,l‘2> <$n7$n>

El Gramiano de X, denotado por G(X), es el determinante de la matriz Gx.
9. La matriz de Gram de una base B = {v; : i € I,,} de V determina univo-
camente al producto interno (-,-) y se llama la matriz del producto interno
(-,-) respecto de la base B.
10. Todo espacio euclideo (V, (-,-)) se convierte en un espacio normado, si para
cualquier x € V se define

]| := vz, ).

La funcién ||-]| : V — R* asi definida es una norma en V y se llama la norma
inducida por el producto interno.
11. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que

[(z,y) < ll=[lllyll para todo =,y € V.

12. Si V es un R-espacio vectorial el dngulo 8 entre dos vectores no nulos x ey
se define mediante la férmula

_ (zy)
I llyll”

donde § € [0, w]. Notar que cosf = (ug, uy).

13. Si (y,z) = 0 se dice que los vectores x e y son ortogonales y se denota por
y L z. El conjunto de todos los vectores ortogonales a x se denota por z=,

y se llama el subespacio ortogonal a x

zti={yeV:(yz)=0}.

cos 6

En los espacios euclideos reales la condicién (y,z) = 0 implica que 6 = 7§
salvo que z =00 y = 0.
14. Obsérvese que si z # 0, entonces para todo y € V vale que

Y = (Y, ue) Uz + (Y — (Y Uz) Us) -



15.

16.

17.

18.

19.

20.
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El teorema de Pitdgoras establece que si x e y son ortogonales, vale que
2 2 2
lz+yll” = ll=lI + llylI*-
Un sistema de vectores 8 = {v; : i € I} C V\ {0} se llama ortogonal, cuando
(vi,v;) =0 para todo i # j.
Obsérvese que 8 es un sistema ortogonal si, y sélo si, las matrices de Gram
de todos los subconjuntos finitos de § son diagonales.
Un sistema ortogonal de vectores {u; : i € I} se llama ortonormal, cuando
|lu;|l =1 para todo i € L
Si 'V es un conjunto no vacio de vectores, el subespacio ortogonal a 'V, deno-
tado por VI, se define por
V= {z € V: (x,v) =0 para todo v € V}
El producto interno candnico en K", (-,-) : K" x K™ — K se define por
(z,y) = y'z,
donde y* := yT es el traspuesto conjugado del vector y. Notar que y*z = z77.
El producto interno candnico en K™*™, (-, ) : K"™*" x K™*" — K se define
por
(X,Y) :=tr (Y"X),
donde Y™ := YT esla matriz traspuesta conjugada de Y. Notar que tr(Y*X) =
tr(XTY).



26

EJERCICIOS

3.1 En cada uno de los siguientes casos, verificar que la férmula
(z,y) :==y" Gz

define un producto interno en R2:

@esa={ly 1L V] lae V] Lae V)

(b) GegFH 1 COS"] 0e (o,ﬁ)}.

cos 1

_ Iz l1lycosB|
(C)Gegg—{[€1€2cose 2 :0e(0,m), 0, >0,0,>05.

(d)Gegélz{{‘b’ lc)]:a>0,det{g ﬂ >o}.

@: observar que G C Go C G3 = G4 y decidir en qué orden se resolverd el proble-
ma. ;Se podrdn definir otros productos internos en R?? ; Qué significado geométrico
tienen los coeficientes de las matrices G ? ;Qué efectos tiene la eleccion de cada uno
de esos productos internos sobre los lados y el drea del tridngulo de vertices 0,eq,es?
s Qué significado geométrico tiene el determinante de G ?

3.2 En R? con el producto interno canénico calcular el drea del tridngulo de vértices
€1, €2, 263~

3.3 @ Hallar todos los productos internos en R? que convierten al tridngulo de
vértices 0, €1 y e2 en un tridngulo equilatero. Utilizar alguno de ellos para calcular el
angulo entre los vectores v; = [1 l]T y vy = [71 1}T. ;,Cuadl es el valor del area
del tridangulo de vértices 0,v; y v2? ;Cémo depende del producto interno elegido?

3.4 W Se considera el espacio euclideo (Ra[x], (-, -)) con el producto interno definido
por

{p,q) = p(=1)g(=1) + p(0)¢(0) + p(1)q(1).
Calcular el drea del tridngulo de vértices p; = 6, po = 2z(x + 1) + 6, p3 = 3z(z —
1) 4 6.

3.5 Sea (V, (-,+)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea
B=Au;:ielz}c{ueV:||u|=1}
una base de V tal que |lu; + u;||? =2 + V3 y [|u; — u;]|?> =2 — /3 para i # j.

(a) Hallar la matriz del producto interno (-, -) respecto de la base B.



27

(b) Hallar la matriz © := [arc cos({u;, u;))]scls -
JEls

(c) Construir un tridngulo rectdngulo cuyos vértices sean 0, u1, us — Aug, con A € R.
. Es tinico?

(d) Calcular el drea del tridngulo de vértices 0, uy, uz.

(e) Calcular el drea del tridngulo de vértices uy, us y us.

3.6 En R3 con el producto interno canénico.

(a) Hallar una esfera que contenga al conjunto de puntos
{12 272 -1 2" 4 4 2"}
(Es tnica? Si la respuesta es afirmativa explicar por qué, sino hallar otra.

(b) Hallar la esfera de radio minimo que contiene al conjunto de puntos

{12 "2 -1 274 4 2"}

3.7 [ver Ejercicio 2.15] En R? con el producto interno canénico se considera el
subespacio

S=gen{[1 0 1), 0 1 -1)"}.

(a) Escribir cada vector x € R? en la forma x = x5 + 251 con s €Sy xg1 € Sty
comprobar que R =S @ S*.

(b) Hallar la matriz con respecto a la base canénica de la proyeccién ortogonal de
R3 sobre S.

(c) Calcular la distancia al subespacio S de cada uno de los elementos de la base
canénica de R3.

(d) Hallar todos los = € R? tales que Ps(z) = [1 1 —2]T cuya distancia a S sea
igual a V3.

(e) Hallar todos los z € R tales que Ps(z) = [1 1 —Q]T cuya distancia al origen
sea igual a 5.

(f) Hallar el conjunto de todos los # € R? que sean equidistantes a los puntos
00 0 y[6 6 6]
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3.8 En R3 con el producto interno (-, -) definido por

2 -2 0
(my)=y" |-2 5 4|z
0 4 6

se consideran los subespacios

51:{$€R32$1+(E2+!L‘3:0} ySQZ{ZL'GR?)le—{L‘g:O}.

(a) Hallar las matrices con respecto a la base candnica de las proyecciones ortogo-
nales de R3 sobre S{ y sobre Sy

(b) Seab=[1 1 2
b al subespacio S.

]T. Hallar la distancia de b al subespacio Si y la distancia de

(c) Hallar el conjunto de todos los € R?® cuya distancia a S; coincide con su
distancia a Ss.

3.9 Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea B = {v1,v9,v3}
una base de V cuya matriz de Gram es

1 1/2 1/3
Gs = [1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

(a) Hallar la matriz con respecto a la base B de la proyeccién ortogonal sobre el
subespacio S = gen{vy, va}.

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de vz sobre el subespacio S.
(c) Calcular la distancia de v3 al subespacio S.

(d) Hallar el conjunto de todos los v € V cuya distancia a v; coincide con su
distancia a vs.

3.10 Se considera el espacio euclideo (Ra[z], (-,-)) con el producto interno definido
por

(r,q) =/ p(z)q(z)dz.

-1
Sea p = 322 — 5z + 3.

(a) Hallar el polinomio del subespacio S = gen {3z? — 2,222 + 3z} mds cercano
al polinomio p.

(b) Calcular

1
; 2 2
- —bx) dx.
ar%lgr}%/_l (p axr l‘) X
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3.11 Se considera el espacio euclideo (Ra[z], (-,-)) con el producto interno de-
finido por
<a0 +a1x + a2x2, bo + bix + b2$2> = agbg + a1by + asbs.

Sean S = gen {1 — z,z — 2} y Ps : Ro[2] — Ry[z] la proyeccién ortogonal de Ry [z]
sobre S. Hallar todos los ¢ € Ra[z] tales que Ps(q) = # — 22 cuya distancia a S es

V3.

3.12 [ver Ejercicio 1.17] Sea A € R**® la matriz definida por

12 0 4 0
1 3 5 2 1
A= 2 3 -5 10 O
24 0 8 1

(a) Hallar las matrices con respecto a la base canénica de las proyecciones ortogo-
nales de R* sobre col(A) y sobre nul(A”).

(b) Hallar el conjunto de todos los # € R* cuya distancia al col(A) es igual 1.

3.13 [herramienta] Sean (R™, (-,-)) y (R™, (-,-)) los R-espacios euclideos candnicos
de dimensiones n y m, respectivamente, sea A € R™*™ y b € R™. Por definicién,
resolver la ecuacién Az = b por minimos cuadrados significa determinar el conjunto
argmingcgn ||b — Az|| de todos los 2 € R™ cuyas imdgenes por A minimizan la
distancia al vector b.
(a) Explicar por qué
arg m]%n b — Az|| = {z € R" : Az = P.yi(4)(b)} .
ERM

(b) Observar que {9: eR™: Ax = PCOI(A)(b)} # (). Motivo por el cual para cualquier
b € R™ existe al menos una solucién por minimos cuadrados de la ecuaciéon Ax = b.
(c) Verificar que nul(AT) = col(A)+.

(d) Utilizando que b — Peoi¢ay(b) L col(A), concluir que
s _ — n . AT _ AT
arg min |b— Az|| = {z e R" : A" Az = A"b} .

(e) Verificar que nul(A) = fil(4)*.

(f) Utilizando que todo = € R™ se descompone de manera Unica en la forma
x=a5+xp, con zy € fil(4), y x5 € nul(4),

deducir que la aplicacién z; — Az es una biyeccién de fil(A) en col(A).

(g) Concluir que para cada b € R™ existe un unico x(b) € fil(A) tal que
arg ngﬁ'{ri b —Az|| = {zf(b) +xp : z, € nul(A4)}.
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Utilizando el Teorema de Pitagoras observar que de todas las soluciones por mini-
mos cuadrados de la ecuacién Az = b, la solucién z;(b) es la que tiene norma
minima.

(h) Observar que cuando dim(col(A)) = n la matriz AT A es inversible y que por lo
tanto, # = (AT A)~1ATb es la tinica solucién por minimos cuadrados de la ecuacién
Az = b. Como A% = Pyyj(a)(b) se deduce que A(ATA)~LAT es la matriz en base
candnica de la proyeccién ortogonal sobre col(A).

3.14 Sea A € R3*3 ]a matriz definida por
1 0 1
A=10 -1 -1
-1 1 0

En cada uno de los siguientes casos, hallar las soluciones por minimos cuadrados de
la ecuacion Ax = b, determinar la de norma minima, y calcular el error cuadrético
min,cgs ||b — Az|?

@b=1[2 -1 2]".

by b=[3 -1 2]".

3.15 Sean A € R**2 y b € R* definidos por

e T
O© g W

Hallar la solucién por minimos cuadrados de la ecuacién Ax = b y calcular el error
cuadrético ||b — A2

3.16 Usando la técnica de minimos cuadrados, ajustar los siguientes datos

z|-1 0 1 2 3
y|-14 5 4 1 22

mediante una recta y = ag + a1, mediante una cuadratica y = ag + a12 + a22?,
y mediante una ctibica y = ag + a1z + asx? + asz>. ;Cudl de esas tres curvas se
ajusta mejor a los datos?

3.17 Después de estudiar el comportamiento de un cierto tipo de enfermedad virdsi-
ca, un investigador plantea la hipétesis de que, a corto plazo, la cantidad, z, de
individuos infectados en una poblacién particular crece exponencialmente con el
tiempo, ¢, medido en dias. Es decir, postula un modelo de la forma z = ae’. Es-
timar, mediante la técnica de minimos cuadrados, los parametros a y b, utilizando
para ello los siguientes datos observados por el investigador:
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t]1 2 3 4 5
|16 27 45 T4 122

Utilizar la estimacién obtenida para predecir la cantidad de individuos infectados
al cabo de una semana.

@: & Qué transformacion convierte una funcion exponencial en una funcion li-
neal?

3.18 Se observa que cierta poblacion de bacterias crece de acuerdo con los siguientes
datos

I I I
w 2,000 |-|®Cantidad de Bacterias
S 1,500 -
Tiempo | Cantidad de Bacterias %
0 horas 110 g 1,000 |-
1 hora 150 3
2 horas 380 g 500l
5 horas 2023 8 A
e ° |
0 0 1 2
Tiempo [hs]

Estimar, a criterio propio, la cantidad de bacterias a las 3 horas e indicar, justifi-
cando cuantitativamente, por qué se considera que la estimacién realizada es mejor
que otras estimaciones posibles.

3.19 [ver Ejercicio 1.23] Se considera el R-espacio euclideo (Ry[z], (-,-)) con el
producto interno definido por

(p,q) := p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

Comprobar que

2

es una base ortonormal de (Ro[z], (-,-)), v utilizar ese resultado para hallar el vector
de coordenadas del polinomio p = 1 + = + 22 en base B.

B - {1(3; )@ —2), —2(z - 2), %x(m - 1)}

3.20 Se considera R? con el producto interno (,-) definido por

(z,y) =y E ﬂ z.

(a) Describir el significado geométrico del conjunto

Y = {z € R?: 222 + 2z 29 + 222 = 4}.
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(b) Hallar dos vectores v, ve € R? tales que
S = {yv1 +yov2 1 y1,y2 €R, 4§ + 5 =4}
= {2cos(f)v1 + 2sen(f)vs : 6 € [0,27)},

y representar graficamente el resultado obtenido.

3.21 Sea A € R**® la matriz definida por
1 1 2

A:

=N W
_= O = O

1 2 3
2 2 4
2 3 5

(a) Comprobar que b=[3 4 6 7]T € col(A).

(b) Mostrar que existen a1,as € Ry v1,vs € col(A) tales que
{y € col(A) : d(b,y) = 1} = {(a1 + cos(0))v1 + (az + sen(f))vs : 6 € [0,27)} .

;Son tnicos? Si la respuesta es afirmativa, determinarlos. Si la respuesta es negativa,
exhibir dos ejemplos.

3.22 Sea (R3,(-,-)) el espacio euclideo canénico. En cada uno de los siguientes
casos, utilizar el algoritmo de Gram-Schmidt para producir un sistema ortonormal
U; a partir del conjunto linealmente independiente £; dado.

17 [2 21 31 [5 31 =11 [2
co=4 12|, |1l %, co=2|ol,[4],]6] },2c5=%1]0|,l0],]9
1| |3 ol lo] |7 4l 7] |11

3.23 Sea A € R**5 1a matriz definida por

12 0 4 0
1 3 5 2 1
A= 2 3 -5 10 O
2 4 0 8 1

(a) Hallar una base ortogonal de R* que contenga una base de col(A).

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de R* sobre col(A).

(c) Calcular la distancia del vector [1 1 1 1]T a col(A).
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Guia 4

PRELIMINARES

En todo lo que sigue

1. (-,-) : R® x R™ — R designa el producto interno canénico en R™ definido por

(z,y) == yTx, y ||lz|| = \/(z,z) designa su norma inducida.
2. Sea A € R™*", Obsérvese que para todo z € R™ e y € R™ vale que

(Azx,y) = <:z:,ATy>.
Consecuentemente,
a) nul(AT) = col(A)*;
b) col(AT) = nul(A)*;
c¢) nul(A) = col(AT)*+;
d) col(A) = nul(AT)*.
3. Una matriz A € R™*"™ es
= ortogonal si ATA=AAT = 1.
n simétrica si A = AT.

DEFINICIONES

Sea A € R"*",

1. A € R se llama un autovalor de A, cuando existe un vector no nulo x € R"
tal que Ax = Az. En tal caso, el vector x se llama un autovector de A
correspondiente al autovalor .

2. El conjunto de todos los autovalores de A se llama el espectro de A, y se lo
denota mediante o(A).

3. Si A € 0(A), el subespacio Sy := nul(A — AI) se llama el autoespacio corres-
pondiente a \. La dimensién de Sy se llama la multiplicidad geométrica de A
y la se denotaremos mediante ().

4. El polinomio xa(x) = det(A — zI) se denomina el polinomio caracteristico
de A. Nétese que o(A) = {A € K: xa(A) =0}.

5. La multiplicidad algebraica de A\ € o(A) es su multiplicidad como raiz del
polinomio caracteristico de A y la designaremos mediante m(\):

m(A\) = méx {k € N: ya(z) = (z — N¥q(x), con q € Rz]} .

6. Si B € R"*" decimos que A es semejante a B cuando existe una matriz
inversible P € R™*" tal que A = PBP~!,

7. Decimos que A es diagonalizable cuando A es semejante a una matriz dia-
gonal.

8. Dados A, Mg, ..., A\, € K, utilizaremos la notacién A = diag(A1, Aa, ..., \p)
para designar a la matriz diagonal

A1

A2
A — ) E K’VLXTL
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ALGUNAS PROPIEDADES

Matrices diagonalizables.

1. Sea A € R™ ™. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) A es diagonalizable.
b) Existe una base R™ compuesta por autovectores de A.
c)
R" = @ nul(4 — AI).

A€o (A)
d)
xa@) = [[ (@—xnr.
Xeo(A)

2. Si A € R™" es diagonalizable y B = {v1,v9,...,v,} es una base de
R™ compuesta por autovectores de A correspondientes a los autovalores
A1, A2, ..., Ay, respectivamente, entonces para todo k£ € N vale que

n n
k k
A chvj = ZCj)\jUj,
j=1 j=1
donde ¢y1,c¢o,...,c, € R.

Caracterizacién de las matrices ortogonales.

Sea U € R™*™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

U es ortogonal.

UT es ortogonal.

U es inversible y U=t = U™
U preserva el producto escalar:

=W

(Uz,Uy) = (x,y), paratodo z,y € R".

5. Si {v; : j € I,} es una base ortonormal de R"™, entonces {Uv; : j € I,} tam-
bién lo es.

6. Las columnas de U constituyen una base ortonormal de R".

Las filas de U constituyen una base ortonormal de R™.

8. Para todo = € R", vale que |[Uz| = ||z| (i.e., la transformacién lineal
T(x) = Uz es una isometria.)

=~

Caracterizacion de las matrices simétricas.

Sea A € R™*"™, Son equivalentes:

= A es simétrica.
= R™ tiene una base ortonormal constituida por autovectores de A.
= A es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal.
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EJERCICIOS

4.1 En cada uno de los siguientes casos, hallar el polinomio caracteristico de
la matriz A € R3*3, analizar si la misma es diagonalizable, y en caso de serlo
hallar una matriz inversible P € R3*3 y una matriz diagonal A € R3*3 tales que
A= PAP L

0 -1 -1 0 -1 0 3 2 -2
A=|-1 0 -1|, A=|-1 0 1|, A=|-2 -1 2
-1 -1 0 -1 -1 1 2 2 -1

4.2 Sea A € R?**3 la matriz definida por

-2 0 0
A=1[4 9 a+3
5 0 a?

Hallar todos los a € R tales que A tiene un autovalor doble y es diagonalizable.

4.3 Sea A € R3*3 que tiene autovalores A\; = 0, \a = —2, A3 = 5 con autovec-
tores asociados

w=[1 1 -1]", =2 2 -1

respectivamente.

"= 2 —1]"

)

(a) Hallar una base de nul(A) y una base de col(A).

(b) Hallar todas las soluciones de la ecuaciéon Az = ve + vs.
(c) Hallar las soluciones de la ecuacién Atz = v3.

(d) Calcular A%(vy + 2v3) y A7(vo + 2v3).

(e) Determinar el espectro de A7 — AS.

(f) Explicar por qué la ecuacién Az = v; no tiene solucién.

@: Si se halla la expresion de A, el ejercicio pierde su valor de uso.

4.4 Sea A € R**? una matriz diagonalizable tal que o(A? — 64) = {0,—-8} y
traza(A) = 2. Hallar o(A3).

4.5 Hallar una matriz A € R2*2 que posea las siguientes propiedades:

3 3

2 —
(a) A2 —3A+2] = [3 )

} v det(A) = —1.

(b) A2 — 34 42 = B g] v tr(A) = 6.
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4.6 Comprobar que las siguientes matrices son ortogonales

-1 2 2 1 2 -6 3 -1 8 4
-2 -1 2|, 7 -6 -3 -2, 9 4 4 =7
3 -2 —6 8§ -1 —4

4.7 Explicar por qué las siguientes matrices son diagonalizables ortogonalmente

10 1 110 113 1010
1 2 010 1
[21],010,101,131,10107
10 1 01 1 311 01 0 1

y en cada caso hallar una matriz ortogonal U y una matriz diagonal A tales que
A=UAUT.

. ¢A o0jo?

4.8 Una particula se encuentra, en el instante t = 0, en la posicién xg = [1 -1 I]T.
Cada diez segundos, la particula recibe un impacto que la desplaza de la posicion

x a la posicién Az, donde

1 10
A=11 0 1
0 1 1

Calcular la posicién de la particula luego de transcurridos dos minutos.

4.9 ® Sea A € R3S tal que
v=[1 1 10" m=[1 -1 0], vs=[0 1 -1]"

)

es una base de autovectores de A asociados a los autovalores A1, Ao, A3 € R, respec-
tivamente. Probar que A es simétrica si y solo si g = As.

4.10 Hallar una matriz simétrica A € R3*3 que posea las siguientes propieda-
des:

(@aM):ﬂJM}ymMA—D:gm{ﬂ 11f}

®[ o 1

enul(A—1), [1 1 —1]" €nul(A—21) y det(A4) = 12,

(c)[1 O O]T y[2 3 4]T son autovectores de A, det(A4) = 18, tr(4) = 8, y
o(A) C (0,+00).

(d) traza(A) = 1, rango(A) = 2, A0 0 1]" =1[0 0 2]" y a1 1 0" ¢
{x€R3:m17x2:0}.
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(e) A3 —5A? es singular, rango(A—3I) = 1, el plano {x € R® : 2z1 — 25 + 223 = 0}
es un autoespacio de A, y o(A) C (0, +00).

@: A es unica? ;Por qué?

4.11 En cada uno de los siguientes casos, hallar una descomposicién en valores
singulares de la matriz A, determinar bases ortonormales de sus cuatro subespacios
fundamentales y sus respectivas matrices de proyeccion:

111 6 —12
A{_ﬁz __168 _94}, A=12 0 -2/, A=|-18 —6
11 1 9 4

4.12 Sean
V3 V2 VB
2 g -2 2 00 3% %6
U=|0 1 0|, ©=|0 3 0|, Vv=|¥ o ¥
Viog 2 00 0 VB V3
2 2 3 2 6

Comprobar que A = ULVT es una descomposicién en valores singulares de A y, a
partir de ella, hallar la seudoinversa de Moore-Penrose de A; la matriz de proyeccién
sobre fil(A) y la matriz de proyeccién sobre col(A).

4.13 En cada uno de los siguientes casos, hallar Af, la seudoinversa de Moore-
Penrose de A, y determinar la solucién por cuadrados minimos de norma minima
de la ecuacién Az = b.

3 5 1
@) A=|-1 1| yb=|1
5 3 1
(b) A € R**3 es la matriz de rango 2 tal que [2 —6 3}T€nul(A)y
6 3] [1 2
Al 2| =|-2 2 [8 2]
2 6 2 1 9
vo=[1 -1 1"
(c) A € R¥*3 es la matriz definida por
2 |7} 1|4
A== |8|[2 -6 3]+-|4|[6 3 2
914 9|7
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4.14 Sea T :R? — R3 la transformacién lineal definida por T'(z) = Az con

6 —12
A=1[-18 -6
9 —4
(a) Hallar entre todos los z € R? que satisfacen ||z|| = 1 aquellos que maximizan
IT(x)| y determinar el valor ”m”éx |7 ()]
z||=1
(b) Hallar entre todos los z € R? que satisfacen ||z|| = 1 aquellos que minimizan
|T(z)|| y determinar el valor ”nhin T ()|
z||=1

4.15 Hallar una matriz A € R™*™ tal que

(a) Hrn”zi_xl | Az|| = 25v/2, ”nhfgl |Az|| =15,y [1 1 0]A=1[0 0].

(b) [0 1 0] €nul(4),v=1[3 0 4]T es un autovector de AT A tal que Av =
T .
[z 2] oy mix l4e] = 3v2.

©[-1 2 2]  emul(4), A2 -1 2] =[9 12]"y ﬁ%\mxn =12.

@': A, es unica?

4.16 Sea T € L(R?) la transformacién definida por T'(z) = Az, donde

3 =8
A= { H } |
Graficar y caracterizar geométricamente la imagen por 7' de la circunferencia uni-

taria 51 = {z € R?: [|z]| = 1}.

@: en cada caso, squé significacion geométrica tienen los x € S1 que mazimizan
(o minimizan) | T (x)|| ¢, équé representan los valores mz:%gx |T(z)] y ml'sn T ()| ?
€S TEST

4.17 Sea T € L(R3 R?) la transformacién definida por T'(x) = Az. En cada
uno de los siguientes casos, caracterizar geométricamente y graficar la imagen por
T de la circunferencia unitaria So = {z € R3: ||z|| = 1}.

(a) A= {—?2 _—168 —94]'
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@: en cada caso, si A =UXVT es una descomposicion en valores singulares de
A, squé significacion geométrica tienen las columnas de U?, ;qué representan los
valores singulares de A?

4.18 Sea T € L(R?) la transformacién definida por T'(x) = Ax. En cada uno
de los siguientes casos, caracterizar geométricamente y graficar la imagen por T de
la circunferencia unitaria Sy = {x € R® : ||z| = 1}:

11 1
(a) A= {2 0 -2|.
11 1
[—1] 2 2
b)A=5|2|[2 6 =3]+3|-1|[6 3 2]+2|2]|[3 2 6]
| 2 ] 2 -1
[—1] 4
(c)A=12 i 6 3 2]+4% 47 2 -6 3]




