FIUBA 2020 ANALISIS MATEMATICO 1I (81.01) y II “A” (61.03)
Ejemplos resueltos del TP N°5

Observe que todas las respuestas estan debidamente justificadas.

No se muestran calculos dispersos, poco claros o sin comentarios.

En la resolucion de integrales, si las hubiera, mostramos cada paso de integracion indicando la primitiva y
los limites correspondientes.

1.Polinomio de Taylor
Ejercicio 3:

Aproxime el valor de (1.01)1®) utilizando el polinomio de Taylor de primer orden
(aproximacion lineal) de una funcién adecuada, en el punto 4 = (1,2)

La funcién adecuada es f(x,y) = x¥ , el punto en el cual debemos hallar el polinomio de
Taylor de primer orden es A = (1,2) , y el incremento (h, k) = (0.01,—-0,02)

(recuerde que el punto en el cual debe hallarse el polinomio de Taylor debe ser tal que

se pueda calcular el valor de la funcién y sus derivadas, el punto A = (1,2) satisface estas
condiciones).

El polinomio de Taylor de primer orden de una f(x,y) en un punto (a, b)es:
p(x,y) = f(a,b) + h3-(a,b) + k3 (a,b)

Calculamos el valor de la funcion f(x, y) = x¥ y sus derivadas primeras en el punto A = (1,2)

flx,y) =xY fa1,2)=1*=1
of of
_ = y—1 = — 2—1 —
ox (x,y) = yx o (1,2) =2.1 2
of of
i == y —_— = 2 =
3y (x,y) = x¥Inx 5 (1,2) =1%In1 =0

Luego el polinomio de primer ordenes: p(h,k) =1+h.2+k.0=1+2h

Finalmente: f(1.01,1.98) = f(1+0.01,2 + (—0.02)) = p(0.01,—0,02) = 1,02
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Rta.: (1.01)(198) = 1,02

Justificacion: f(x,y) = x¥ es continua y con derivadas parciales continuas hasta el orden 2 en Esq . coné <1
(en realidad la funcion es C* en ese entorno, pero para escribir el Polinomio de Taylor de orden 1
necesitamos solo las derivadas parciales de orden 2: las de orden 1 para el polinomio y las de orden 2 para
el término complementario o resto). Ademas, con el incremento (h, k) = (0.01,—0,02) estamos dentro
de ese entorno.

Ejercicio 4:
Demuestre que en un entorno del punto (1,2) resulta e* 1In(y — 1) =y — 2

La funciénes f(x,y) = e* 1In(y — 1)
El polinomio de primer orden es:
p(x,y) = f(a,b) + hi(a,b) + kL (a,b);siendo: h = (x = 1)k = (y = 2)

Calculamos los valores de la funcién y sus derivadas en el punto (1,2)

fl,y)=e*1In(y — 1) f(1,2)=0
of e B of _
PG lIn(y — 1) 5y (12) =0
of 1Y Of oo _
3y (x,y)=e Yoy 3y (1,2)=1

Luego, el polinomio de primer ordenes: p(h,k) =0+ h.0+ k.1

px—1,y—-2)=0+(x—-1).0+(y—2).1=(y—2)

Rta.: e¥ lIn(y—1)=y—2

Justificacion: f(x,y) = e* ' In(y — 1) es continua y con derivadas parciales continuas hasta el orden 2 en Ej .2)

cond <1
(en realidad la funcion es C* en ese entorno, pero para escribir el Polinomio de Taylor de orden 1
necesitamos solo las derivadas parciales de orden 2: las de orden 1 para el polinomio y las de orden 2 para
el término complementario o resto). Ademas, el incremento (h, k) para el cual el polinomio aproxima
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la funcién debe estar dentro de ese entorno.

Ejercicio 5:

Sabiendo que la ecuacién y — z + e** = 0 define implicitamente a z = f(x,y) cuyo grafico
pasa por el punto (x,y,z) = (0,0,0), calcule un valor aproximado para f(0.01, —0.02) mediante el
polinomio de Taylor de 2° orden.

El enunciado afirma la existencia de z = f(x,y), al decir que F(x,y,z) = 0 la define
implicitamente un un entorno de (x,y,z) = (0,0,0).

Por lo tanto podemos desarrollar z = f(x,y), por un polinomio de Taylor de 2° orden en torno a
(xOI }’0; ZO) = (01010)

Es decir

1
z = f(x0,Y0) + f (X0, ¥0)- (x —x0) + f5. (v —yo) + 2 [fx’)::(xO!yO)(x —x0)? + 2. fily (X0, ¥0) (x — %) (¥ — ¥0) + fyy (X0, Y0) ¥ — YO)Z]

f(0,0)=1
filey)=-E828, pooyy=——Z2 £(0,0) = -2 £1(0,0) =1
X Iy - Fz’(x,y,z) 7 X Iy - (_1+x.ezx) X ) - —1+40 x , =
/ __ B&y2 ' _ 1 ' _ 1 / _
fy(x' J’) - FZ’(x,y,Z) ’ fy(x' Y) - (—1+x.e%%) fy(O:O) - (—=1+0) fy(ol 0) =1
noo__ i[_ F,é(x,y,z) . "o o__ i _ Z.ezx
XX 7 gy Fy(x,y.z)1 7 XX 7 gy (—1+x.e%%)
zy = f(x,y)

y o Alzx-e® +z.(z.x + z).e7].[-1 + x.e”] — [z.e".(e” + x. (2. x + 2).e"*)]}
X (—1 + x.ex?)2

Autores: Pedro Vardanega — Daniel Gonzalez



{[11+1.(1.0+1).1].[-1+ 0] = [1. (1 + 0)1]}
1

f-{lpéx] (OIO) = -

£7(0,0) = — [(1+ 1).§—1) —1] _3

. {[zﬁ,.ez" +z.zy.x.e?. [-1+x.e?] — [Z. e?*, (x zg,.x.ezx)]}

%y = (—1 1 x.e%)?
1.(-1)—-1.0
Fo00) = -

v (—1).1. (x.x.zj’,.ez")
yy (—1 + x.e*?)2

£4,(0,0) =0
1
z = f(x0,¥0) + fx (x0,¥0)- (x — x0) + fy. (y —y0) + 3 [fix (x0, ¥0) (x = x0)? + 2. ffy, (%0, ¥0) (X — x0) (¥ — ¥o) + fyy (0, ¥0) (v — ¥0)?]

ZE1+1.(x—0)+1.(y—0)+%[3(x—0)2+2.1.(x—0)(y—0)+0.(y—0)2]

0.01 002)~1+1(1 0)+1(_2 0)+13(1 0)2+21(1 0)(_2 0)+0(_2 0)2
f(0.01,-0.02) = \100 \100 217 \100 +\100 100 “\100

2

o000 =141 (1) 1. () + o ) + 20 (1) ()

(0.01,-0.02) = 1 ! +1(3_4)
£(0.01,-0.02) = 100 ' 2\10000
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£(0.01,-0.02) = 500

Rta.:f(0,01,—0,02) = 0,98995

Ejercicio 6:

Sabiendo que p(x,y) = x?2 —3xy + 2x + y — 1 es el polinomio de Taylor de 2° orden de f en el
punto (2,1), halle una ecuacion cartesiana para el plano tangente a la grafica de f en (2,1, z).

Recordando que una funciéon f y su polinomio de Taylor p en un punto (x,,y,) cumplen en
ese punto la condicién de tener iguales los valores de la funcién y del polinomio y de sus
derivadas parciales hasta el orden del polinomio, podemos plantear:

Ecuacion del plano tangente: z = f(2,1) + (x — 2) Z—i D+ —-1) Z—; 2,1) @

( f21)=p21)

of .. op
af _0Op

FQD=p21)=4—-3-2-1+2-2+1-1=2

of dp
a(2,1)=£(2,1) =Q2x—3y+2)|en=2-2-3-1+2=3

of

op
@(2,1) = E(Z,l) = (—3X + 1)'(2'1) =-3:-24+1=-5

Reemplazamos estos valores en la ecuacion (1), y resulta:
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m:z=2+(x—-2)3+(y—1)-(-5)

Rta.:

my: 3x—5y—z=-1

2.0 Extremos

Ejercicio 8:

Analice la existencia de extremos locales (o relativos) de f en su dominio natural. ¢Se puede
determinar si alguno de los extremos hallados es absoluto en dicho dominio?

d) f(x,y) = {In(2 — x% — y?)

Primero hallamos el dominio natural de la funcién: debe ser In(2 — x? — y2) = 0 por lo tanto
debe ser (2 —x? —y?) > 1 luegoresulta: Df: x* 4+ y?> <1 el dominio es un conjunto
compacto, la funcién en ese conjunto compacto es continua, luego tiene maximo y minimo
absolutos en ese compacto.

Hallamos los puntos criticos o estacionarios:

_(0f (x,y) af(x,y)\ _
Vf(x,y) = (T ’ dy > =0.9
—x —Yy
_ ’ =(0,0
Vi y) ((2 —x2—y2)/In2—-x2-y?) (2—x2—-y2)/In(2—x%—y?) > ( )

Vf(x,y) = (0,0) & (x,y) = (0,0)
Unico punto critico: P(0,0) £(0,0) = Vin2
Analizamos la frontera del Dy , que es la circunferencia x* + y? =1

La funcion evaluada sobre la circunferencia frontera del dominio, de radio r = 1:

f(r) =+In(2 —r2) ; f()=yIn(2-1) = +VIn1=0
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Luego, en todo punto de la frontera el valor de la funcién es 0

Como la funcién es continua en su dominio, que es un conjunto compacto, debe tener
maximo absoluto y minimo absoluto en ese compacto, luego no es necesario realizar
analisis adicionales para asegurar que:

Maximo absoluto: en (0,0) y su valores M = vIn2 = 0,8325
Rta.:
Minimo absoluto: en la frontera x? + y> =1,y suvaloresm = 0

Ejercicio 11:
Dada f(x,y) = ax® + bxy + cy?, halle todos los valores de a, b, c de manera que (0,0, 0) sea un punto
silla de la grafica de f y que f(1,1) sea un minimo local de los valores de f. ¢Es f(0,0) un extremo
local?
El punto (0,0,0) pertenece al grafico de la funcion f(x, y) pues f(0,0) = 0
Calculamos el gradiente de la funcién:

Vi(x,y) = (3ax? + by , bx + 2cy)

Vf(0,0) = (0,0) luego P,(0,0) esun punto estacionario de f(x,y)
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El Hessiano de f(x, y) es:

= |6zx 2bc| = 12acx — b?

Evaluamos el Hessiano en P;(0,0): H(0,0) = |2 Zbc =—-b2<0,vb € R—{0}

Luego, f(x, y) tiene un punto de ensilladuraen P,(0,0),Vvb € R — {0}, Va € R,Vb € R

Ahora verificamos que condiciones deben cumplir q, b, ¢ para que f(x, y) tenga ademéas un
minimo local en (1,1) :
Debe ser Vf(1,1) =(0,0) A H(1,1) > 0 para que exista extremo local en (1,1)

3a+b=0
b+2c=0

b b
Sa=—c AN c=—3

Vf(1,1)=(3a+b,b+2c)=(0,0)<:>{ .

H(1,1) = |6b“ sz| = 12ac — b? = 12(~2) (= 2) — b = 2b* — b2 = b2 > 0

Luego f(x,y) tiene en (1, 1) un extremo relativo pues el Hessiano es mayor que cero, para
. . b .
que sea un minimo relativo debe ser 6a > 0, por lo tanto, como a = — 37 debera ser b <0

Resumiendo, para que se cumplan las condiciones del problema debera ser:

Rta.:b<0/\a=—§/\ c=_§

Ejercicio 14.a

Halle una ecuacion para el plano tangente en (1,2, 4) ala superficie de ecuaciéon z = f(x,y) + x2,
sabiendo que f es C? y que f(1,2) = 3 es un méaximo relativo de los valores de f.

La ecuacion vectorial del plano tangente:

Un vector normal al plano tangente es:

2 _ — (% o  _ - N =z
Vo, y) +x° —2)(124) = (6x + 2x, P 1)(1'2'4) =(2,0,-1)=n
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Donde: Z—§(1,2) = 3—5(1,2) = 0 puesen (1,2)la f(x,y) tiene un extremo relativo
Luego: m;: n-(x—1,y—2,z—4)=0
m: (2,0,-1)-(x—1,y—2,z—4)=0

Finalmente resulta:

Rta.: mp: 2x—z+2=0

3.0 Extremos condicionados

Ejercicio 22:

Halle los extremos absolutos de f(x,y) = x?+y?> —x—y —1 en:
a) La circunferencia x? + y? =1
b) Elcirculox? +y? <1

a) Utilizamos Multiplicadores de Lagrange

{ Vi(x,y) = AV(x% +y? — 1)
x2+y?2=1

{(Zx—l, 2y —1) = A(2x,2y,)
xt2+y%2=1

2y —1=2A2y ec. (ii)

2x—1=22x ec. (i)
x2+y?2=1 ec. (iii)

De las ecuaciones (i) y (ii):
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2x(1—-2) =1
{Zy(l -N=1

Debe ser 4 # 1 pues de lo contrario nos queda un absurdo: 0 =1

Siendo 4 # 1 resulta x = y , reemplazando esto en la ec. (iii) resulta:

V2
x>+x2=1 - |x| = —=
2
Luego los puntos criticos son: P; (\/75 ,g ) ;P (%i ,_Tﬁ )

Por ser f(x,y) una funcion continua, definida en un compacto (la circunferencia es un

compacto pues es un conjunto cerrado y acotado) tiene un maximo y un minimo absolutos
en ese compacto.

V2 V2

f (7 ,7) = —/2 minimo absoluto de la funcion sobre la circunferencia

Rta.:

-V2

f (T %E) =+/2 MaAximo absoluto de la funcion sobre la circunferencia

Otra forma de resolver el ejercicio:

X = cost

y = sent ; 0<t<2m

Parametrizamos la circunferencia: {

Reemplazamos en la funcién y resulta una funcién de una variable:
f(t) = cos?t + sen’t — cost — sent — 1 = —cost — sent
Y es ahora un estudio de funciones de una variable

f(t) = —cost — sent

f'(t) = sent — cost =0 = sent = cost = tgt=1 (:)t=%vt=—

f7(t) = cost + sent
f- (E) — 2 + \/72 =v2>0 luegoen t= % la funcién tiene un minimo relativo.

4 2
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. (5 - 5 P (o .
f (Tn) —‘/_ + —===-v2<0 luegoen t= Tﬂ la funcién tiene un maximo relativo.

;N
;N

t = % corresponde al punto de coordenadas (x,y) = (cos% ,sen%) = (

y el valor del minimo relativo es: f (%) = —cos% — sen% =2

Sy

5 5 5
t = Tﬂ corresponde al punto de coordenadas (x,y) = (cosT” ,senT”) = ( =

y el valor del maximo relativo es: f (%ﬂ) = —cos %ﬂ - sen%ﬂ =42

Ademas f(t) es una funcion continua y definida en el intervalo cerrado [0, 27], luego
Debe tener maximo absoluto y minimo absoluto en ese intervalo, por lo tanto los
Extremos relativos son ademas absolutos.

b) Para hallar los extremos absolutos en el circulo debemos analizar el interior del circulo y la
circunferencia frontera. El anélisis de la frontera ya lo hicimos en el punto anterior. Procedemos a
analizar la existencia de extremos en el interior del circulo:

VF(x,y)=(Qx—1,2y—1) =(0,0) <:>x=% Ay= %

Punto estacionario: P, (% , % )

H(x,y) = | 0 2| =4 > 0 El Hessiano es positivo, independientemente de los valores de x e y
En (% , %) la funcién tiene un extremo relativo, que ademas es un minimo pues f,, G %) >0

El valor de este minimo relativo es: f G %) =3

Comparamos los extremos en el interior del circulo y en la frontera del circulo para hallar el maximo
absoluto y el minimo absoluto en el circulo:

FE=2 5 f(E D=z f(2E 20 vz

272 2 2 2 2 2

Rta.: Luego: el Maximo Absoluto en el circuloes: M = v2 ,en (x,y) = (_Tﬁ ,%E)
1

el minimo Absoluto en el circulo es: m = _73 , en(x,y) = (E E)
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Ejercicio 23:

Halle los extremos de f(x,y,z) = xz — yz evaluada en puntos de la curva interseccién de las
superficies de ecuaciones: x? +z%2=2;e yz =2

a) Lo resolvemos por Multiplicadores de Lagrange:

V(f(x,y,2z) =yV(x? + 22 —2) + 6V(yz — 2)
x24+2z2-2=0
yz—2=0

(z, —z, x—y)=v(Q2x, 0, 22) + 6(0, z, y)
x2+2z2-2=0

yz—2=0
1) z=y2x
2) —z=0z
3) xX—y=y2z+ 04y
4) x2+2z2-2=0
5) yz—2=0
Delaecuacion2):z=0 v 6=-1

De la ecuacion 5) no puede ser z = 0 pues seria: —2 = 0 Absurdo
Reemplazamos § = —1 en la ecuacion 3) y resulta: x —y = y2z — ¥
Luego: 3) x = 2yz

Reemplazando 3) en 1) queda: z = y2.2yz

Porserz # 0 resulta: z=1y2.2yz luego:y? =% - |yl =%

En la ecuacion 1), siy = % —»z=x - enlaecuacibn4)2x?>=2 - |x|=1
Luego: Six =1 -z =1 - delaecuacion 5)y =2 Punto P;(1,2,1)

Six =—-1-z=-1-delaecuacion 5)y = -2 Punto P,(—1,-2,—-1)
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. . 1 .,
En la ecuacion 1), siy = — ; 0 Z=—x - en laecuacidon 4) 2x> =2 - x| =1

Luego: Six =1 -z = —1 - delaecuaciéon 5)y = —2 Punto P;(1,-2,—1)

Six =—-1-z=+1-delaecuacion 5)y = 2 Punto P,(—1,2,1)
Resumiendo: P;(1,21) ; Py(-1,-2,-1) ; Py(1,-2,-1) ; P, (-121)

Evaluamos f(x,y,z) = xz—yz en cadauno de esos puntos:

) EnP,(1,2,1) : F(1,21) = -1

i)  EnPy,(-1,-2,—-1): f(-1,-2-,1) =-1
iii) EnPy(1,-2,-1): f(1,-2,-1) = -3
iv)  EnP(-121) : f(-1,2, 1) = -3

Luego: EnP;(1,2,1) yen P,(—1,—2,—1) hay Maximo, de valor M = —1

En P;(1,-2,—1) yen P,(—1,2,1) hay minimo, de valor m = —3

Nota: Hay que probar que son extremos pues las ecuaciones de condiciéon definen una
curva abierta. Ver la resolucion incorporando las condiciones en la funcion cuyos
extremos queremos hallar

Otra resolucion: incorporando las condiciones a la funcioén cuyos extremos queremos
hallar:

La curva interseccion entre el cilindro circular recto o,: x2? +z2 = 2 yel cilindro
parabdlicoo,: yz=2 es:

— 2
r(t):(\/icogt ) et \/isent) ; t€(0,m) U (m,2m)

(las componentes x , z corresponden a la parametrizacion del cilindro circular y la
componente y corresponde al cilindro hiperboélico)

La funcién f(x,y,z) = xz — yz sobre esa curva es:

f(t) =2 cost V2 sent — V2 sent

2
V2 sent

f(t) = 2 sent cost — 2

f(t) = sen2t —2
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Al incorporar las condiciones a la funcion f , se convierte en una funcion de una
variable.

Hallamos los puntos criticos:

, 3 5 7 P
t =20052t:0<:>t=5; t=-m; t=-=m ; t=-m Puntos criticos
4 4 4 4

f7(t) = —4sen2t  evaluamos la derivada segunda en cada punto critico:

T

2 (Z) =—4<0 luego hay Maximoent = % de valor f G) =-1

y corresponde al punto P;(1,2,1) = F(E)

4

£ (3 %) =4>0 luego hay minimoent = 3% de valor f (3 E) - _3
y corresponde al punto P,(—1,2,1) = ?(32)

4
£ (5 E) =—4<0 luegohay Maximoent = 5% de valor f (5 %) -1

y corresponde al punto P3(—1,-2,—1) = ?(55)

4

£ (7 E) =+4 >0 luego hay minimoent = 7% de valor f (7 %) -3

y corresponde al punto P,(1,-2,-1) = F(ﬂ)
4

Podemos ademas determinar si son extremos absolutos ademas de relativos:

La curva es una curva abierta, que tiene dos ramas. Debemos analizar que ocurre
con la funcién cuando: t—->0"; t-n~ ; t-ont ; t-o2n"

tlirg;r f() = tl_l)tg1+(sen2t —-2)=-2
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Anilogamente, los otros tres limites valen también —2

Luego los extremos hallados son ademas absolutos.

Graficamos las dos superficies condicién para visualizar la curva:

15
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