FIUBA 2020 Analisis Matematico 1l
Sintesis de definiciones y enunciados: S-10B, version 1.1 (idem original)

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Teorema de Green

Sea una region plana D, su frontera oD y un campo f, si: Ya
1. D c%R? se la puede subdividir en una cantidad finita de regio- oD
nes tipo RS3 del plano.

2. 0D esunacurva cerrada, suave a trozos y simple, orientada en
sentido positivo.

3. feClen Dy &D, oenun conjunto abierto que las incluya. >

Cuando f (x,y) = (P(x,y),Q(x,Y)), se cumple que §6D+ f.ds= J.J-D(Q;((X, y)— P)’,(x, y)) dxdy . 1)

Recordemos que la circulacion a lo largo de 0D se realiza en sentido positivo, cuando el interior de D
queda a la izquierda del recorrido (ver sintesis S-7B, pag. 5/6).

Si la region D fuera la de la figura de la derecha, su frontera y Ci

oD =C,uC, ¥ @
§8D+f-d§=§clf-d§+§czf-dg, D

donde c, y C, deben circularse con la orientacion que se indica
en el grafico.

A

Ejemplo: Dado f(xy)=(xy+g(x), x?) con f eC(%R?), calcule la circulacion en sentido positivo de
f alo largo de la frontera de la regién plana definida por x> +2y? <4 con x>0.

Eneste caso f(x,y) =(xy+g(x), x* ),dedonde: A
— —
P(x,y) Q(xy) 2

fo- T8 = [[(Qu(x y) — Py (x.¥)) dxdy = [[ xdxdy N‘D

2X—X i 5 X
2
Por otra parte, x2 +2y2 = X2 Y _q, /
p X“+2y 4_)22+(\E)2 1

La integral doble podemos resolverla aplicando (x,y) = (2rcos(d), V2rsen(d)), correspon-

diente a polares generalizadas, con | J(6,r)| = 2+/2r .
Con lo cual queda:

- 7l2 1 ml2
— 4 8
fa L fds = ﬂDxdxdy—— J'_”/Z dej'o 2rcos(@) 2v2rdr = —3\/2 J-—;;/z cos(@)da _—3\/2.

%ﬁ cos(9)[r3], [sen(9)17!3,

™ Region simple tipo RS3 del plano o simple respecto de ambos ejes coordenados (ver Sintesis S-8A, pag. 3/7 y 4/7).
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Ejemplo: Dado f(x,y) =(xy+g(x), x> +2) con f eC*(R?), calcule la circulacion de f alo largo de

lacurva C de ecuacion x =+/4—2y? desde A=(0,—+/2) hasta B =(0,v2).
En este caso, dado que no se conoce g(x), no podemos rea- y

I

lizar la integral de linea a lo largo de C en forma directa. B-(0 \6)

Dado que la curva C dibujada en rojo, puede expresarse o C
como x? +2y® = 4 con x>0, es la mitad de una elipse. y
Si le agregamos la curva auxiliar T", entre ambas forman la I

frontera de la region D, es decir, oD =C uUT". - (0,_\/5)‘

Como f e C!(%?), podemos aplicar el teorema de Green.

Siendo f(x,y)=(xy+g(x), x> +2), resulta:
_
P(xy)  Q(xy)
§.or Fds = [[(Qu(xy) =Py (x,¥)) dxdy = [[_ xdxdy
2X—X

Por su parte, §6D+ f-ds = ICAB f -ds+_|'FBA f -dS . Reemplazando en la anterior, resulta:

jCABF-d§+jFBAF-d§=ijxdxdy N jCABF-dgzijxdxdy—jFBAF.d§ #)

La integral doble es la que resolvimos en el ejemplo anterior, ”D xdxdy = %\E.

Lacurva I admite la parametrizacion X =(0,y) con —+/2 <y <2 que la orienta en el sen-

tido opuesto al deseado, pues W(—v/2) = (0,-v2)=A y W(/2) = (0,42)=B.

. N 3
Entonces, IFBA f.ds = _IFAB f-ds= _.[_JE Z(ngy)))'vzl(}’))dy = —ZI_ﬁdy =-442,
9(0)2) (01

Por Gltimo, reemplazando en (#) obtenemos IC f.ds :%\E—(—4\E) = %\E.
AB

Calculo del area de una region plana mediante integral de linea

Considere que se cumplen las hipotesis del teorema de Green, agregando la condicion que el campo vec-
torial f(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) es tal que Qy(X,y)— P{,(x, y) = k=0, con k constante.

Entonces, aplicando (1) se tiene que §6D+ f.ds = ﬂDk dxdy = k HD dxdy = k area(D), de donde:
area(D) = + §6D+ f.ds.

El campo mas sencillo que puede usarse es f (x,y) = (0, x) , para el cual Qu(x, ) -PRy(x,y) =1.

En ese caso queda:
Si f(x,y)=(0, x), resulta area(D) = §6D+ f.ds.
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Ejemplo: Calcule el area de la region plana D definida por —+ E,/ <lconabe®R".

Se trata del area encerrada por la elipse de ecuacién ;—2+;’—2 =1, que es la frontera oD de D.
a)

Esta curva admite la ecuacion X = (acos(t),bsen(t)) con 0 <t < 2, que la orienta en sentido

positivo (verifiquelo). Entonces usando f(x,y) = (0, x) resulta:

- 2r - 2
area(D)={_, f-ds=[" f(g@) - g't)  dt=ab | cos’(t)dt =abz.
oD 0 7 —2 7 0
(0, acos(t)) (—asen(t),bcos(t)) t sen(2t)12.
[§+T]o
Ejemplo: Calcule el area de la region plana D de la figura, sabiendo que y o~
su curva frontera C admite la ecuacion vectorial: / }C
X =(u?-u®,u*-u’) cono<u<1. / /
j’f ._.-';
Denotando  §(u) = (u?—u®, u®*—u®), comenzamos anali- D fos)
zando como esta orientada la curva con esta parametrizacion. /
Por ejemplo, calculamos G(0), g(0.25),3(0.5) y marcamos / /
los puntos (en color azul, agregado al enunciado) en C, con- __#025)
(0} X

cluimos que esta orientada positivamente.

Usando f(x,y)=(0,x), al aplicar el teorema de Green se obtiene que:
) N ) ~
area(D) = J‘J'Ddxdy = §6D+:C+ f.ds = jo f(g(u)) - §'(u) du =
(0,u?2-u3) (2u-3u?,3u2-5u?)
1
= J.O(u2 —u%)(3u? ~5u*)du = [3u® —1u® - 5u’ + SuPTy = 3/280.

3u4-3u®-5uf+5u’

: : F_lip? o : ra _{a(x,y) xy ;
Ejemplo: Sea f € C(R“) con matriz jacobiana Df (X,Y) _(xy+5 h(x y))’ se sabe ademas que con

H =1[0,4]x[0,3], {aw f.ds =17. Calcule §as+ f.ds,si S=[L2]x[L2],
Observando el gréafico de la derecha podemos decir que, con las

orientaciones que se indica en color verde, resulta: );
§6D+ f.ds :j:aH f.ds+:faS f.ds = IID(xy+5—xy)dxdy 2""58? bon
v z l T \ ’
=17 5érea(D) = 5-(4-3-1-1) =55 L
Entonces, ffas f.ds =55-17 = 38. 12 4 X

Pero esta Ultima respecto de S es la circulacién a lo largo de su frontera en sentido negativo, de
donde, j:as+ f.ds=-38.

Los temas correspondientes al T.P. X contintan en la Sintesis S-10C
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