FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-11, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

En esta sintesis, complementando la S-6, incorporamos fundamentalmente dos tipos mas de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden.

Nocidén de funcion escalar homogénea

Un campo escalar f es homogéneo de grado k, cuando f (uX) =u* f(X).

Ejemplos:
o Si f(x,y)=x*+xy resulta f(ux,uy)=Ux)>+uxuy=u(x*+xy)=u?f(x,y), en este
caso f eshomogéneo de grado 2.
uxuy+ux)?  u? xy+x2 u=0 X Y+ X2

= = f(x,y), en

ux)2+uy)? u? x2+y?2 x2+y?2

X

2
e Si f(x,y):% resulta f(ux,uy)=
+

este caso f es homogéneo de grado 0.

Nos interesan en particular los campos escalares de dos variables homogéneos de “grado 0”, para ellos:

(fuxuy)=f(xy)l|

Propiedad: Si f es homogéneo de grado 0, f(x,xz)= f(12).
Es consecuencia directa de la definicion pues, f(x,xz)= f(x-L,xz)= f(x (1, 2))= f(1,z) por
ser homogéneo de grado 0.

EDO tipo homogénea de 1° orden
Se acostumbra denominar EDO homogénea de 1° orden a la que puede expresarse como:

y' = f(x,y) con f homogéneo de grado 0. 1)
En este caso, la ecuacion diferencial puede resolverse mediante el reemplazo:

y =Xz 2)
donde z es una funcién de x a determinar.

Siendo y=xz — y'=z+x2Z', con esto, reemplazando en (1) se obtiene:
z+xZ' =f(x,x2) »> z+ x% = f(@,z) pues f eshomogénea de grado 0

_ dx

dz _ _ dz
x&_f(l,z) z - Thoz= X

Esta dltima es de variables separables, se halla su SG y en ella —por (2)- se reemplaza z =y/x
obteniéndose asi la SG de (1).
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Ejemplo: Halle laSP de y' = 2 que contiene al punto (2,1).
En este caso f(X,Yy) = LZ .
X“+y
uxuy uz  xy Y70 - :
Dado que f(ux,uy)= =— = f(x,y), verificamos que la EDO es del tipo

Ux)2+uy)?  u? x2+y?
homogénea de grado 0 y aplicamos el método indicado en la pagina anterior. La EDO es:

f_ XY
=7 I
Y = ey )
aplicamos el reemplazo
y=XZ (m
y resulta:
2+X7' = pa: L SN S Lz g - X
x2+(xz)2  1+z2 1+22 dx 1422 28 X
integrando,
2 _
L2 d7—- jdx - Zz%+In|z|=—In|x[+ A 225 L (x/y) +In|y/x|=—In| x|+ A

Esta Gltima es la SG de (1), si imponemos que pase por el punto (2,1) resulta A=-2.

Con lo cual, operando, la SP pedida es|[2y?In|y|+4y® = x* con x #0|.

Revision sobre diferencial total

Sea el campo escalar U de las variables x e y , en todo punto X =(x,y) donde U sea diferenciable su
diferencial total es:
dU (X,H)=vVU(X)-H con H = (h,k),
es decir,
dU (X, H) =Ug(x,y) h+U} (x, y)k.

Siendo x e y las variables independientes, h=Ax=dx y k =Ay=dy.Esdecir, dxy dy sonincrementos
de las variables independientes, con esto resulta:

dU (x,y) =Ug(x,y) dx+Uy(x, y)dy, ®3)
que es la denominada expresion analitica del diferencial total.

Al sélo efecto de simplificar la nomenclatura, se ha indicado dU (x,y) en lugar de dU ((x, y),(dx,dy)).

Nota: Para el caso que U (X, y) = X, es claro que dU(X, y) = dx. Por otra parte,

=1 =0
f_j% f_j%
dUu(x,y) =U;(x,y) h+Ug,(x, y) k =h,

de donde resulta que h = dx . Similar para cualquier otra variable independiente.

@ Ver Sintesis S-3B, pag. 9/10 y 10/10.
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Ecuacién diferencial total exacta

Se denomina ecuacion diferencial total exacta (DTE) a una EDO que pueda expresarse en la forma:
P(x,y) dx+Q(x,y)dy =0, (4)
cuando existe una funcion U diferenciable tal que dU (x,y) = P(x,y) dx+ Q(x,y) dy .
T o TR
Uy(y)  Uy(xy)

Observe que si y = f(x) fuera una solucion de (4), debe verificarla, es decir:

P(x, f (X)) dx+Q(x, f(x)) f'(x)dx =0
dy
[P(x, £())+Q(x, f(x)) f'(x)] dx =0 (%)

Por otra parte, si definimos g(x) =U(x, f(x)), dado que Uy f son diferenciables, aplicando la regla de
la cadena obtenemos que:
9'(x) = VU (X, T(x))- 4 700) = Ux (x, T () +Uy (x, T(x)) ()
P Q
g'(x) = P(x, £ (x)) +Q(x, f (x)) '(x),

Con lo cual la (5) impone que g'(x)dx = 0, entonces debe ser g(x) = K constante.

Se concluye entonces que U(x,y) = K define implicitamente a toda solucién de (4) del tipo y = f(x), es
decir, tal que g(x) =U(x, f(x)).
Un razonamiento similar se puede realizar para toda solucion de (4) del tipo x = ¢(y).

Por lo tanto, la estrategia para resolver (4) consiste en hallar una U diferenciable tal que dU(x,y) sea
igual al primer miembro de la ecuacion e igualarla a una constante. Es decir, imponer U(x,y) =K.

Para ello debe cumplirse que: {85& ig i gg( ig (6)

Queremos hallar U (x,y) conociendo sus derivadas parciales.

El procedimiento es el mismo que el explicado para hallar una funcién potencial de un campo vectorial,
teniendo el cuidado que no necesitamos una expresion para U(X,y) . La solucion es la relacion entre las

variables x e y que surge de imponer U(x,y) =K.
Es un error conceptual dar una solucion en la que figure la letra U,
solo buscamos una relacion entre las variables que satisfaga a (4).

Suponiendo que P,Q e C!, P)', :U;(’y y Q% :U;}X son continuas, de donde
Py = Q ()
es la condicion que debemos verificar para detectar que (4) es diferencial total exacta (DTE).

Regla practica: Si se cumple (7), hallamos U desde (6). La SG. de (4) es la relacion que
se obtiene imponiendo U(x,y) =K.
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Ejemplo: Halle la S.P. de (x? —y) dx—xdy = 0 que contiene al punto (3,2).

Veamos si responde al formato de DTE, (x*—y) dx+ (—x)dy = 0.
— —
P(X,Y) Q(x,y)
Py(x,y) = -1, Qx(x,y) = —1. Como resultan iguales planteamos:

Ux(xy) =x*-y (a)

Uy(x,y) =-x  (p)
De (a): U(xy) = (¢ —y)dx =1 —xy+g(y) (*)
Para usar (f) derivamos esta Gltima respecto de vy :

Upxy) =—x+90) = =x - g =0 > g(y)= A,
Reemplazando en (*) resulta
U(x,y)=3ix}-xy+A.
Pero la SG de la EDO dada se logra imponiendo U (x,y) = K, de donde
1% —xy+A=K,
por lo tanto, reagrupando constantes (C = K — A),
1x*—xy=C eslaSG.

Ahorabuscamos la S.P. que contiene al punto (3,2) — %33 -3.:2=C — C =3, entonceslaS.P.

pedidaes |1x°—xy=3|

Factor integrante — ecuaciones reducibles a diferencial total exacta

Dada la ecuacion P(x,y) dx+Q(x,y)dy =0, puede ocurrir que P, = Qy con lo cual no es DTE.

La idea es analizar si existe algun factor no nulo tal que, al multiplicar la ecuacion dada por él la convierta
en DTE.

Solo analizamos los casos en que dicho factor es funcion de una de las dos variables. Se dan dos posibles
situaciones a saber:

(a) Factor integrante del tipo x(x).

Multiplicamos la ecuacion por u(x), con lo cual resulta z(x) P(X,y) dx+ z(x)Q(x,y)dy =0.

7 AL L/
p(x,y) q(x,y)
Ahora imponemos que:
Py (X, y) = u(X) Py(x, y) resulte igual a ay(x, y) = #'(x)Q(x, y) + 1(x) Qx (X, y) ,
es decir, w(X) Py (X, y) = £/ (x)Q(X, y) +(x) Q% (X, y) . De donde, operando,
' el o d,U(X) _ P{/(X!y)_Q)'((le)

IR (% Y) = Qx(x, Y] = 4 (0QXY) = Ziidl ==~
Py (%, y)—-Qi (x.y)

Q(x.y)
obtenemos x(x). Multiplicamos por este factor la ecuacion original y la resolvemos como DTE. Puede

ocurrir que no exista un factor que sea funcion exclusiva de x.

dx

Si resulta que es una funcion exclusiva de la variable x, de poder integrar esta ultima,
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(b) Factor integrante del tipo u(y).
Multiplicamos la ecuacion por (y), con lo cual resulta z(y)P(x,y) dx+ z(y)Q(X,y)dy =0.
%/_J

%/—/
p(X,Y) q(x,y)
Ahora imponemos que:

Py (X, y) = /() P(x, ¥) + u(y) Py (x, y) resulte igual a gi(x,y) = #(y) Qx(x.y),
es decir, £/(y)P(x,y)+u(y) Py(x,y) = u(y)Qx(x,y) . De donde, operando,

QL (% Y)~ Py (x, )] = (Y P(x,y) — 30 _ HDB(0y)

u(y) P(x,y)
! Xl _P’ X! ., . . . sy
ul gzx yy)( y) es una funcion exclusiva de la variable y, de poder integrar esta ultima,

obtenemos x(y). Multiplicamos por este factor la ecuacion original y la resolvemos como DTE. Puede
ocurrir que no exista un factor que sea funcion exclusiva de y.

dy

Si resulta que

Ejemplo: Dada la ecuacidn diferencial (y —1)dx+xydy = 0, halle la S.P. que pase por (-1,0).

Veamos si responde al formato de DTE, (y-1) dx+ xy dy =0.
— —
P(X,y) Q(x,y)
Py(x,y) =1, Q4(x,y)=y.Noson iguales, noes DTE.

Probemos con factor g(x):
p(X)(y —Ddx+u(x)xydy = 0
p(x,y) q(x,y)
Py (%, Y) = u(x) , ax(x,y) = ' (X)xy+pu(x)y.
Imponemos la igualdad: (x) = £/ (X) Xy + u(X)y, es claro que no queda todo en funcion de x,
por lo tanto, no existe u(X).

Probemos con factor u(y):
p(y) (y -Ddx+u(y)xydy = 0
—_ —
p(x.y) q(x,y)
Py (%, Y) = (VY- +u(y) . ax(xy) = u(y)y.
Imponemos la igualdad: 4/(y)(y—-1)+u(y) = u(y)y, como todo queda en funcion de vy,
continuamos:

d d
S (y=1) = u(ly-1 > L = dy con y1

W=ty > Nlu=y+A > wy)=tee’ =Be’,

u(y)
como s6lo necesitamos un factor integrante, una SP alcanza. Por ejemplo, u(y) =e” .
multiplicamos entonces la EDO original por este factor, obteniendo:
eY (y-1)dx+e¥Yxydy = 0
p(x.y) a(x,y)
donde se verifica que pj(x,y) =e” (y—1)+e” = ye’ esigual a g (x,y) = ye”, con lo cual esta
ultima es DTE. Recién ahora comenzamos a resolverla.
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Ui y)=e’(y-1) (a)
Uy(x.y)=e’xy (B

De () : U(xy) = [e(y-Ddx=e’(y-1) x+g(y) (*)
Para usar (f) derivamos esta Gltima respecto de vy :

, y y , ) y ,
Uy(xy)=e’(y-)x+e’x+g'(y) =e’xy — g'(y)=0 - g(y)=A,

e xy
Reemplazando en (*) resulta:
Ulx,y)=eY(y—-1) x+A
Pero la SG de la EDO dada se logra imponiendo U(Xx,y) = K, de donde
e¥(y-1) x+A=K,
por lo tanto, reagrupando constantes (C = K — A),
e¥(y-1) x=C eslaSG.

Aceptamos incluso C =0 porque tanto y =1 como x =0 son soluciones de la EDO original.
Ahora buscamos la S.P. que contiene al punto (-1,0) -»-1(-1) =C — C =1, entonces la S.P.

pedidaes|e¥(y—1) x =1],

Ejercicio: Si observamos con atencion la EDO del ejemplo anterior, (y—1)dx+xydy = 0, podemos
resolverla con mucho menos trabajo.

Note que, (y—1)dx+xydy=0 — (y—Ldx=-xydy — Txl)dyz_%dx,

Esta ultima es de variables separables, se invita a resolverla y, operando convenientemente,
Ilegar a la misma solucion general que con el método anterior.

Ejemplo: Halle la SG de (y?> —x)dx +(x+2x ) ydy =0.

Veamos si responde al formato de DTE, (y®—x) dx+ (x+2x %)y dy =0.
PR y) =2y, Qxy)= (1-2x7%)y . No son iguales, no es DTE.
Probemos con factor u(x):

() (Y = X)dx+p(x) (x+2x ") ydy = 0

p(x.y) a(x,y)
YY) = () 2y, A(xy) = £/ () (x+2X) y+p(x)(L-2x7) Y.
Imponemos la igualdad: z(x) 2y = z/(X) (x+2x 1) y+ u(x)1-2x72?) y, para y = 0 queda
H(¥) 2= /() (x+2x )+ () 1-2X72) = £/ () (x+2x71) =u(x) 2x7 +1)
U — () X 1D/ (x+2x7h) = p(x) X L) = &K,

integrando, In| u(x)|=In| x|+ A— u(x) =Bx,unaS.P.nonulaes x(x)=x con x=0.
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Ejemplo:

Multiplicamos entonces la EDO original por este factor, obteniendo:

(xy? =x¥)dx+(x* +2) ydy =0

\_V—J \_ﬂ,__/
p(x.y) a(x.y)
Ahora py(x,y) =2xy resultaigual a gy(x,y) =2xy, esta Ultima es DTE.

Para resolverla planteamos:
Uk y) =xy*-x* ()
Uy(y) = (¢+2)y  (B)

De (B): U(xy)=[(¢+2)ydy=(+2)$y*+g(x) (*)

Para usar (cr) derivamos esta Ultima respecto de x:

(a)
Uk y) =xy’+g'(X) = xy’=x* > g'(®0)=-x* - g(x)=-1x+A
Reemplazando en (*) resulta U(x,y) = (x*+2) 1y*-1x*+A.

Pero la SG de la EDO dada se logra imponiendo U (x,y) = K, de donde
(x*+2)1y*-ix*+A=K,

por lo tanto, reagrupando constantes (C = K — A),

(x*+2) 2y?—1x*=C con x 0 |es la SG solicitada.

Halle una ecuacion para la familia de curvas tales que, en cada punto, la ordenada al origen de la
recta tangente es igual a la abscisa del punto.

Si (X, Yo) €sun punto generico de una de las curvas de la familia, la ecuacion de la recta tangente
alamismaen dicho puntoes y—vy, = Yy (X—X,),donde y, = f(Xy), Yo = f'(X;),con y = f(x)

la ecuacidn de la curva en un cierto intervalo de valores de x.
La ordenada al origen de dicha recta es el valor de y para x=0, el enunciado especifica que

dicha ordenada debe ser X, . Por lo tanto, reemplazando en la ecuacion de la recta, se tiene que:
Xo=Yo = Yo(0=X%) — X—Yo ==X Yp-

Como esto ultimo debe cumplirse para cada punto genérico (X,,Y,) , la correspondiente ecuacion

diferencial de la familia de curvas es x—y =—xYy'. Esta ecuacion se la puede expresar de

distintas formas, por ejemplo:
o (Xx—1y) dx+xdy =0, reducible a DTE con factor integrante tipo z(x).

o y—x'y=-1 con x=0. Lineal de 1° orden.
o Y= # con x = 0. EDO homogenea de 1° orden.

Se invita a resolverla mediante los tres métodos, con cualquiera de ellos debe obtenerse una
solucion general del tipo y =Cx—xIn| x|, que es una ecuacion para la familia de curvas que

cumple con lo especificado en el enunciado.
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Ejercicio: Dada la ecuacion diferencial dx+ (x+ y+3)dy =0, analice si puede obtenerse una expresion
explicita para la solucidn particular que pasa por el punto (0,0).

Respuesta: Puede obtenérsela expresando x como funcién de y, resulta; x =2e Y —y—2.

Ejemplo: Dado f(x,y,z) = (z/(x*+2%), 2yz+h(y), h(y)—x/(x* +2?)) halle h(y) de manera que f

resulte irrotacional en su dominio natural con f(0,0.1) = (1,2,2) y, en ese caso, analice si el
campo admite funcion potencial en dicho dominio.

Comenzamos planteando el calculo del rotor de f .

re I I K 2_52 2_y2
Vxf(xyz)=|alox ol oloz - |=(N(Y) =2y, 5 oz ar,ez 00
2 2 2yz+h(y) h(y)_ 2 2
Xc+2 X“+2 =0

El campo seré irrotacional cuando h'(y) =2y con x?+z? #0.
De donde, h(y) = y?+C .
Por otra parte, la condicién (0,0,1) = (1,2,2) impone que (1, h(0),h(0)) = (1,2,2), por lo tanto
h(0)=2 — 0°+C =2 — h(y) = y*+2.
Con esto, la expresion del campo resulta:
f(xy,2)=(z/(x®+22),2yz+y?+2, y>+2—x/(x* +22))

cuyo dominio natural es D ={(x,y,z) e R*/ x* + z° = 0}.

Asi f resulta con matriz jacobiana simétrica (rotor nulo) y continua (componentes polinémicas

o0 cociente de polinomios con denominador no nulo) en D . Todavia ho podemos asegurar que
admita funcion potencial porque D es conexo, pero no es simplemente conexo.

D =%R%—ejey, entonces calculamos la circulacién de f alo largo de una curva que rodee al
eje y . Por ejemplo, la circunferencia C de ecuacién X = (cos(t), 0,sen(t)) con 0<t<27x.

0)
[ fas=[" f@®y - gO  d= [[2cos®)-1]dt=-2720.
(sen(t), 2, 2—cos(t)) (-sen(t),0,cos(t)) [2sen(t)-t]3"

Conclusion, con la h(y) hallada el campo es C* e irrotacional en su dominio natural D, pero
no admite funcion potencial en D .
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