FIUBA 2020 Analisis Matematico 1l
Sintesis de definiciones y enunciados: S-3A, version 1.1 (actualizada 10/10/20)

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Précticos.

DERIVADAS

Derivada de funcion de una variable

Dada f :D <R — R™ yun punto a interior a D, si existe y tiene norma finita el limite que se indica,

f (a+h)—f (a)
h

f'(a) = lim es la derivada de f en a.
h—0

Para funciones escalares las propiedades de las derivadas son las que se han estudiado en un primer curso
de Analisis Matematico (funcion real de una variable real).

En el grafico de la derecha se observa una curva en color rojo de ecuacion
y = f(x) con xeD
y, en color azul, su recta tangente en P = (a, f (a)) con a interior a D.
La ecuacion de esta recta puede expresarse en la forma:
y—f(@="f'(a (x-a),
donde f’(a) es la pendiente de la recta. Cuando en ambos ejes se utiliza la
misma escala resulta f’(a) =tg(p) .

Teorema: Dada f =(f,---, f,):DcR—>R" con m>1,
3f'(a) <3 /@), k=1--m
siendo f'(a) = (f/@), -, f/(a))
Un vector es derivable si, y sélo si, sus componentes son derivables.
La derivada del vector se obtiene derivando sus componentes.

De esta manera, si sabemos derivar funciones escalares, también podemos derivar las vectoriales (compo-
nente a componente).

Ejemplos:
(1) Dada f(x)= x2+sen(x) , resulta f'(x) =2x+cos(x) VxeR.
(2) Dada f(x) =In(x), resulta f'(x) =% vxe®/x>0.
(3) Dada f(u) = (u?+sen(u), In(u)), resulta f(u) = (2u+cos(u),1/u) vue R /u>0.
(4) Dada g(t) = €**"® resulta g'(t) = 5" O cost) VteR

En estos ejemplos, ¢por qué no aplicamos la definicion de derivada planteando un limite? No lo hacemos
porque —aplicando la definicion— se pueden demostrar las expresiones y propiedades que se utilizaron para
funciones escalares de una variable. Sin importar como se denomina la variable (x,u,t,---).
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o expresiones: son las de las derivadas de las funciones conocidas, por ejemplo:
(sen(x))’ = cos(x) , (cos(x)) =—sen(x), (%) =e*, etc.
o propiedades: son las relacionadas a operaciones entre funciones, en particular:

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ f" _f' !
(f+gy=f'+g , (f-gy=f-g+f-g, (flgy=—=2,9 _
g «=0

(k)" =0, k: constante .
(f(g(x) = f'(g(x))-g'(x) derivada de la composicion, f(g(x))=(f o g)(x).

En estos casos se dice que se deriva aplicando reglas préacticas de derivacion. Se supone que las operacio-
nes entre funciones estan definidas y que las funciones son derivables.

Casos en los que no se debe aplicar la regla practica. Son tres casos:

1. En puntos que no pertenecen al dominio de la funcion.
2. En puntos donde esté partida la definicion de la funcion.

3. En puntos tales que, al evaluar el resultado de la regla préctica se llega a una expresion sin sentido
algebraico.

* Ejemplode “1.”: f(x) =In(x), D={xeR/ x>0}.

Por regla préctica f'(x) =1/x .

Entonces: f'(1/2) = 2, f'(4) =1/4 , pero no esta definida la derivada en -1, pues —1¢ D.

No derivemos donde no esta definida la funcion

X% si x>0 X2+ 1 i X
x?+1si x<0 0 X

» Ejemplode “2.”: f(x)= {

Para x>0, f'(x) =2x

Para x <0, f’(x)=2x}:> f'(x) =2x para x= 0.

¢Por qué no incluimos x =07?, porque en ese punto esta partida la definicion de la funcion.

Vamos a analizar si f es derivable en 0 aplicando la definicidn de derivada:

f(h+0) 02=0 o hi4l . .
AV I|m_ h+ =—® Como los limites laterales son dis-
lim _fh) -7(0) _ lim f(h) Jh—0 int iste 1m0
h h . 2 . intos, no existe lim ——~.
h—0 h—0 lim hT: lim h=0 — hoo N
h—0* h—0*

Conclusion: La funcion no es derivable en el origen, solo lo es para x = 0.
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= Ejemplo para “3.”: f(x) =+ x* | xeNn.

3
Por regla practica f'(x) = Li/XT‘ que permite calcular para x=0 . En x=0 la expresion no
24X

tiene sentido algebraico porque no esté definida la division por 0 (la calculadora indica error).

Aqui, desde el enunciado, puede hacer f(x) =Vx* =x? = f'(x) = 2x con lo cual “se termi-
naron los problemas”.
¢Lo podria haber hecho desde la expresion de f’(x) obtenido por regla practica? Si, pero no

valdria para x=0 (¢por qué?).

Se invita a analizar la derivabilidad de f en x =0 aplicando la definicion.

= Ejemplo: La posicion de un punto material en el plano xy queda defi-
nida en cada instante t por X = (t, f (t)) con 0<t<?2. Benerssmsseerseeeesoes 224
%/_/

a(t)
La linea roja indica la forma de la ruta que recorre el punto,

que se desplaza desde §(0)=(0,0) hasta G(2)=(2,4). La  f(a)|-?. :

orientacion de dicho movimiento se indica con la flecha de

u

color rojo (sentido de los arcos crecientes). (0.0) 4

La velocidad del punto en cada instante viene dada por v(t) = §'(t) = (1, f'(t)).
En el esquema se representa el punto material en la posicion P = (a, f (a)), en la cual tiene

la velocidad vV(a) = (1, f'(a)) representada con el vector de color azul aplicado en dicho

punto.

Este ejemplo muestra una de las posibles aplicaciones de
la derivada de una funcion vectorial de una variable.

3+u?siu=0

s s , analicesi f esderivable Yue®R.
3-u’siu<0

= Ejercicio: Dada f(u):{

¢Para qué valor de u necesit6 analizar la derivabilidad por definicion?
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Conceptos adicionales sobre curvas
Dada una curva C = R™ de ecuacién X = g(t) con tel ®, interesa definir los siguientes conceptos.

« Unpunto A= g(t,) € C es punto regular de la curva cuando § es derivableen t; y §'(t,) # 0.
Una curva es regular cuando todos sus puntos lo son.

Un punto A eC es punto simple de la curva cuando, a través de §, es imagen de un Gnico toel.

Un punto que no es simple se denomina mdaltiple.
Una curva es simple cuando todos sus puntos lo son (carece de puntos multiples).

Un arco de curva es una curva de ecuacion X = g(t) con t e [a,b], es decir, el intervalo | es cerrado

Un arco de curva cerrado es aquel para el cual se cumple que g(a) = g(b).

y acotado.
Es decir, en el sentido de los arcos crecientes,
el punto final ( (b)) coincide con el inicial (§(a)).

Un arco de curva cerrado es simple cuando lo es la curva de ecuacion X = g(t) con t [a,b].

Ejemplos: Sea C = R? de ecuacién X = (2cos(t), 2sen(t)) con 0 <t <b. Veamos qué ocurre para distin-

tos valores de b, en un plano de puntos genéricos X = (X,y) .

A _zm2)=02)
T
} ___E'[ﬂ_.l'?]:[o:z] // \\\ o<t<2rnx
yd > [ Bm | =0)=gan) arco de curva cerrado y simple
/ \ :
;,-' * el punto de cierre, G(27),
700 | Z(0) x “-\\ Z(371/2) J no se considera multiple
N
o<t~ T~ _____,,--"'
arco de curva simple A .
P Si el intervalo fuera 0 <t <47, damos dos vueltas a la circun-
ferencia y todos los puntos son multiples.
El punto es simple cuando, al ir dibujando la curva en el sentido de los
arcos crecientes, pasamos una sola vez por él.
Por ultimo, a la derecha se muestra la curva C de ecuacion: ~
il / /
X =(sen(t), sen(2t)) con 0<t<2rx. \|/
_ | \ |
() V/
1 x
| ;": '\ |
A )
N S

El Unico punto multiple de C es §(0)=g(x)=g(2x) = (0,0),
que este punto es multiple es evidente porque en él la curva se cruza
es continua en el intervalo | — SR.

sobre si misma.
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Recta tangente a una curva
Sea lacurva C = R™ de ecuacion X = g(t) con tel.

En todo punto simple y reqular A= g(t,) €C, la curva admite
recta tangente de ecuacion: C

giro de las rectas
conh—=0

X = A+u g'(t,) con ue®R| -

Dicha recta Iy es la que pasa por A= g(t,) vy esta dirigida por
g'(ty), como se observa en el dibujo de la derecha. o
Observe que §'(t,) estangentea C en A y esta orientado en el P+

sentido de los arcos crecientes (flecha roja sobre la curva). ' . )

Nota: Siendo A = g(t,) , el punto P= g(t, + h) con h=0 no coincide con A, porque A es punto simple.
Entonces el vector P — A = g(t, +h) —g(t,) permite dirigir la recta que pasa por A y P . La idea es analizar qué

ocurre con esa recta cuando P se desplaza sobre la curva acercandose al punto A . Para ello se toma h cada vez mas
pequefio. Como la funcién § es continua, se cumple que P= gt, + h)—=—4(t,) = A. Por supuesto que entonces

P - A——>0 que, por ser el vector nulo, ya no puede dirigir a la recta.

5_A  G(t, +h)—g(t
En cambio, usando PEA U ; g(t)
g(t, +h) - d(t)
h
Entonces la recta gira alrededor del punto A y termina convirtiéndose en r,, que se denomina recta

tangentea Cen A.®@
Es comun decir que r, pasapor A y por un punto de la curva infinitamente proximoa A.

, este vector también dirige a la recta que pasa por A y P cumpliéndose

= §'(t,) existente y no nula porque se supone que A es punto regular de C.

ue lim
q h—0

10
Ejemplo: Sea la curva de ecuacién y = x?+1 con xe%R, en el plano xy. Halle la ecuacién de su recta
tangente en el punto A= (2,5).
2, e
1° método: Ecuacion de la recta pedida y— f(2) = f'(2) (x—2) 2 [y-5=4(x-2)|
¢Yaesta? Claro, es Analisis Matematico I, terming el ejercicio.

2° método: Parametrizamos la curva, X = (x,x%+1) con xR, donde A= G(2)=(2,5)
\—D/_—J
d(x)
(2,5) 1.2x)],,=14)
- i) — -
Rectatangente: X = A +u §'(2 —|X=(2+u,5+4u),ueR|
También termino el ejercicio.

Veamos si obtuvimos algo equivalente, los puntos del plano son X = (x,y).

@ Enel dibujo se represent6 el caso de h>0, el mismo resultado se obtiene razonando con h<0.
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Entonces los puntos de la recta son:

——
(x,y)=(2+u,5+4u) , UER.

De donde resulta: 1 X=2+tY R,
y=5+4u

Despejando U de la primera y reemplazandolo en la segunda, tenemos:
y =5+4(x—2) con XeR pues ueR,
de donde surge:

[y-5=4(x-2)],
la ecuacidn obtenida con el primer método.

Por supuesto que, para este caso, aplicaria el primer método sin duda alguna.

Ejemplo: Dada la curva C definida por la interseccion de las superficies %, y X, de ecuaciones:
Y :z2=xX43y Yy X, y=X+2,
halle una ecuacién para la recta tangente a C en el punto A=(1,3,10) de la misma.

2
En este caso C:{z_x +3Yy
y=X+2

Es decir, los puntos X < C cumplen con:
y x2+3y
v 2
X=(X,Xx+2,X"+3x+6) con xeR,
g(x)

donde A=(1310) = g(l). La recta tangente tiene ecuacion:

§(1)=(13,10) @L2x+ 3)])( -1
. — —_—
X = A +u g'@ =(1,310)+u (11,5) con ueR

X =(1+u,3+u,10+5u), ueR|

Ejercicio: Verifique que, con la parametrizacion usada en cada caso, en los dos ejemplos anteriores el punto
A de la curva es simple y regular.

Si no lo fuera, no se cumplirian las hip6tesis supuestas para asegurar la existencia de recta tan-
gente y establecer la ecuacion de la misma. Lo hecho no seria correcto.
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Curva plana en R?, recta normal

Supongamos por ejemplo la curva C de ecuacién es X =g(t) conte |, en el plano xy.

De acuerdo a lo visto, si A= g(t,) es punto simple y regular de C,
tenemos la siguiente ecuacion.

recta tangente r, en A: |X = A+ug'(t,) conueR

donde JO = §'(t,) = 0 es un vector director de r,.

La recta normal n, alacurvaen A, es la perpendicular a r, en

dicho punto. Para dirigirla debemos elegir un vector no nulo JOL que

sea ortogonal a dj, es decir, tal que d,, - dy = 0.
Con ello tenemos la siguiente ecuacion.

recta normal n, en A:|X = A+vd,, conve®R|.

Cuando la curva viene dada mediante una ecuacion cartesiana del tipo y = f(x) con xe 1, conque f sea

derivable en x, es suficiente para que tenga recta tangente en A= (X, F(%9))-

Si la parametrizamos mediante la ecuacién X =(x, f (x)) con x € I , el vector director de r, es:
—_—

g(x)
do=0'(X) =@ (%))
%ﬁ_/
My

Donde m, = f'(x,) es la pendiente de ry, que admite ecuacion cartesiana|y — f (Xy) = (%) (X—X,)| -

Si existe un vector d,, = (1,m,,) debe cumplir con:

que solo tiene sentido si m, = 0. En ese caso la ec. de la recta normal es|y — f (x,) = —%(x— Xo) |

Cuando m, = f'(X,) =0, la recta tangente es horizontal de ecuacion

=0 —> m, :_L,
o1 M,

y = f (%), el vector dy=(10) y un

vector ortogonal es d,, =(0,1). Con lo cual la recta normal es vertical, de ecuacion x = X,.

Gréficos asociados a los casos de curva dada mediante ecuacion

r

e
P,

C: y=f(x)conxel
o Y= (%)= f'(X) (X=%)
Mot y—f(X) =~y (X—%)

cartesiana con y en funcion de x.

C:y=1f(x) conxel
oo y=f(X)
Nyt X=X

R.O. Sirne

Pagina 7 de 13.-



FIUBA 2020 Analisis Matematico 1l
Sintesis de definiciones y enunciados: S-3A, version 1.1 (actualizada 10/10/20)

Curvaen %*, plano normal

Supongamos por ejemplo la curva C de ecuacion es X =g(t) conte I, en el espacio xyz.
De acuerdo a lo visto, si A= g(t,) es punto simple y regular de C, Zs
tenemos la siguiente ecuacion.

recta tangente r, en A: X = A+u g'(t,) conueR,
donde JO =0'(ty) = 0 es un vector director de r,.

El plano normal 7, alacurvaen A, es perpendicular a r, en dicho
punto.

Entonces JO es ortogonal al plano (ver gréafico), de donde, una ecua-
cion cartesiana para dicho plano normal es:

plano normal 7, en A: | (X — A)-d, =0|. X

Ejemplo: Dada la curva C definida por la interseccion de las superficies X, y X, de ecuaciones:
Yo xX2+yP=8 y X,:7=2x+1,
halle ecuaciones para la recta tangente y el plano normal a C en A =(2,2,5).
Comenzamos parametrizando la curva, en este caso podemos usar el parametro t €[0,2] con
x =+/8cost) e y=+/8sen(t), con lo cual resulta x> + y? =8,
esto impone z = 2\/§cos(t) +1.

%/_/
X

La ecuacion de la curva C queda:

X = (J/8cos(t), vV8sen(t), 2+/8cost) +1) con 0<t<2sx.
aq)
Ahora debemos hallar t, tal que g(t,) = A, es decir:
(\/éCOS(to), \/§sen(to), 2\/§cos(to) +1)=(2,2,5)

cos(ty) = 2/~/8 =1//2
sen(ty) = 2//8 =1//2

vamos bien, hallamos un unico t,. Con lo cual, con esta parametrizacion, A es punto simple.
Por su parte, g'(t,) =(—\/§sen(t0), \/gcos(to),—Z\/gsen(tO)) =(-2,2,—4)#0. Como queda
definida §'(t,) y no esnula, A es punto regular de C .

esto impone { con 0<t, <27 < ty=xl/4,

Entonces, una ecuacion de la recta r, tangente a C en A es:

A g'(to)
——

- f_/% -
X=(225+u(-22-4) —» |X=(2-2u,2+2u,5-4u)conueR |

X A g'(to)
Para el plano normal 7z,: ((x,Y,z)—(2,2,5))- (-2,2,—4) =0. De donde, operando, obtenemos

una ecuacion cartesiana: |- 2(x —2) + 2(y —2) —4(z —5) =0}
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Derivada de funcion de varias variables

Dada f:Dc®R"— R™con n>1, un punto A interior a D y un vector F e R", si existe y tiene norma
finita el limite que se indica,

la derivada de f en A segln F .

f,(A,F)iA@Of(Am;)—f(A) o

Cuando || ¥ || = 1 denotaremos I (versor o vector unitario), en ese caso f'(A,F) se denomina derivada

direccional de f en A segln F.
En particular, cuando se trabaja con uno de los versores canonicos €, con k =1,---,n,
7o 1 Y of =
f(Ag) = fi (A)= 5 (A
también se la denomina derivada parcial de f en A respecto de la variable Xy -

De existir, calcular la derivada parcial de f en A=(a,---, a,,---, a&,) respecto de la
variable x, equivale a calcular ¢'(a,) con @(x) = f(a, -, X, - a,).
Es decir, derivar f respecto de x, suponiendo las otras variables constantes. Con lo cual,

para las derivadas parciales se pueden aplicar las reglas practicas de derivacion de las
funciones de una variable.

Ejemplo: Dada f(x,y) = x*y+sen(xy —2x), calcule f;(12)y f/(1,2).
Aplicando reglas préacticas de derivacion:
fo (X, y) = 2xy+cos(xy —2x)(y—-2) = f;(1,2)= 4.

f(x,y) = x> +cos(xy —2x) x = f;(1,2) = 1+cos(0) =2.

Teorema: Las funciones vectoriales de una o mas variables son derivables en un punto si, y solo si, todas
sus componentes son derivables en dicho punto. La derivada de la funcion vectorial se arma con
las derivadas de cada una de sus componentes.

Ejemplos:
e Dada f(x,y)=x?y+2y, calcule la derivada direccional de f en A=(12), en la direccion
que va desde A hacia B =(3,7).

, para ello comencemos obteniendo el ver-

Debemos plantear el f'(A,r) = lim ~ATh N=T(A)
h—0 h

sor y los puntos donde debemos evaluar la funcion.

Usamos ' porque se pide la derivada direccional.

R.O. Sirne Pagina 9 de 13.-



FIUBA 2020 Analisis Matematico 1l
Sintesis de definiciones y enunciados: S-3A, version 1.1 (actualizada 10/10/20)

El versor: F = IIg:QII , dado que B—A=(3-1,7-2)=(2,5) = ||B—A|=v2%+5% =429,
(2,5)

entonces I = 25
J29 ¢

- A= Athi = 2 5
Los puntos: A=(L2), A+hr _(1+hm, 2+h@).
El limite a analizar:
~ ~ 2+4=6
lim f(A+hr)—f(A) im f(1+2h//29,2+5h/\/29)-f (1,2)
h—0 h " h>0 h B
_Iim (1+2h/~/29)2 (2+5h/+/29)+2 (2+5h//29)—6 *)
"~ h—>0 h B

Se produce una indeterminacion del tipo % , como es limite de una variable (h) y tanto nume-

rado como denominador son derivables, podemos aplicar L’Hospital.

Entonces:
2(1+2h/+/29) -2 (245h/~/29)+(1+2h/~/29)% -5 42 5
) = lim o ) 725 @ e Vst _ s 15 _ 23
h—s0 1 V29 V29 /29

Dado que el limite existe y es finito, [ f'(A,F) = 2

xsen(xy) .
e Dada f(xy) =1 xryz o ¥ #00)
0 si(xy)=(00)

en el origen de coordenadas.

,analice si f es derivable en distintas direcciones

Como no se especifica el versor, adoptamos por ejemplo F = (u,v) con u?+Vv? =1, con lo cual
podremos analizar en forma general VF e R?.
Los puntos son: A=(0,0) y A+hF = (0,0)+h(u,v) = (hu,hv), entonces planteamos:

=0 husen(huhv)

~ f(0+hF)-f©O) . f(huhv) . (hu)2+(hv)2 . usen(h?uv)

h—0 h—0 h—0 h—0 h* (u“+v%)

=1
B Iimusen(hzuv)_ Osiuv=0
h—>0  h? (*) siu-v=0
Para el caso en que u-v = 0 queda:
2 L'H 2 2 2
() = lim usen(f; uv) — lim u cos(h 2uhv)2huv: lim u vcoi(h uv):ugV

h—0 h h—0 h—0
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. f(0+hr)-f(0 0 siuv=0
Resumiendo: lim 0+ hr) © ={ 2. .
h—0 u'vsiuv=0

Con lo cual existe el limite y es finito para todo r = (u,v) . Podemos usar solamente la expresion
2 .,
U=V, pues también produce el resultado 0 para u-v=0.

Conclusién, la funcion es derivable en toda direccion en el origen, resultando:

f'((0,0),F) =u?v VF=(uv)eR? |

Nota: Es claro que cuando se indica F = (u,v) se trata de un versor, con lo cual u®+v?=1.

Dado que en este ejemplo disponemos de la expresion de la derivada direccional para cualquier
direccion, de ella -si lo necesitaramos- podriamos calcular los valores de las derivadas parciales
en el origen.

fr(0,0) = f'((o,O),@) =1°0=0
&=
f;(0,0) = f’((0,0),@) =0%1=0

€, =]

X2y .
Ejercicio: Sea f (X, y) =14 x4+y? si (%, y)¢(0,0).

0 si(x,y)=(0,0)

Con un procedimiento similar al del ejemplo anterior verifique que:

2 -
£'((0,0),F) = { . é" Z‘i ‘\’/i% VF=(u,v) e R,

también demuestre que f no es continua en (0,0) . Por ejemplo, acercandose al origen por
paréabolas del tipo y = k x°.

Las funciones de 2 0 mas variables pueden ser derivables en un punto,
incluso en toda direccion, y no ser continuas en dicho punto.

Interpretacion geométrica de derivadas y otros ejemplos, se sugiere

leer el texto M-3 del T.P. 111, redactado por la Lic. Silvia Seminara.
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Derivadas parciales sucesivas

Suponiendo que las derivadas quedan definidas, partiendo de f con variables x e y, podemos calcular
fx y fy.Con estas nuevas funciones, también si son derivables, ...

o ...de fy obtendriamos (fy)y = fix vy (fy)y = fy
fi v (fy)y = 1y
T s f)g,, f)’,;( y f)’,'y son las derivadas parciales de 2° orden de f respecto de sus variables x e y.

o ...de fy obtendriamos (fy)¥

VVeamos un ejemplo particular:

" 22 Fxx (X, y)=6xy
X(X’y)_ X y f)&(x’y):&(z
f(xy)=xy +y? - 5 podriamos seguir. ..
fyx (X, y)=3x
fL6y)=xXC+2y
y fir =2
funcion derivadas parciales derivadas parciales
(derivada de orden 0) de 1° orden de 2° orden

En este ejemplo observamos que fy (x,y) = fyy(x,y), esto no siempre se cumple. Enseguida veremos las

condiciones que aseguran esa igualdad (igualdad de las derivadas cruzadas: ey, y @y ).

Suponiendo que existen, para una funcién de n variables tendremos n* derivadas de orden k. En el caso
anterior (con dos variables) vemos 2' =2 de 1° orden, 22 =4 de 2° orden, etc.

¢Cuéles son los limites que definen las derivadas de 1° orden de f(x,y) enel punto A= (a,b) ?
élzr
« Para f;(A) = lim f (A+h (1r,]0))—f(A) _ii

" f(a+h,bg—f(a,b)

h—0
. Para f/(A) = lim f(Ath (01))-f(A) _ . f(ab+h)-f(ab)
y h—0 h h—0 h

Ahora, solo para mostrar, ccomo definiriamos fy, (a,b) y fyy (a,b)?. Usamos las mismas expresiones,

pero ahora la funcion que derivamos se llama f, . Entonces:

£/ (a+h,b)—f, (a,b) £/ (a,b+h)—f, (a,b)
h h

fc(A) = (F)5(A) = lim iy (A) = (£ (A) = lim

Si bien el principal objetivo no es analizar derivadas sucesivas por definicidn, una cosa es que no lo haga-
mos con frecuencia, otra muy diferente es que no sepamos de qué estamos hablando.

En las aplicaciones tipicas alcanzara con calcular las derivadas sucesivas usando reglas practicas de deri-
vacion. En este caso vale la pena saber de ante mano -si se puede- cuéles van a resultar iguales, s6lo para

no hacer célculos de mas.
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Teorema de Schwarz: Dada f:D < %% — R y el punto /_-iz(xo,yo) interior a D, si existen fy, fjy f,

en un entorno de Ay f);g, es continua en A, entonces existe f)’,;((ii) resultando
fox (A) = T, (A).

Este teorema es muy util desde el punto de vista tedrico, pero carece de utilidad practica. Si tenemos que
analizar el cumplimiento de todas esas hipétesis para asegurar la igualdad de las derivadas cruzadas, es
preferible calcularlas por separado y resultara lo que resulte (pueden o no existir y, si existen, pueden o no
ser iguales).

Sin embargo, el teorema permite demostrar criterios mas practicos.

Para funcion de dos variables es muy préctico decir que si f € C*(E(A)), entonces f}',;((A) = f)g,(,&) :

Donde f e C*(E(A)) cuando f tiene derivadas parciales de 2° orden continuas en un E(A).

En el ejemplo inicial f era polinémica, sus derivadas sucesivas también son polindmicas. Entonces las
derivadas de 2° orden son continuas (por ser polinomicas) y se obtuvo que fyy (X, y) = fy (X, y).

Conviene incluso enunciar el siguiente criterio, muy préactico a la hora de calcular, que contempla los casos
de funciones de 2 0 més variables y derivadas sucesivas de 2° orden 0 mas.

Si feC*(E(A)) los valores de las derivadas sucesivas de f en A, hasta el orden

k inclusive, sélo dependen de cuantas veces se deriva respecto de cada variable pero
no dependen del orden en que se toman las variables para realizar las derivadas.

Ahora se pide derivadas parciales continuas de orden k en un entono de A.

Ejemplo: Sea f(x,y,z) = x*sen(2x + z°) definidaen R°.
Es claro que f es continua porque su expresion es producto de funciones continuas, polinomio
(x?) multiplicado por composicién de polinomio (2x + z*) con trigonométrica (seno).
Las derivadas parciales sucesivas, por razones similares, también van a resultar continuas.

"

Entonces: fyy = fyy, fyz =fz ¥y fy; = fzy entodo punto.

También: fy, = fioy = fy = f1y = fyzx = fzyx en todo punto.
A veces no se ponen las primas ( f """ ), si como subindice figuran 3 variables es de 3° orden.
También: oy = Fxyx = Fyxx €N todo punto.
También : fxxyzxy = fy)o(yzx =--- en todo punto, hay 60 derivadas de este tipo, note que en todas
deben figurar “tres X”, “dos y”, “una z”, s6lo que en distinta posicién (orden).

Luego de este ejemplo, para reforzar su interpretacion,
le sugerimos leer nuevamente la propiedad recuadrada mas arriba.

LOS TEMAS CORRESPONDIENTES AL T.P. Il SE COMPLETAN EN LA SINTESIS S3-B
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