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Esta síntesis no es un apunte de la teoría de la asignatura, sólo es un resumen de 

las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una 

nomenclatura que respeta la adoptada en la Guía de Trabajos Prácticos. 

 

Máximos y mínimos de funciones escalares  

  
Introducción 

En la figura se representa )(xfy =  con bxa  , por simple 

observación es claro que: 
 

▪ )(bf   es el mínimo valor de f  en el ],[ ba . 

▪ )( 1xf  es el máximo valor de f  en el ],[ ba . 
 

Estos son el mínimo y el máximo absolutos de los valores de la 

función en dicho intervalo.  
 

Por  otra parte )( 2xf  y )( 3xf  también son mínimo y máximo, si se los considera en un entorno de 2x  y 

3x  respectivamente. En este caso se trata de extremos (máximo o mínimos) locales o relativos. 

El concepto es el mismo para toda función escalar de una o más variables. 

 

Extremos locales o relativos (máximo y mínimo) 

Dada → nDf :  y el punto A  interior a su dominio, se dice que: 

▪ )(Af  es mínimo local de )(Xf  cuando )(AEX   resulta )()( AfXf  . 

▪ )(Af  es máximo local de )(Xf  cuando )(AEX   resulta )()( AfXf  . 

Estas definiciones están dadas en sentido estricto, si se desea definir extremos locales en sentido amplio 

debe reemplazarse “  por  ” y “  por  ” . 

 

Extremos absolutos (máximo y mínimo) 

Dada → nDf : , el conjunto DS   y el punto SA  se dice que: 

▪ )(Af  es mínimo absoluto de )(Xf  en S , cuando }{ASX −  resulta )()( AfXf  . 

▪ )(Af  es máximo absoluto de )(Xf  en S , cuando }{ASX −  resulta )()( AfXf  . 

Estas definiciones están dadas en sentido estricto, si se desea definir extremos absolutos en sentido amplio 

debe reemplazarse “  por  ” y “  por  ” . 

 

 

Ejemplo:  )(sen)( xxf =  con 20  x . En ]2,0[   :  1)2/( =f  es máximo absoluto y 1)2/3( −=f  

es mínimo absoluto. Ambos en sentido estricto, pues sólo en esos puntos de dicho intervalo la 

función alcanza los valores indicados. 

Por supuesto que, como 2/   y 2/3  son puntos interiores al intervalo ]2,0[  , los mencionados 

extremos absolutos también son extremos locales. 

 

Ejemplo:  )(sen)( xxf =  con 30  x , en dicho intervalo tiene 1)2/5()2/( ==  ff  como máximo 

absoluto en sentido amplio y 1)2/3( −=f  como mínimo absoluto en sentido estricto. Sin em-

bargo, como extremos locales los tres lo son en sentido estricto. ¿Por qué? 
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Teorema: Toda función escalar continua en un conjunto cerrado y acotado, produce máximo y mínimo 

absolutos (en sentido amplio) en dicho conjunto.  

 

Este es el único teorema que permite asegurar la existencia de extremos absolutos. Bajo las condiciones del 

mismo, los extremos absolutos se producirán en el interior o en la frontera del conjunto. 

 

Análisis de existencia de extremos locales para funciones de una variable -- revisión 

Comencemos observando el gráfico de la derecha que representa 

en color rojo a )(xfy =  en un cierto dominio D. 

Vemos que: 

o )( 1xf  es máximo local con 0)( 1 = xf , recta tangente hori-

zontal en 1A . 

o )( 2xf  es mínimo local, pero f  no es derivable en 2x . La 

línea roja no admite recta tangente en 2A . 

o )( 3xf  no es extremo local, pero 0)( 3 = xf . Recta tangente 

horizontal en 3A . 
 

 

Es decir, 0)( 0 = xf  no asegura que )( 0xf  sea extremo local. Es más, )( 0xf  puede ser extremo local sin 

que f  sea derivable en 0x . 
 

Por ello, el análisis típico para saber si )( 0xf  es o no es extremo local, sigue los siguientes pasos: 

1. Se determinan los puntos críticos, estos son los 0x  tales que:  

(a) f  no es derivable en 0x , o bien, 

(b) f  es derivable en 0x  y 0)( 0 = xf . En este caso 0x  se denomina punto estacionario. 

2. Siendo 0x  un punto crítico, según sea del tipo (a) o (b), el análisis es como sigue. 

(a) Debe aplicarse la definición de extremo local. 
 

(b) En esta situación tenemos alternativas: 

(b1) Se aplica la definición de extremo local. 

(b2) Se analiza en un )( 0xE  el signo de la derivada a ambos lados de dicho punto. 

 

 

 

 

)( 0xf máximo local: 

a izquierda 0)(  xf ,  a derecha 0)(  xf . 

 

 

 

 

)( 0xf mínimo local 

a izquierda 0)(  xf , a derecha 0)(  xf . 

 

(b3) Si la función admite derivadas sucesivas, suponga que con 1k  la derivada de menor orden 

que no se anula es 0)( 0
)( xf k :  

– Si k  es impar, )( 0xf  no es extremo local. 

– Si k  es par: “cuando 0)( 0
)( xf k , )( 0xf  es mínimo local”, “cuando 0)( 0

)( xf k , )( 0xf  

es máximo local”. 
 

Lo dicho sintetiza el análisis de extremos locales para funciones escalares de una variable. 

 0x   0x  
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Veamos ahora cómo se plantea el análisis para funciones escalares de varias variables. 

 

Teorema:  Sea → nDf :  con 1n  y el punto A


 interior a D. Si )(Af


 es extremo local y existe 

),( rAf


 , entonces 0),( = rAf


. 
 

Caso particular:  Si )(Af


 es extremo local y f  es diferenciable en A


, entonces 0)(


= Af  . 

Observe que, siendo diferenciable, nrrAfrAf =


)(),( . Pero por ser 

extremo local estas derivadas deben ser nulas, es decir, 
nrrAf =


0)(       0)(


= Af . 

 

Análisis de existencia de extremos locales para campos escalares 

Dada → nDf :  con 1n , el análisis típico para saber si )(Af


 es o no es extremo local, sigue los 

siguientes pasos. 
 

1. Se determinan los puntos críticos, estos son los puntos A


 tales que:  

(a) f  no es diferenciable en A


, o bien, 

(b) f  es diferenciable en A


 y 0)(


= Af . En este caso A


 se denomina punto estacionario. 
 

2. Siendo A


 un punto crítico, según sea del tipo (a) o (b), el análisis es como sigue. 

(a) Debe aplicarse la definición de extremo local. 
 

(b) En esta situación tenemos alternativas: 

(b1) Se aplica la definición de extremo local. 

(b2) De cumplirse sus hipótesis, se puede aplicar el teorema que se enuncia a continuación. 

 

 

Teorema:  Sea → nDf :  con 1n , tal que ))((2 AECf


  y 0)(


= Af . 

Sea )( AH


 el determinante de la matriz jacobiana del f  en A


, también denominado hessiano 

de f  en A


. Dado que ),,(
1 nxx fff =  , )( AH


 adopta el siguiente aspecto: 

 

)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

22212

12111

AfAfAf

AfAfAf

AfAfAf

AH

nnnn

n

n

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx




 



















=  

En este determinante, empezando desde el extremo superior izquierdo (como se indica recua-

drando), podemos distinguir los siguientes determinantes: 
 

)()(
11111 AfAfH xxxx


== , cuidado que no es un valor absoluto, es un determinante de 11 . 

 

2
2 ))(()()(

)()(

)()(

212211

2212

2111 AfAfAf
AfAf

AfAf
H xxxxxx

xxxx

xxxx






−=



= , derivadas cruzadas son iguales. 

Y así sucesivamente, hasta )(AHHn


= . 

 

Habiendo calculado todos estos determinantes, se puede afirmar lo siguiente. 

H1 H2 
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Si 0)( AH


, de dan tres posibles situaciones: 

a) ,0,0 21  HH signos alternados hasta nH : )(Af


 es máximo local. 

b) nkHk ,,1,0 = : )(Af


 es mínimo local. 

c) Otra situación: )(Af


 no es extremo local. 
 

Si 0)( =AH


, este teorema no permite determinar si )(Af


 es o no es extremo local. En este caso, una 

herramienta para analizarlo es aplicar la definición de extremo local. 

 

Cuando este teorema permite detectar un extremo local, este es un extremo en sentido estricto. 

 

Caso particular – función escalar de dos variables  

Ahora tenemos → 2: Df  con ))((2 AECf


   y 0)(


= Af , siendo ),( 00 yxA =


. 

La gráfica de f  tiene ecuación ),( yxfz =  con Dyx ),(  y el plano tangente 0  a ella, en el punto 

)),(,,( 00000 yxfyxT =


, tiene ecuación )(),()(),(),( 00000000 yyyxfxxyxfyxfz yx −+−+= . 

Pero en este caso 0)(


= Af , con lo cual son nulas ambas derivadas parciales y la ecuación de 0  es: 

),( 00 yxfz = , 

es decir, 0  es horizontal (paralelo al plano xy). 

Por su parte, el hessiano correspondiente resulta: 

2)]([)()(
)()(

)()(
)( AfAfAf

AfAf

AfAf
AH xyyyxx

yyyx

xyxx 





−=



= , 

pues las derivadas cruzadas son iguales ya que ))((2 AECf


 . 
 

El mismo criterio de clasificación mencionado antes, para dos variables puede expresarse como sigue. 

a) Si 0)( AH


, ),( 00 yxf  es extremo local. Con: 








local. máximo es,0)(

local. mínimo es,0)(

Af

Af

xx

xx 



  

b) Si 0)( AH


, ),( 00 yxf  no es extremo local. 

c) Si 0)( =AH


, este teorema no permite determinar si )(Af


 es o no es extremo local. 

 

Comentario: Cuando 0)( AH


 se puede demostrar que la gráfica de f , en un entorno de 0T


, queda de un 

solo lado de su plano tangente en 0T


. Como 0  es horizontal, si queda por encima es mínimo 

local y si queda por debajo es máximo local, lo cual se determina con el signo de )(Afxx


 . (1) 

Esta es una descripción geométrica útil para 2 variables.  

En general, )( AH


 se utiliza para determinar cuándo una forma cuadrática tiene signo definido 

en un )(AE


 , dicha forma es la del término complementario de Taylor de 1er. orden.   

 

 

 
(1) También podría usarse )( Af yy


 , ya que para que 0)( AH


 ambas deben tener el mismo signo y su producto ser mayor que 

el cuadrado de la derivada cruzada. 
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Continuemos ahora con la interpretación geométrica para dos variables, observemos los siguientes gráficos. 

 

A la derecha se muestra un caso en el que ),( 00 yxf  es mí-

nimo local, con plano tangente horizontal de ecuación: 
 

),( 00 yxfz = . 
 

Observe que en un entorno de )),(,,( 00000 yxfyxT =  la su-

perficie queda desde el plano tangente hacia +z . 

            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A la derecha se muestra un caso en el que ),( 00 yxf  es má-

ximo local, con plano tangente horizontal de ecuación: 
 

),( 00 yxfz = . 
 

Observe que en un entorno de )),(,,( 00000 yxfyxT =  la su-

perficie queda desde el plano tangente hacia −z . 

            

 

 

 

 

 

 

 

 

Ahora vemos que la superficie tiene plano tangente 

horizontal en )),(,,( 00000 yxfyxT = . El plano no 

está dibujado, pero es claro que la superficie no 

queda de un solo lado del mismo. 

Pueden observarse las curvas C1 y C2, ambas inclui-

das en la superficie. Los puntos de C1 están desde T0 

hacia arriba, mientras que los de C2 están desde T0 

hacia abajo.  

En este caso ),( 00 yxf  no es extremo local. 

 

              
 

 

 

 

Por último, en el gráfico de la derecha se representa un trozo de 

superficie de ecuación: 
222 yxz ++= para 2),( yx . 

Es claro que 222),( yxyxf ++=  no es diferenciable en el 

origen ya que, por ejemplo, ||2)0,( xxf +=  no es derivable para 

0=x . Es decir, no queda definida la derivada parcial de f res-

pecto de x en (0,0). 

La superficie no admite plano tangente en )2,0,0( , sin embargo 

2)0,0( =f  es mínimo local porque cumple con la definición: 

 

    ))0,0((),()0,0(22),( 22 =++= Eyxfyxyxf . 

Por supuesto que 2)0,0( =f  también es mínimo absoluto de los valores de f en 
2 . 

 f (x0, y0) 

 x0 
 y0  y 

 z 

 x 

 f (x0, y0) 

 x0 
 y0  y 

 z 

 x 

T0 

x0 
y0 

x 

z 

y 

C1 

C2 

x 

z 

y 

2 
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Ejemplo: Analice la existencia de extremos locales de 23),( 2322 +−++= yyxyxyxf  definida en 
2 . 

Dado que la función es polinómica, es 
2C  en 

2 , los puntos críticos son aquellos que anulan 

ambas derivadas parciales de 1º orden. 





−+=

+=

yyxyxf

xyxyxf

y

x

63),(

22),(
22  ⎯⎯⎯⎯ →⎯

críticosptos.





=−+

=+

)b(

)a(

063

022
22 yyx

xyx
 

De (a):  100)1(2 −==→=+ yxyx . 

Con 




→=

→=
→=−→=−⎯→⎯=

).2,0(2

),0,0(0
o0)2(30630 2(b)

y

y
yyyyx  

Con 90631 22(b)
−=→=++⎯→⎯−= xxy   no tiene solución real. 

Los puntos críticos son: (0,0) y (0,2). Calculemos las derivadas segundas. 

 (0,0) (0,2)  

22),( += yyxfxx  2 6 

Con esto podemos calcular 

el hessiano en cada punto. 
 xyxfxy 2),( =  0 0 

66),( −= yyxfyy  – 6 6 

−=
−

= 012
60

02)0,0(H  )0,0(f  no es extremo local . 

== 036
60
06)2,0(H  )2,0(f  es extremo local. Como 06)2,0( =xxf , se concluye que  

2)2,0( −=f  es mínimo local . 

 

Ejemplo: Analice la existencia de extremos locales de 3),( 22 +−= yyxyxf  definida en 
2 . 

Dado que la función es polinómica, es 
2C  en 

2 , los puntos críticos son aquellos que anulan 

ambas derivadas parciales de 1º orden. 





−=

=

yxyxf

yxyxf

y

x

2),(

2),(
2  ⎯⎯⎯⎯ →⎯

críticosptos.





=−

=

)b(

)a(

02

02
2 yx

yx
 

De (a):  00 == yx . 

Con )0,0(0020
(b)

→=→=−⎯→⎯= yyx  





 Único punto crítico: (0, 0).  
Con )0,0(000 2(b)

→=→=⎯→⎯= xxy  









−=−=

==

==

2]2[)0,0(

0]2[)0,0(

0]2[)0,0(

)0,0(

)0,0(

)0,0(

yy

xy

xx

f

xf

yf

 0
20

00)0,0( =
−

=→ H , no se puede concluir. 

Una posible estrategia para continuar, es determinar el conjunto de nivel 3)0,0( =f , L3, y estu-

diar ),( yxf  en un entorno de (0,0) en puntos que no pertenezcan a L3. 

L3 :  
2222 00)(33 xyyyyxyyx ==→=−→=+− . 

Entonces los puntos de L3 son los del “eje x” y los de la parábola de ecua-

ción “y = x2” dibujados en color rojo. En todo entorno de (0,0) tendremos 

puntos como A = (0, c) con c positivo y otros como B = (a,b) que están 

entre la parábola y el eje x, es decir 
20 ab  . 

 

Como 3)(),( 2 +−= yyxyxf , en puntos tipo A : 3)( Af  y en tipo B : 3)( Bf , esto permite 

asegurar que 3)0,0( =f  no es extremo local. 
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Análisis de extremos absolutos 

Por lo dicho antes, cuando una función es continua en un conjunto S cerrado y acotado, produce máximo y 

mínimo absolutos en dicho conjunto. En esta situación, la estrategia para hallarlos es la siguiente. 

1. Se determinan los extremos locales en el interior de S. 

2. Se determinan el máximo y mínimo valor de la función en la frontera de S. 

3. Comparando los valores extremos que se producen en el interior y en la frontera, el mayor de todos 

es el máximo absoluto y el menor el mínimo absoluto.  

 

Ejemplo: Analice la existencia de extremos absolutos de 33),( 223 +++= yxxyxf  en puntos de la región 

plana S definida por 122 + yx . 

Dado que f  es continua, por ser polinómica, en S cerrada y acotada, la función produce extremos 

absolutos en S.  

Análisis en puntos interiores a S, es decir, puntos para los cuales 122 + yx . 





=
+=

yyxf

xxyxf

y

x
2),(

63),( 2

 ⎯⎯⎯⎯ →⎯
críticosptos.





=

−==→=+
→
→

=

=+
0

200)2(3

         02

063 2

y

xxxx

y

xx  

Los puntos críticos son )0,0(  y )0,2(− , pero este último se descarta porque no es interior a S. 









==

==

=+=

2]2[)0,0(

0]0[)0,0(

6]66[)0,0(

)0,0(

)0,0(

)0,0(

yy

xy

xx

f

f

xf

 012
20
06)0,0( ==→ H , con 06)0,0( =xxf . 

Entonces 3)0,0( =f  es un mínimo local en el interior de S. 

Análisis en la frontera de S, es decir, puntos para los cuales 122 =+ yx . 

En puntos de esta circunferencia se cumplirá que 22 1 xy −=  con 11 − x , lo cual, reempla-

zado en la expresión de f , permite obtener: 

)(42313).( 23223 xgxxxxxSdefronteraptof =++=+−++=   con 11 − x  

Ahora debemos hallar máximo y mínimos de 42)( 23 ++= xxxg  con 11 − x , que también 

es continua en el [–1,1]. 
 

En el interior de [–1,1], es decir, 11 − x : 

3/4004343)( 2críticopto.2 −==→=+⎯⎯⎯ →⎯+= xxxxxxxg , el último se des-

carta por no ser interior al intervalo. Sólo queda 0=x . 

=→+= 04)0(46)( gxxg 4)0( =g  es mínimo local, como 122 =+ yx , esto 

se corresponde con  4)1,0()1,0( ==− ff  mínimos locales en el interior de [–1,1]. 

En la frontera de [–1,1], es decir, 1−=x   o 1=x :  5)1( =−g   y  7)1( =g , esto se co-

rresponde con 5)0,1( =−f  y  7)0,1( =f . 
 

Entonces “mínimo: 4)1,0()1,0( ==− ff ”, “máximo: 7)0,1( =f ” en la frontera de S. 
 

Comparando 3)0,0( =f  (mínimo local en el interior de S) con los valores extremos en la frontera 

de S se concluye lo siguiente. 
 

Mínimo absoluto en S : 3)0,0( =f , Máximo absoluto en S: 7)0,1( =f . 
 

A continuación, se indica una alternativa para analizar ),( yxf en la frontera de S. 
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En este caso, como la frontera es la circunferencia de ecuación 122 =+ yx , se la puede parame-

trizar mediante: 

  




)(

))(sen,)cos((

uw

uuX =   con 20  u  

Con esto, los valores de f  en puntos de la frontera serán: 

3)(sen)(cos3)(cos))(( 223

)(

+++= uuuuwf

uh



 

Es decir, teniendo en cuenta que 1)(sen)(cos 22 =+ uu , 

4)(cos2)(cos)( 23 ++= uuuh   con  20  u . (2) 

 

Se deja como ejercicio hallar el máximo y mínimo de )(uh  con  20  u , es el análisis de una 

función continua de una variable en intervalo cerrado y acotado. 
 

Los resultados a obtener para la frontera de S son: 

máximo: 7)0,1())2(()2())0(()0( ===== fwfhwfh 


 

mínimo: 4)1,0())(()()1,0())(()(
2

3
2

3
22

=−===== fwfhfwfh  
 

 

Esto se puede lograr mediante derivadas en el interior ( 20  u ) y comparando con los valores 

de )0(h  y )2( h . 
 

 

LOS TEMAS CORRESPONDIENTES AL T.P. V SE COMPLETAN EN LA SÍNTESIS S-5C 

 
(2) Observe que ))(cos()( uguh =  del análisis anterior. 


