FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-5B, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Maximos y minimos de funciones escalares

Introduccion
En la figura se representa y = f(x) con a < x <b, por simple
observacion es claro que:

= f(b) esel minimo valorde f enel [a,b].

= f(x) esel maximo valorde f enel [a,b].

Estos son el minimo y el maximo absolutos de los valores de la

funcion en dicho intervalo. a M 2 B bx

Por otra parte f(x,) y f(x;) también son minimo y maximo, si se los considera en un entorno de X, y
X3 respectivamente. En este caso se trata de extremos (méximo o minimos) locales o relativos.
El concepto es el mismo para toda funcion escalar de una o mas variables.

Extremos locales o relativos (maximo y minimo)

Dada f:D < R" — R yel punto A interior a su dominio, se dice que:
= f(A) es minimo local de f(X) cuando VX € E*(A) resulta f(X) > f(A).

= f(A) es maximo local de f(X) cuando VX € E*(A) resulta f(X) < f(A).

Estas definiciones estdn dadas en sentido estricto, si se desea definir extremos locales en sentido amplio
debe reemplazarse “> por >y “< por <.

Extremos absolutos (méximo y minimo)

Dada f:DcR" — R, elconjunto S=D yel punto AeS se dice que:
= f(A) esminimo absoluto de f(X) en S, cuando VX €S —{A} resulta f(X)> f(A).
= f(A) es maximo absoluto de f(X) en S, cuando VX €S —{A} resulta f(X) < f(A).

Estas definiciones estan dadas en sentido estricto, si se desea definir extremos absolutos en sentido amplio
debe reemplazarse “> por >y “< por <.

Ejemplo: f(x) =sen(x) con 0<x<2xz.En[0,2x]: f(x/2)=1esmaximoabsolutoy f(37/2)=-1
es minimo absoluto. Ambos en sentido estricto, pues sélo en esos puntos de dicho intervalo la
funcidn alcanza los valores indicados.

Por supuesto que, como 7z/2 y 37/2 son puntos interiores al intervalo [0,2 7], los mencionados

extremos absolutos también son extremos locales.

Ejemplo: f(x) =sen(x) con 0<x <3, endicho intervalo tiene f(7z/2)=f(5x/2)=1 como maximo
absoluto en sentido amplioy f(37/2) = -1 como minimo absoluto en sentido estricto. Sin em-
bargo, como extremos locales los tres lo son en sentido estricto. ¢Por qué?
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Teorema: Toda funcion escalar continua en un conjunto cerrado y acotado, produce maximo y minimo
absolutos (en sentido amplio) en dicho conjunto.

Este es el Unico teorema que permite asegurar la existencia de extremos absolutos. Bajo las condiciones del
mismo, los extremos absolutos se produciran en el interior o en la frontera del conjunto.

Analisis de existencia de extremos locales para funciones de una variable -- revision

Comencemos observando el grafico de la derecha que representa

en color rojoa y = f(x) en un cierto dominio D. ¥

\VVemos que:

o f(x) es méaximo local con f'(x;) =0, recta tangente hori-
zontal en A .

o f(x,) es minimo local, pero f no es derivable en x,. La -
linea roja no admite recta tangente en A,.

o  f(x3) noesextremo local, pero f'(x;) = 0. Recta tangente
horizontal en A;.

Es decir, f'(X,) =0 no asegura que f(x,) sea extremo local. Es mas, f(X,) puede ser extremo local sin
que f seaderivable en x,.

Por ello, el andlisis tipico para saber si f(x,) es 0 no es extremo local, sigue los siguientes pasos:
1. Se determinan los puntos criticos, estos son los x, tales que:

(@) f noesderivableen x,, o bien,

(b) f esderivableen x, y f'(X;) = 0. En este caso x, se denomina punto estacionario.
2. Siendo x, un punto critico, segun sea del tipo (a) o (b), el analisis es como sigue.

(@) Debe aplicarse la definicién de extremo local.

(b) En esta situacion tenemos alternativas:
(b1) Se aplica la definicion de extremo local.
(b2) Se analiza en un E(X,) el signo de la derivada a ambos lados de dicho punto.

TN\ N/

> L >
» >

ko Xo
f (X,) méximo local: f (Xo) minimo local
aizquierda f'(x) >0, aderecha f'(x)<0. | aizquierda f'(x) <0, aderecha f'(x)>0.

(b3) Si la funcion admite derivadas sucesivas, suponga que con Kk >1 la derivada de menor orden
quenoseanulaes f®(x,)=0:
— Si k esimpar, f(X,) no es extremo local.

— Si k espar: “cuando f®(x,) >0, f(x,) es minimo local”, “cuando f®)(x,) <0, f(x,)
es maximo local”.

Lo dicho sintetiza el anlisis de extremos locales para funciones escalares de una variable.
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Veamos ahora como se plantea el analisis para funciones escalares de varias variables.

Teorema: Sea f:Dc®R" —> %R con n>1yel punto A interiora D. Si f(A) es extremo local y existe

f'(A,F) , entonces f'(A,F)=0.

Caso particular: [Si f(A) esextremo local y f es diferenciable en A, entonces Vf (A) = 0.

Observe que, siendo diferenciable, f'(A,F) = Vf (A)-F VF e R". Pero por ser
extremo local estas derivadas deben ser nulas, es decir,
VE(A)-F=0 VFeR" = Vf(A)=0.

Analisis de existencia de extremos locales para campos escalares

Dada f:D < %R" — R con n>1, el analisis tipico para saber si f (A) es o no es extremo local, sigue los
siguientes pasos.

1. Se determinan los puntos criticos, estos son los puntos A tales que:
(a) f no es diferenciable en A, o bien,

(b) f esdiferenciableen Ay Vf(A)=0.Eneste caso A se denomina punto estacionario.

2. Siendo A un punto critico, segin sea del tipo (a) o (b), el analisis es como sigue.
(@) Debe aplicarse la definicién de extremo local.

(b) En esta situacion tenemos alternativas:
(b1) Se aplica la definicion de extremo local.
(b2) De cumplirse sus hipotesis, se puede aplicar el teorema que se enuncia a continuacion.

Teorema:

Sea f:DcR" >R conn>1,talque f eC3(E(A) y Vf(A)=0.

Sea H(A) el determinante de la matriz jacobiana del Vf en A, también denominado hessiano
de f en A. Dado que Vf =(fx . fx ), H (A) adopta el siguiente aspecto:

—H1 - H2 -

Frox (A)| fxx, (A)| -+ fex (A)

H(A) = f)é;xl('&) f)é;xz('&) f)é;xp (A)

B (A TG (A iy (A)

En este determinante, empezando desde el extremo superior izquierdo (como se indica recua-

drando), podemos distinguir los siguientes determinantes:

H, = ‘ fyox, (A)‘ = fyx, (A), cuidado que no es un valor absoluto, es un determinante de 1x1.

[T ® (A
fyox (A Txx, (A)

Y asi sucesivamente, hasta H, = H(A).

= T (A) Ty (A)—(fyy, (A))?, derivadas cruzadas son iguales.

Habiendo calculado todos estos determinantes, se puede afirmar lo siguiente.
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Si H(A) # 0, de dan tres posibles situaciones:
a) H,<0,H,>0, ---signos alternados hasta H,: f(A) es maximo local.
b) H,>0,k=1---,n: f(A) esminimo local.
c) Otrasituacion: f(A) no es extremo local.

Si H(A) =0, este teorema no permite determinar si f(A) es o no es extremo local. En este caso, una
herramienta para analizarlo es aplicar la definicion de extremo local.

Cuando este teorema permite detectar un extremo local, este es un extremo en sentido estricto.

Caso particular — funcion escalar de dos variables

Ahora tenemos f : D c®? — R con f e C2(E(A)) y Vf(A)=0,siendo A= (x,Y,)-
La grafica de f tiene ecuacion z = f(x,y) con (x,y)eD Yy el plano tangente 7z, a ella, en el punto

To = (%o Yo T (X, o)), tiene ecuacion z = f (x,, o) + fx (%o, Yo) (X—%9) + (X0, Yo) (Y= ¥o) -

Pero en este caso Vf (A) =0, con lo cual son nulas ambas derivadas parciales y la ecuacion de 7, es:
z=1(X,Y),

es decir, 7, es horizontal (paralelo al plano xy).

Por su parte, el hessiano correspondiente resulta:

fc(A) 5 (A)
fix (A fiy (A)
pues las derivadas cruzadas son iguales ya que f e C?(E(A)).

—

H(A) = = fx(A) fyy (A -y (AF,

El mismo criterio de clasificacion mencionado antes, para dos variables puede expresarse como sigue.
£ (A) > 0, es minimo local.

a) Si H(A)>0, f(x,,Y,) esextremo local. Con: i _
) () (Xo: Yo) {f)g((A) < 0, es méaximo local.
b) Si H(A) <0, f(X, Y,) no esextremo local.

c) Si H(A) =0, este teorema no permite determinar si f (A) es o no es extremo local.

Comentario: Cuando H (A) > 0 se puede demostrar que la grafica de f , en un entorno de 'I:O queda de un
solo lado de su plano tangente en T,. Como 7, es horizontal, si queda por encima es minimo

local y si queda por debajo es maximo local, lo cual se determina con el signo de f;;((,&). &)
Esta es una descripcion geométrica Util para 2 variables.
En general, H (A) se utiliza para determinar cuando una forma cuadratica tiene signo definido

enun E*(A), dicha forma es la del término complementario de Taylor de 1er. orden.

® También podria usarse f%, (A), ya que para que H (A) > 0 ambas deben tener el mismo signo y su producto ser mayor que
el cuadrado de la derivada cruzada.
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Continuemos ahora con la interpretacion geométrica para dos variables, observemos los siguientes gréaficos.

z
A la derecha se muestra un caso en el que f(X,,Y,) es mi-

nimo local, con plano tangente horizontal de ecuacion:

z=1(X0 o) - Fxo.¥0) "‘\\_/

Observe que en un entorno de Ty = (X, Yo, T (X, ¥o)) 12 su- ' Yo Y
) (1)/4 -
perficie queda desde el plano tangente hacia z*. X

A la derecha se muestra un caso en el que f(X,,Y,) €s ma-
ximo local, con plano tangente horizontal de ecuacion: i B

z=1(Xp,Yo)- ( : )

perficie queda desde el plano tangente hacia z~.

Observe que en un entorno de T, = (Xy, Yo, f (X, Yo)) la su- / Yo Y
Xo/ -
X

Ahora vemos que la superficie tiene plano tangente
horizontal en T, = (X,, Yo, f (X5, ¥p))- El plano no

estd dibujado, pero es claro que la superficie no
queda de un solo lado del mismo.

Pueden observarse las curvas C1 y C,, ambas inclui-
das en la superficie. Los puntos de C; estan desde To
hacia arriba, mientras que los de C; estan desde To
hacia abajo.

En este caso f(xy,Y,) NO es extremo local.

Por ultimo, en el grafico de la derecha se representa un trozo de 4

superficie de ecuacion: - | 2
z=2+x*+y? para (x,y) € R%.

Es claro que f(X,y)= 2++/x>+Yy? no es diferenciable en el

origen ya que, por ejemplo, f(x,0) =2+ x| no es derivable para 2

x=0. Es decir, no queda definida la derivada parcial de f res- ,
pecto de x en (0,0). / y
La superficie no admite plano tangente en (0,0,2), sin embargo X

f (0,0) = 2 es minimo local porque cumple con la definicién:
f(X,y) = 24+4X*+y? > 2= f(0,0) V(x,y) e E*((0,0)).

Por supuesto que f(0,0) = 2 también es minimo absoluto de los valores de f en R?.
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Ejemplo: Analice la existencia de extremos locales de f (x,y) = x? y+x%+ y® —3y? + 2 definida en R>.

Dado que la funcién es polinémica, es C? en %2, los puntos criticos son aquellos que anulan
ambas derivadas parciales de 1° orden.

fe(X,y) =2xy+2x ptos. criticos 2xy+2x=0 @)

, I

{fy(x,y)=x2+3y2—6y x?+3y?-6y=0 (b)
De (a): 2x(y+) =0 —» x=0 v y=-1.
y=0 — (0,0),
y=2 — (0,2).
Cony=-1—® 5 x243+6=0 — x>=-9 no tiene solucién real.
Los puntos criticos son: (0,0) y (0,2). Calculemos las derivadas segundas.

Con x=0 —253y?_6y=0 - 3y(y—-2)=0 —>{o

0.0) | (0,2)
fc (X, y) =2y +2 2 6
fry (% ¥) = 2X 0 0 Con esto podemos calcular
— el hessiano en cada punto.
fyy(X,y) =6y-6 -6 6

H (0,0) = g —06 =-12<0 = |(0,0) no es extremo local |

H(0,2) = ‘8 g =36>0 = f(0,2) esextremo local. Como fy;(0,2) =6 > 0, se concluye que

£(0,2) =—2 es minimo local |

Ejemplo: Analice la existencia de extremos locales de f(x,y) = x? y — y? + 3 definida en R°.

Dado que la funcién es polinémica, es C? en %, los puntos criticos son aquellos que anulan
ambas derivadas parciales de 1° orden.

f)E(X, y) =2XYy tos. criticos 2X y= 0 a
{f§(x,y)=x2—2y p }{x2—2y=0 Eb%
De(a): x=0v y=0.

b
Con x=0—2>-2y=0 > y=0 > (0.0) } Unico punto critico: (0, 0).
Cony=0—®5%x2=0—> x=0 - (0,0

fxx(0,0) =[2Y] g0 =0 0 0

fyy (0,0) = [2X](00) =0 — H(0,0) = ‘0 B 2‘ =0, no se puede concluir.

fy (0.0) = [2]0,0=—2
Una posible estrategia para continuar, es determinar el conjunto de nivel f(0,0) =3, Ls, y estu-
diar f(x,y) enun entorno de (0,0) en puntos que no pertenezcan a Las.
Ls: x°y—-y?+3=3 5> (x*-y)y=0 5>y=0v y=x2,

Entonces los puntos de L3z son los del “eje X y los de la parabola de ecua-
cion “y = x?” dibujados en color rojo. En todo entorno de (0,0) tendremos Q /
puntos como A = (0, ¢) con ¢ positivo y otros como B = (a,b) que estan f 5,
entre la pardbola y el eje x, es decir 0 <b < a.

Como f(x,y)=(x*-y)y+3,enpuntostipoA: f(A)<3yentipoB: f(B) >3, esto permite
asegurar que f(0,0) =3 no es extremo local.
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Analisis de extremos absolutos

Por lo dicho antes, cuando una funcion es continua en un conjunto S cerrado y acotado, produce maximo y
minimo absolutos en dicho conjunto. En esta situacion, la estrategia para hallarlos es la siguiente.
1. Se determinan los extremos locales en el interior de S.
2. Se determinan el maximo y minimo valor de la funcion en la frontera de S.
3. Comparando los valores extremos que se producen en el interior y en la frontera, el mayor de todos
es el m&ximo absoluto y el menor el minimo absoluto.

Ejemplo: Analice la existencia de extremos absolutos de f (x,y) = x> +3x? + y? + 3 en puntos de la region
plana S definida por x*+y? <1.
Dado que f es continua, por ser polindmica, en S cerrada y acotada, la funcion produce extremos
absolutos en S.
Analisis en puntos interiores a S, es decir, puntos para los cuales x+y? <1.

(X, =3x%+6x tos. criticos 3x° +6x=0 3IX(x+2)=0 > x=0v x=-2
{fXQ((x,i//)):Zy p 5{2y=o j>y=(o )
Los puntos criticos son (0,0) y (—2,0), pero este Gltimo se descarta porque no es interior a S.
fyx (0,0) =[6X+ 6] g0y =6
1,00 =[0lge =0  — H(0,0)= ‘8 0l =120, con ;5(00)=6>0.
f)',’y(0,0) = [2](0,0) =2
Entonces\ f (0,0) = 3 es un minimo Iocal\ en el interior de S.

Anélisis en la frontera de S, es decir, puntos para los cuales x? +y? =1.

En puntos de esta circunferencia se cumplira que y? =1—x? con —1< x <1, lo cual, reempla-
zado en la expresion de f , permite obtener:

f (pto. fronteradeS) = x® +3x? +1-x* +3=x>+2x*+4=g(x) con —1<x<1
Ahora debemos hallar maximo y minimos de g(x) = x> +2x? +4 con —1< x <1, que también
es continua en el [-1,1].

En el interior de [-1,1], es decir, —1< x <1:

g'(x) = 3x2 +4x RO o 342 4x=0 — x=0 v x=-4/3, el (ltimo se des-

carta por no ser interior al intervalo. Solo queda x=0.

g"(x) =6x+4 — g"(0)=4>0 = g(0) =4 es minimo local, como x?+y? =1, esto
se corresponde con f(0,—1) = f(0,1) =4 minimos locales en el interior de [-1,1].

En la frontera de [-1,1], es decir, x=—-1 0 x=1: g(-)=5 y g@@) =7, esto se co-
rresponde con f(-4,0)=5y f(1,0)=7.

Entonces [‘minimo: f(0,—1) = f(0,1) =47, “maximo: f (1,0) = 7" en la frontera de S.

Comparando f(0,0) =3 (minimo local en el interior de S) con los valores extremos en la frontera
de S se concluye lo siguiente.

Minimo absoluto en S : f(0,0) = 3, Maximo absoluto en S: f(1,0) = 7|

A continuacion, se indica una alternativa para analizar f (x,y)en la frontera de S.
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En este caso, como la frontera es la circunferencia de ecuacion x*+y? =1, se la puede parame-
trizar mediante:

X = (cos(u),sen(u)) con 0<u<2rx

W(u)
Con esto, los valores de f en puntos de la frontera seran:
f (W(u)) = cos®(u) + 3 cos?(u) +sen®(u) +3

h(u)

Es decir, teniendo en cuenta que cos?(u) +sen?(u) =1,
h(u) = cos’(u) +2 cos’(u) +4 con O0<u<2rz.®@

Se deja como ejercicio hallar el maximo y minimo de h(u) con 0<u <2, es el analisis de una
funcion continua de una variable en intervalo cerrado y acotado.

Los resultados a obtener para la frontera de S son:

maximo: h(0) = f (W(0)) =h(2x) = f(W(2x))= f(L0) =7

minimo: h(Z) =f(W(%))=f(0,1) = h(37”) = f(v”v(%”)) =f(0,-1)=4
Esto se puede lograr mediante derivadas en el interior (0 < u < 2 ) y comparando con los valores
de h(0) y h(2r).

LOS TEMAS CORRESPONDIENTES AL T.P.V SE COMPLETAN EN LA SINTESIS S-5C

@ Observe que h(u) = g(cos(u)) del andlisis anterior.
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