FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-9, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Précticos.

Otros conceptos sobre superficies

En la pagina 6/10 de la Sintesis S-3B definimos punto regular y punto simple de una superficie. En parti-
cular, una superficie ¥ de ecuaciéon X = F(u,v) con (u,v) € D es regular cuando F es diferenciable y el

producto vectorial ii = R x R, = 0 en todo punto de D. @
Se dice que ¥ es una superficie suave, cuando es regulary F e C*(D).®

Por otra parte, la superficie es suave a trozos cuando se la puede subdividir en una cantidad finita de trozos
de superficies suaves.

Area de una superficie

Dada la superficie ¥ de ecuacion X = F(u,v) con (u,v) e D, si ¥ es suave y simple, el &rea de la misma
se puede calcular mediante:
drea(z) = [[ IR (u,v)xRj(u,v)[|dudv, 1)

donde se supone que D es un conjunto acotado con frontera de area nula.

A continuacion, comentamos una interpretacion geométrica de esta formula.

—

D du dv F_ 4

v

U u+du

El rectangulo de &rea dudv en el plano uv se convierte, a través de F , en un trozo de superficie limitado
por las lineas coordenadas C,,C, 4,.C, ¥ C,.q - Si rectificamos los pequefios trozos de curva de uy v

constante segun los vectores ds, = Iflj duyds, = If\; dv, el trozo de superficie se rectifica como parte del

trozo de plano tangente cuya areaes do =|| dS, xds, || =|| R, dux R, dv || =|| F; xR, || dudv . Donde du'y dv
son incrementos positivos de las variables independientes, tan pequefios como podamos imaginarlos.

Al integraren D segtn (1) “sumamos” todos los do, que se denominan diferencial de area de superficie,
y obtenemos el area de la superficie.

Como veremos mas adelante, si la superficie es suave a trozos, el area la podemos calcular sumando el area
de los distintos trozos que la componen.

1) O bien, en un conjunto abierto que incluyaa D .
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Ejemplo: Calcule el area de la superficie de ecuacion z = xy con (x,y) € D, donde D es un circulo de
radio 3 con centro en el origen de coordenadas.

En este caso una ecuacion vectorial para la superficie es:
X =(x, Y, xy) con (x,y)eD.
| ——

F(x.y)
Como esta parametrizada en las variables x e y, la formula (1) queda:

érea(z) = ”D | Fe (X, y)x Fy(x, y) || dxdy

=(-y,-x, 1) - [[Fx(x y)xFyxy)l 1 y?

P O
X< X<

i
Fx (X, y)xFy(x,y) = é

Entonces, reemplazando,
area(z) = J.J'D’/H x? + y? dxdy

dado que D es el circulo especificado, pasando a polares queda:

2 3 2
drea(s) = [ " do [ V1+r?rdr =101 [ " do = 27 (10%2-1)

%/—/
Llaer2)2;

Integral de superficie

Consideremos una superficie  suave a trozos y simple de ecuacion:
X = F(u,v) con (u,v)eD,
supondremos que T esté incluida en una regién abierta H de R>.
En estas condiciones, presentamos dos tipos de integrales de superficie como sigue.

Integral de superficie de campo escalar

Dado f:H cR™ — R, suponiendo f continuo en H (donde esta incluida la superficie ), el simbolo
”2 f do representa la integral de superficie de f sobre X, donde:
o f seevallaen puntos de X,

« do=| F,xF || dudv es el diferencial de 4rea de superficie,
con lo cual la férmula de célculo de la integral de superficie de campo escalar es:

[ fdo =[5 f(Fv) I Riu,v)xRi(u,v) | dudv. )

Observe que f(F(u,v)) es el valor del campo en cada punto de la superficie, el cual se multiplica por el
diferencial de area. La integral “suma la colaboracion de esos productos” en puntos de la superficie.

En particular, cuando f(X) =1 vX X resulta .”z do = ﬂD | By (u,v)xFy(u,v) || dudv = area(x).

En el caso general, el resultado de .Uz f do depende de la informacion que brinda f de la superficie.
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Los valores de f caracterizan a X desde el punto de vista que se la esta analizando.

Para fijar ideas supongamos que = es una chapa en R°>de espesor despreciable, que tiene la forma de la
superficie. Si adoptamos el metro? (m?) como unidad de medida de do, algunos ejemplos elementales son:

d(masa)
ﬂ f da = masa(X) , donde f es ladensidad superficial de masa (también denotada &).
z \ﬁf_/
kg m? kg
m
d(costo)
” f da Costo(D), donde f representa los $/m? (costo por unidad de &rea) en cada punto.
Z %,_/
$
d(carga)
—
. ” f da Carga(D), donde f representa la densidad superficial de carga eléctrica.
z %/_J
C,ﬂlzﬂ m Coul

Por otra parte, el valor medio f. ., del campo escalar f en X, es el valor constante que deberia tener para
que su integral de superficie en X resulte de igual valor. Es decir,

fdo= ([ f_, do=f do = f_, area(z),
”z .Uz w?%e med ”z med

de donde:

f J'fda valor medio 3)

defen X

med area(E)

Ejemplo: Calcule el valor medio de f(x,y,z) =yz sobre el trozo de plano X de ecuaciéon z =3x con
x2+y?<2y.
Por ahora, como en el ejemplo anterior, no es necesario hacer una interpretacion geométrica de
la superficie pues tenemos su ecuacion y la del dominio de integraciéon D: x?+y* <2y.
Una ecuacién vectorial para la superficie es X = (x, y, 3x) con (x,y)eD.
%,_J
F(x,y)
La formula (2) queda HZ fdo = HD F(F(x,y)) Il Fx(x, y)xFj(x, y) || dxdy

f(F(x,y)) = f(x,y,3x) =3xy.
3 3 ijok ) 3
Fx'(x,y)xFy'(x,y)=(1) 2 8=(—3,0,1)—>|| Fx (X, Y)xFy (x,y) ]| = V10

Para aplicar (3), debemos calcular dos integrales:

o drea(z) = ﬂz do = ij Il Fx(x, y)xFy (%, y) || dxdy = +/10 ijdxdy

J10
o jjz fdo = ij f(F(x,Y)) || Fx(x, y)xFy(x, y) || dxdy = 3mijxydxdy
3xy J10
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Solo nos queda poner los limites de integracion y operar, para ello veamos cual es la region de
integracion D .

Completando cuadrados resulta: Ya o o«
X2+y2 <2y o> xX2+y2-2y<0 > x*+(y-1? <1, 2/

es decir, es un circulo de radio 1 centrado en (0,1) . D

En este caso vemos que para “barrer la region” girando la semi- 5

rrecta color rojo en sentido antihorario debemos trabajar con o 0

0<O<r.

Por otra parte, la frontera de la region es la circunferencia de ecuacién x* +y® = 2y, que pasada
a polares (por simple reemplazo) tiene ecuacion r = 2sen(6).

En cualquier posicion intermedia (& constante), tenemos que 0 < r < 2sen(&), con esto podemos
calcular las integrales antes indicadas.

2 0
o drea()= V10 [[_dxdy =10 [ do|, ) ar = 2410 [["sen?(0)d6 =10 7
%/—J \_ﬂ__/
Lprepgeen@ [L6-1sen(20)]7

o ”z fdo = 3\/EJ‘J'nydxdy :3\/Ej.érd¢9j.()zsen(‘9)rcos(0) rsen(@)rdr =

% cos(6) sen(é?)[r“]gse"(‘g)

= 12@I§cos(e)sen5(0) d6 =12410 L[sen®(&)IF =0

Entonces, aplicando (3), resulta f,.4 = m Hz fdo = ﬁ- 0=0.

Las siguientes son otras aplicaciones en relacion con una superficie X, con densidad de masa &(x,y,z) en

cada punto (x,y,z) eX. Dado que la superficie est4 en %>, corresponden féormulas similares a las vistas
para un cuerpo, reemplazando la integral triple por la de superficie. Asi tenemos:

Momentos estaticos respecto de los planos coordenados:

Mxy(z)=ﬁ2z5(x,y,z)da , MXZ(Z)=HEy5(x,y,z)da , MyZ(Z):IIZxé(x,y,z)da

Coordenadas del centro de masa:

My (%) [[;xé(xy,z)do My (®)  [lryé(xy.z)do _ My (®)  [zzo(xy,z)do
T masaX) [ o(xy,z)do G T masa(Y)  [f; o(x,y,2)do 6 = masa(¥)  [f; o(x,y,z)do

Momentos de inercia:
IX(Z):Hz(y2+22)5(x,y,z)do- , Iy(Z):_Uz(x2+22)5(x,y,z)do-,

1, (%) :jjz(x2 +y))8(xy,2)do e Iy(Z) :jjz(x2 +y? +22)8(x,y,2)do .
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Integral de superficie de campo vectorial (flujo)

Dado f:H < ®R™ — R™, suponiendo f continuoen H (donde esta incluida la superficie =), el simbolo
.Uz f.-ndo representa la integral de superficie o flujo de f a través de =, donde:

« f seevallaen puntosde =,
e n eselversornormal a £ en cada punto de la superficie,
« do=| F,xF || dudv es el diferencial de &rea de superficie.

— —

A veces se denota dé = ndo al diferencial vectorial de area de superficie. Dado que i = K} xF; es normal
a X en cada uno de sus puntos, este producto resulta:
d6 = ndo = FHXFV I E;xFy [l dudv = FxF; dudv.
IFa < Ful
Con esto, la formula de calculo del flujo es:

ﬁz f-ndo= ﬁD f(F (u,v))- R} (u,v)xFy(u,v) dudv. )

z
En el esquema de la derecha se representa, en dos puntos de la super- i _ 7

.. . . -, n
ficie, la posible situacion del producto escalar ﬁ/'

f-n=[ fllin{lcos@)= || f [l cos(a), 4

que calcula la proyeccion “con su signo” de la longitud del vector B~
segun el n a la superficie. S
Enel punto A: 0<a <x/2—cos(x)>0. La proyeccion resulta /

7

positiva, indicando que la componente de f segln fi tiene la misma

orientacion que la normal, el campo atraviesaa X con la orientacion
de la normal considerada. X

<VV

Enelpunto B: 7/2<a <z — cos(x) < 0. La proyeccion resulta negativa indicando que la componente
de f seglin n tiene orientacion opuesta a la normal, el campo atraviesaa £ con la orientacién contraria a
la de la normal considerada.

Entonces, punto a punto de X, la integral “suma las colaboraciones f-ndo”dela porcion de campo que

atraviesa a la superficie por el correspondiente diferencial de &rea. Por ello se habla de flujo a través de la
superficie.

Un ejemplo elemental seria cuando f representa la velocidad de un fluido (por ejemplo, aire contaminado)
que intenta pasar a través de un filtro, que tiene la forma de la superficie. En este casoa f -i le corresponde

unidad de medida de velocidad, por ejemplo, %(m/s). Mientras que do se expresaria en m?.

En este ejemplo: ”2 f-n do = Caudal, la cantidad de m3/s de fluido que atraviesan a la superficie.
M m2 m3
S

Hasta ahora, estamos hablando de la “intencidn del calculo”, queremos tener una medida de “cuéanto del
campo atraviesa a la superficie”.

En esta linea interpretativa podemos decir que el flujo es nulo cuando en todo punto el campo es tangencial
a la superficie (perpendicular a su normal), o bien, cuando se compensa la cantidad que atraviesa para un
lado con la que pasa para el otro lado de la superficie.

R.O. Sirne Pagina 5 de 8.-



FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-9, version 1.1

Es claro que estamos suponiendo que la superficie tiene dos lados, por supuesto que siempre trabajaremos
con superficies de este tipo, pero no todas cumplen con esta condicion.

Un ejemplo de superficie que tiene un unico lado es la de la banda
o cinta de Mdbius, que se representa a la derecha. Si la observa con
atencion vera que no es posible recorrer un lado, dejando el otro sin
recorrer (porque no tiene otro, sélo tiene un lado).
Otro caso, que puede encontrarse facilmente en linea, es el de la
botella de Klein.

Pero esto es unicamente como comentario ilustrativo.

Para el calculo de flujo es imprescindible que la superficie tenga dos caras, en ese caso se dice que la
superficie es orientable. Cuando elegimos la orientacion de la normal a la superficie, lo que hacemos es
establecer la orientacion que adoptamos para la superficie.

Es claro que, desde el punto de vista de presentacion tedrica, si la superficie tiene ecuacion X = F(u,v)

con (u,v) e D, lanormal surge de i = Iflj X If\,' y esto establece la orientacion que esta parametrizacion le

impone a la superficie.

De alli la formula de célculo (4) pero, en la practica, no siempre es esa la orientacion que deseamos. Al
igual que en la integral de linea de campo vectorial la parametrizacién elegida puede no orientar en la forma
deseada, pero no es necesario reparametrizar, alcanza con conocer una de las propiedades que a continua-
cién se comentan.

Propiedades de las integrales de superficie

Para calcular integrales de superficie es muy importante tener en cuenta las siguientes propiedades, en las
cuales indicamos .Uz f para representar a ambos tipos de integrales, .Uz fdo e .Uz f-ndo.

1. Con k constante, szf = kﬂzf .

2. .szJrg:.sz +.Uzg'

3. Si2=% UZX, con area(X; NX,) =0, entonces,

.sz :Ijzlf * .”.22 F. ﬁl‘\ c i,

En el esquema de la derecha se representa el arco curva C=%, N %, 5 v
. ; . . .y 1

que, como tal, tiene &rea nula y permite establecer la subdivision de
la superficie en £ =%, UX,. Observe que, antes de considerar cada
trozo de superficie por separado, la orientacion de ambos es hacia el
mismo lado de la superficie.

Z

Esta propiedad habilita a trabajar con superficies suaves a trozos, sumando las integrales en cada uno
de sus trozos.
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4. Influencia de la parametrizacion. Debemos referirnos por separado para cada tipo de integral.

a) Integral de superficie de campo escalar:
Parametrizando ¥ de manera que sea suave y simple, el resultado de la integral no depende de la
parametrizacion.

b) Integral de superficie de campo vectorial (flujo): Se supone X orientable.
Parametrizando X de manera que sea suave y simple, el resul-

tado de la integral no depende de la parametrizacion siempre %
z \'~
\\\

que se respete la orientacion de la superficie, en caso contrario
cambia el signo del resultado.

Sien cada punto de X, en lugar de usar el versor n usamos el L
—n, orientamos la superficie en el sentido opuesto. >
Recordemos que, geométricamente hablando, la orientacion de N

\

¥ se impone eligiendo la del versor normal.
Dado que f-(-m)=—f-i1, jjz f. (—ﬁ)olaz—jjz f.-ndo.

Si la superficie es suave a trozos, esta propiedad habilita —para ambos tipos de integrales— a usar una
parametrizacion distinta en cada trozo, sin olvidar las condiciones indicadas en la propiedad anterior.

Los simbolos ﬁz fdoy ﬁz f . fdo significan que la superficie es cerrada. Cuando se trabaja con super-
ficies cerradas es comun presentarlas como la frontera oD de un cuerpo acotado D.

Por ejemplo, si el cuerpo D es el de una esfera con centro en el origen y radio .

igual a 2, queda definido por x? + y? + z? < 4 . Su superficie frontera dD tiene t 5
ecuacion x> +y?+z°=4.
En el ejemplo del dibujo se indica que oD esta orientada con versor normal n y

saliente de D . Esta es la orientacion tipica que se adopta para el calculo de flujo X
a través de superficies cerradas.

Orientada oD con n saliente de D, cuando ﬁaD f.fAdo > 0 sedice que el flujo es saliente de D, mientras

que si ﬁaD f.fAdo <0 el flujo es entrante.

Flujo a través de un trozo de plano paralelo a uno de los planos coordenados

Supongamos la superficie X incluida en el plano de ecuacion y =y,, 7
como se representa en el dibujo. En este caso se la ha orientado con ) -

, . SO I I
n = (0,1,0), es decir, hacia y". D C B

., . . . . Xz O
D, es la proyeccion de la superficie sobre el plano xz, tiene la misma L= .

) A L Yoo
forma que X yadmite laecuacion X =(X,Y,,z) con (X,z) € Dy, . / T y y
%,_/ X v
F(x.2)

En este caso, intentando aplicar la formula (4), el producto F, x F, = (0,—1,0) tiene orientacion opuesta a

la deseada. Por ello, para el calculo usamos directamente el opuesto (para algunas personas esto le resulta més
claro que cambiar el signo del resultado de la integral). Con esto queda:

ﬁz f-ndo = ij f(X,Y,,2)- (01,0) dxdz.
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Conclusién: Cuando aplicamos la formula (4), puede que la orientacion de la normal deseada sea opuesta
a la orientacion de F} x F. En ese caso tenemos dos alternativas:
a) Calculamos segun (4) y le cambiamos el signo al resultado,
b) Usamos el vector opuesto a F| x .

No apliguemos ambas, sélo una de ellas, pero en ambos casos debemos aclarar brevemente
qué estamos haciendo.

Ejemplo: Dado f(xy,2) = (2xz,2yz, z?), calcule el flujo de f através de la superficie frontera del

cuerpo definido mediante 1< z <10—x? —y?.
El cuerpo D tiene superficie fronteraes 6D =%, UX,. Las

superficies X, y X, tienen en comun la curva:
c_lz=10-x"—y* _ J1=10-x"-y® _ [x*+y*=9
z=1 Cz=1 - z=1 ’

cuya proyeccion sobre el plano xy es la circunferencia fron-

tera de la region Dy definida por x* +y* <9.
Dado que oD es superficie cerrada, vamos a orientarla en forma saliente de D, quedando:
ﬁan-ﬁdazjjzlf-ﬁda+jjzzf-ﬁda, #)

donde X, y X, deben orientarse segln se indica en la figura.

Ecuacionde %, : z=1 con (X,y) e Dyy - Como es un trozo de plano paralelo al plano xy, pode-
mos calcular directamente la integral teniendo en cuenta que n = (0,0,—1), mediante:
- B - ‘ B _ _ oz a2
Hzl f-ndo = ”D f(x,y,1)-(0,0,-1) dxdy = ”ny dxdy = —area(Dyy) = -73" =-97.
(2x,2y.1)
Ecuacionde =, : z=10—-x*—y? con (x,y) € Dyy . que se la puede parametrizar mediante:
X =(x,y,10-x*—y?) con (x,y) € Dyy.
F(x,y)

En este caso F,(X, y)x Ify’(x, y) =(2x, 2y, 1) que claramente tiene la orientacion deseada.

rie ra (2x,2y,1)
JIs, F-ndo =[5 T00.20-0 —y*) iyl 2x, 2y, 1 dxdy =

2
_ IIDXy [(2xz,2y2,2%)],_,, o 2(2%, 2y, 1)dxdy =

= HD [(L0—x* - y*)® —4(x* + y?) + 40(x* + y*)]dxdy
Xy
Pasando a coordenadas polares queda:
o= N 3 2\2 4 2 L
szf-nda—jo dejo[(lo—r Y2 —4r*+40r?)]rdr = ---=981r

Reemplazando en (#): ﬁaD f-ﬁdazﬂz f'ﬁda+ﬂz f-ndo =—97+9817 =972, el flujo
1 2

resulta saliente.
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