FIUBA 2020 Andlisis Matematico II Ecuaciones diferenciales

Los ejemplos resueltos de ecuaciones diferenciales de estas notas tienen el tenor de los ejercicios que integran el Trabajo
Practico XI de la Guia de Trabajos Practicos.

1. Hallar la solucién y : I C R — R del siguiente problema de valor inicial, que involucra una ecuacién diferencial homogénea
de primer orden.

2y (z) = y(x) + 2@/ y(1) =0

Ay(@) =—zIn(l —In(z))

& Dado que el intervalo en el que estd definida la solucién no puede contener a xg = 0,
y debe incluir a 1 = 1 (pues alli estd dada la condicién inicial), se tiene que debe ser T=c¢€
x > 0, lo que permite reescribir la ecuacién diferencial como

Y (@) = y(z)/z + ",

que con la sustitucién y(z) = zz(z) (y por lo tanto y'(z) = z(x) + z2'(x)) la simplifica
en la siguiente ecuacién diferencial de variables separables en la incégnita z(x):

da
T

2(z) + 22/ (x) = 2(z) + *) esto es 22/ (z) = €™, 0 bien % =

Y
8]

vl e

De esta ecuacién diferencial es inmediato que —e~*(*) = ¢ + In(x), e imponiendo la condicién inicial (y(1) = 0 equivale
a z(1) = 0) es ¢ = —1 de donde se tiene que z(z) = —In(1 — In(z)); pero regresando a la variable original la anterior es
y(z)/xz = —In(1 — In(z)), de donde finalmente resulta la solucién del problema de valor inicial.

y:(0,e) = R tal que y(z) = —zn((1 — In(x))

Observacion. En la figura se muestra la gréfica I'y de la solucién, que tiene una asintota vertical en la recta de ecuaci
on z = e; el intevalo abierto I = (0, ¢) donde estd definida la funcién y es maximal, no puede ser ampliado. Puede verse
que este intervalo contiene el punto x; = 1 donde se establece la condicién inicial.

2. Hallar la solucion y : I C R — R del siguiente problema de valor inicial, que involucra una ecuacién diferencial exacta.

ry?de + (yx® +1)dy =0, y(1)=0

& Se sabe que si la ecuacién diferencial P(z,y)dx + Q(x,y) dy = 0 es tal que los campos escalares diferenciables P, Q
cumplen en un dominio D C R? abierto simplemente conexo la condicién de simetria Py(z,y) = Q. (z,y),V(z,y) € D,
entonces puede escribirse de un modo mucho més sencillo como d®(z,y) = 0 siendo ® un campo escalar de clase C? en
D, que puede hallarse con la siguiente expresion.

x y
b(x,y) = / P(t,yo)dt +/ Q(z,t)dt, con cualquier Py = (z9,yo) € D
z Yo

0

De la ecuacién diferencial escrita como d ®(z,y) = 0 resulta, dado el cardcter de D que ®(z,y) = ¢ es la expresién que
define implicitamente la solucién. En este ejercicio P(x,y) = xy?, Q(z,y) = (y2® + 1) son C™ en el abierto simplemente
conexo D = R? y cumplen Py(z,y) = 2zy = Q. (z,y),V(z,y) € D, de modo que, tomando Py = (0,0) € D queda:

Y

@(w,y):/o P(t70)dt—|—/0 Q(x7t)dt:/o (O)dt—i—/O (%t +1)dt =0+ [2$2t2+t] :§x2y2+y
0

Puede verse que, efectivamente queda entonces la ecuacion diferencial reescrita:

1 1
d <2I2y2+y> :0<ﬁ>§x2y2+y:c
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Imponiendo la condicién inicial y(1) = 0 queda que ¢ = 0, de donde se tiene la ecuacidn:
1
§m2y2 +y=0

Esta ecuacién define implicitamente la solucién, que en este caso, ademds admite una expresién explicita muy simple (en
general, no serd el caso), pues %x2y2 +y=0= y(%x2y + 1) de donde la dnica funcién que cumple la condicién inicial es
la siguiente (lo que, por otra parte se comprueba de inmediato reemplazando el la ecuacién diferencial).

y:R— R tal que y(z) =0

Observacion. Es conveniente resolver este mismo problema, cambiando la condicién inicial a y(1) = 1 y alcanzar una
expresién explicita de la solucién, mucho menos inmediatas:

1
y: (0,400) — R tal que y(z) = ?(71 + V14 322)

3. Hallar la solucién y : I C R — R del siguiente problema de valor inicial, que involucra una ecuacién lineal de segundo
orden reducible a primer orden. La solucién debe ser tal que su grafica tenga una recta tangenete horizontal en el punto
Py =(0,1).

y' () + 9 (@) = 2 +2

& En primer lugar conviene decir que las condiciones iniciales exigen que y(0) = _ 2

/ L , ) Y(r) =1+
1,4'(0) = 0; por otra parte, la sustitucién z(z) = y'(z), transforma la ecuacién
diferencial dada en la lineal de primer orden 2z’(z) + z(z) = 2z + 2, que multiplicada
por su factor integrante p(x) = e® se convierte en e*2'(z) + e"2(z) = e"(2z + 2), T
lo que es equivalente a la inmediata [e"z(z)]" = e*(2z + 2) de donde queda que
e’ z(xz) = 2ze® + c1, pero como 2(0) = 3'(0) = 0 resulta que ¢1 = 0, de donde
2(xz) = y'(z) = 2z. Ahora es inmediato que y(z) = x? + c2, y con la condicién 1
y(0) = 1 resulta ¢z = 1, luego la unica solucién del problema de valor inicial es
y:R = R tal que y(z) = 1+ 22

Y
8

4. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales. En todos los casos, se sobrentiende que la incognita es una
funcién y = y(x).

(a)

’ 2xy

V= gm y(1)

& La sustitucién habitual y(z) = xz(z) (y por lo tanto y'(z) = z(x) + zz'(x)) apropiada para las ecuaciones
homogéneas (y que también transfiere la condicién inicial a la nueva variable: z(1) = y(1)/1 = 1) permite reescribir
la ecuacién diferencial ahora en la incégnita z = z(x).

, 2227 2z bi , 2z 23
= = obien: 22 = —— — 2= ———
202 4 1222 24 22 2 4 22 2+ 22

Agrupando términos en la anterior resulta la ecuacién exacta (también es de variables separables) siguiente, de
inmediata solucion.

2 1 1 1
< + ) dz + —dz = 0y entonces — — +1In(z) +In(z) = ¢
z x z

=
La condicién inicial z(1) = 1 permite obtener el valor de la constante ¢ = —1, resultando:
1
ln(xz)—;—klz()
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Retornando a la variable original resulta la ecuacién que define implicitamente en un entorno E(1) la dnica funcién
que satisface el problema de valor inicial (observar que se dan las condiciones del teorema de Cauchy-Dini).

1.2

In(y) — Z + 1 = 0 define implicitamente la tnica solucién y : E(1) CR — R

2y =y +zy, y()=1

& Dado que el intervalo en el que esta definida la solucién no puede contener a xg = 0, y debe incluir a 27 = 1
(pues alli esta dada la condicién inicial), se tiene que debe ser « > 0, lo que permite reescribir la ecuacién diferencial
como sigue.

2

x x
La sustitucién habitual y(z) = xz(x) (y por lo tanto y'(z) = z(x)+x2'(x)) apropiada para las ecuaciones homogéneas
(y que también transfiere la condicién inicial a la nueva variable: z(1) = y(1)/1 = 1) conduce a la ecuacién diferencial
ahora en la incégnita z = z(x).

1 d 1
242 = 2% 4+ z 0 bien: z2' = 2 que equivale a — —dz+ & 0 y entonces — + In(z) = ¢
z x z

& La condicién inicial z(1) = 1 permite obtener el valor de la constante ¢ = 1 y retomando y(z) = =%~
la variable original se tiene que la ecuacién que define implicitamente la solucién es un \
entorno de g = 1 es:

T
— 4+ In(z) =1
y (z)

A diferencia del ejercicio anterior, en este caso se puede obtener la expresién explicita
de la solucién del problema de valor inicial, dando el correspondiente intervalo maximal
donde se encuentra definida:

_ i 1
T 1—In(z)

En la figura se observa la grafica de la solucién, que presenta una asintota vertical de
ecuacién x = e, mientras que en z = 0 se produce una discontinuidad evitable, dado que
Flim,_, o+ y(z) = 0.

y:(0,e) — R tal que y(x)

3x?ydx + (2% + sen(y))dy =0, y(1) =0

a ecuacién diferencial P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0 es exacta, pues los campos escalares P(x,y) = 3z%y, Q(z,y) =
&L i6n dif ial P d d 0 1 1 P 322

(x3 + sen(y)) son C* en el abierto simplemente conexo D = R? y cumplen P, (z,y) = 32* = Q,(z,y),Y(x,y) € D,
de modo que:

x Y
O(x,y) = / P(t,yo)dt +/ Q(z,t)dt, con cualquier Py = (z9,y0) € D

0 Yo

La expresién anterior en este ejercicio, tomando Py = (0,0), se convierte en

x Yy
O(z,y) = / (0)dt + / (2 +sen(t))dt = 0+ [2°t — COS(t)]g =23y —cos(y) + 1
0 0
Entonces la ecuacién diferencial es
d (z%y —cos(y) +1) =0 & 2®y — cos(y) + 1 =c

Imponiendo la condicién inicial y(1) = 0 queda que ¢ = 0, de donde se tiene la ecuacién que define implicitamente
la solucién del problema de valor inicial en un entorno E(1), esto es una funcién y.F(1) C R — R que satisface
tanto la condicién inicial como la ecuacion diferencial.
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23y — cos(y) + 1 = 0 define implicitamente la tinica solucién y : E(1) C R — R

/2 2 —
2eyy’ = —y*, y(3) =2
& La ecuacién responde al tipo de las homogéneas de primer orden y el método habitual produce la solucién del
problema de valor inicial, y se recomienda el buen ejercicio de recorrer esa ruta; sin embargo, también es conveniente
notar que, en ocasiones, la forma de la ecuacién puede simplificarse mucho con solo escribirla de otro modo, por
ejemplo, asi:

1
2xyy’ +y? = 2% o bien [29?]' = 2%, de donde zy* = ga:?’ + ¢,y como y(3) =2 queda ¢ =3

De alli la solucién del problema de valor inicial es:

x2 3
y: (0,+00) = R tal que y(w) = \/ 5 + .

(2zy™3 +1)dz — (32%y™* —2y)dy =0 y(0) =1

& La ecuacién diferencial P(x,y)dx + Q(z,y)dy = 0 es exacta, pues los campos escalares P(z,y) = (2zy~3 +
1),Q(z,y) = —(32%y~* — 2y) son C*™ en el abierto simplemente conexo D = R x RT y cumplen Py(z,y) =
—62y~* = Q. (x,y),Y(x,y) € D, de modo que, tomando Py = (x9,%0) € D queda:

z y
D(z,y) = / P(t,yo)dt +/ Q(z,t)dt, con cualquier Py = (z9,y0) € D

0 Yo

La expresién anterior en este ejercicio, tomando Py = (0,1) queda

T Y .
®(z,y) = /O (2t + 1) dt + /1 (2t =322t~ dt = [ +t], + [P+ 2% 7] =x+ 2%y P +y° - 1
Entonces la ecuacién diferencial es

d (3:+x2y_3+y2—1) =0eat+rly 3 +yi—1=c

Imponiendo la condicién inicial y(0) = 1 queda que ¢ = 0, de donde se tiene la ecuacién que define implicitamente
la solucién del problema de valor inicial en un entorno E(1), esto es una funcién y : E(0) C R — R que satisface
tanto la condicién inicial como la ecuacién diferencial.

z + 2%y 3 + y* — 1 = 0 define implicitamente la tinica solucién y : E(0) C R — R

(%—1) dz+dy =0, y(2)=2

& Dado que el intervalo en el que estd definida la solucién no puede contener a xg = 0, y debe incluir a 1 = 2 (pues
all{ estd dada la condicién inicial), se tiene que debe ser x > 0, lo que permite reescribir la ecuacién diferencial como

1
(y — ) + 2y’ = 0 o bien 2y’ + y = x que equivale a [xy]' = = luego zy = 5902 +ec

Imponiendo la condicién inicial y(2) = 2 queda que ¢ = 2 y entonces la solucién del problema de valor inicial es:

y:(0,4+00) = R tal que y(x) = = +

|8
8N
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(2)

& La sustitucién z = y’, transforma la ecuacién diferencial dada en la lineal de Ay(z) =—14+e"
primer orden 2z’ + z = 0, que multiplicada por su factor integrante u(z) = e se

convierte en ez’ 4+ e¢”z = 0, lo que es equivalente a la inmediata [¢"z)] = 0 de

donde queda que €z = ¢, pero como 2(0) = y'(0) = —1 resulta que ¢; = —1, de

donde z = ¥’ = —e™". Ahora es inmediato que y = e~ ® + c2, y con la condicién > T
y(0) = 0 resulta c2 = —1, luego la unica solucién del problema de valor inicial es r,

y:R =R tal que y(z) = —1+e"". 1

& La sustitucién z(z) = y'(z), transforma la ecuacién diferencial dada en la lineal Ay(x) =1+3z

de primer orden z'(z) = 0, de donde z(z) = c1, pero como z(0) = y'(0) = 3 resulta
que ¢; = 1, y entonces z(z) = y'(z) = 3. Resulta asi que y(z) = 3z + c2, y con la
condicién y(0) = 1 queda ¢z = 1, luego la tnica solucién del problema de valor inicial r

es y: R — R tal que y(z) =1+ 3. Y

Observacion. El ejercicio, leido en clave geométrica hace innecesaria la secuencia

seguida arriba para obtener la solucién, pues estd preguntando por todas las curvas !

de concavidad nula (esto se dice en y” = 0), esto es todas las rectas, con pendiente —1

en el origen 3 (esto se dice en 3'(0) = 3), con ordenada al origen 1 (esto se dice en . > T
y(0) = 1). Naturalmente, no se necesitan las ecuaciones diferenciales para responder

con la recta de ecuacién y = 1 4 3x.

5. (a) Dadas las funciones escalares p y ¢, continuas en un intervalo I C R y el nimero real n # 1, probar que la ecuacién de
Bernoulli dada por ¢/ (x) + p(z)y(x) = q(z) y™(z) se puede reducir a una lineal de primer orden en la incégnita z = z(x)
mediante la siguiente sustitucién:

1—n(x)

Yy
dw) =57

& Derivando como funcién compuesta la funcién z resulta:

1-n 4 1 —
#o) =[] = I @) @) = @ @)
Reescribiendo la ecuacién original y'(z) 4+ p(z)y(z) = q(x) y™(x) en la variable z se obtiene z'(z) + (1 —n)p(z)z(z) = q(z)
que es, efectivamente, una ecuacién diferencial de primer orden. Resuelta la ecuacion en la variable z, luego se recupera
mediante la sustitucién original la funcién y, que resultara definida en un intervalo I* incluido en I.

(b) Detallar el procedimiento para resolver el siguiente problema de valor inicial.

1
Y (z) + —y(x) = 229°(x), tal que la gréfica de y pase por Py = (1,1)
x

& En este ejemplo la funcién p : I € R — R tal que p(z) = 1/z y la funcién ¢ : I € R — R tal que p(x) = 2z son
continuas (de hecho, son de clase C*) en el intervalo I = (0,+00); observar que el intervalo no puede incluir al cero,
pero debe incluir a g = 1, puesto que se exige que y(1) = 1. Por otra parte, es n = 2 # 1, de modo que la sustitucién
z(z) = —1/y(x) con derivada 2'(z) = ¢/ (x)/y?(z) convierte la ecuacién y'(z) + Ly(z) = 2zy*(x) en la ecuacién diferencial
lineal en la incdgnita z dada por 2/(z) — 2z(z) = 2x.

1

V@) + y@) = 2mPw) — @)~ La(a) = 2, con 2(z) = ~1/y(x)
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La resolucién de la ecuacion diferencial lineal es rutinaria: multiplicando por el factor integrante p(z) = exp([(—1/z)dx) =
exp(—1In(z)) = exp(In(1/z)) = 1/x se convierte en (1/2)z'(z) — (1/22)z(z) = 2 y entonces:

I
[ZS:)] = 2 0 bien @ =2z + ¢, de donde es z(z) = 22 + cx

Regresando a la variable original mediante la sustitucién original y(xz) = —1/z(z) se tiene 4
que:
, imponiendo la condicién y(1) = 1 resulta ¢ = —3

y@) = T 222 tcx

De este modo, la tnica funcién que satisface el problema de valor inicial estd definida en
el intervalo I* = (0,3/2) (observar que el intervalo original I = (0, +00) se ha reducido.

1 1
3z — 2x2

En la figura se observa la gréfica I'y de la solucién, que presenta asintotas verticales de

y:(0,3/2) — R tal que y(z) =

Y
8

ecuacion ¢ =0y = = 3/2.

N

6. Se dispara verticalmente, en el instante ¢ = 0, hacia arriba una particula con velocidad ¥y = vy j (observar que entonces

vg > 0) desde la posicién go = yoj (con yo > 0), bajo la dnica accién de la aceleracién de la gravedad § = —gJ.
Determinar la maxima altura Hy que asciende la particula por encima del punto de disparo y el instante tp; en que
alcanza esa altura. j;En qué instante ¢y alcanza el nivel del terreno y = 0 y con qué velocidad ¢y lo impacta? Si, en
particular, el dsiparo se hace a ras del terreno (yp = 0) {Cudl es la velocidad de impacto en el regreso?
& La aplicacién de la ley de Newton a la particula de masa m conduce a la ecuacién diferencial m%&t) = —mgj con la
condicién inicial ¥y = vg j. Siendo v = v(t) la rapidez de la particula en el instante ¢, se tiene el problema de valor inicial
0(t) = —g, ,v(0) =wg cuya solucién inmediata es v(t) = vg — gt. Como a su vez, §(t) = v(t) = vo — gt, y(0) = yo, la
solucién resulta y(t) = yo + vot — %gt? La altura méxima se alcanza en el instante tj; en que v(t) = vy — gt se anula,
esto es tyr = vo/g, y su valor es Hyr = y(tar) = v3/(2g). El instante en que la particula alcanza el nivel y = 0 resulta
de igualar y(t) = yo + vot — 39t> = 0, resultando tx = (\/vZ + 2gy0 + v0)/g v la correspondiente velocidad del impacto
es Uy = U(tn) = —\/v2 + 2gyo J. Si, en particular, es yo = 0, la velocidad del impacto es Uy = —vg j, opuesta a la del
disparo.

7. Sea el tiro oblicuo de la figura, con velocidad inicial ¥y = wgcos(6y)i + \ Yo
vosen(fy) j, con H la altura méxima y R el alcance del proyectil disparado
en tg = 0.

Escribir la ecuacién paramétrica de la trayectoria y eliminar ¢ para obtener
la ecuacién explicita y = y(z). Determinar H y R, el instante ¢y en que se
alcanza la altura méxima y el instante tr. Probar que, para un dado vg, el
alcance méximo se obtiene con 6y = 7 /4. R \

0o \ x

& La ecuacién diferencial del movimiento mdg(tt) = —mgj con la condicién inicial ¥y = wvgcos(0y) 7 + vosin(fp) j, da

origen a las ecuaciones diferenciales escalares en cada una de las dos componentes de la velocidad U(t) = v, (t) i+ vy(t) ]
siguientes, con sus soluciones inmediatas.

0,(t) = 0, v,(0) =wgcos(fy) = vy (t) = vpcos(fy)
0y(t) = —g, vy(0) =vosen(by) — vy(t) = vosen(fy) — gt
Ahora, considerando a su vez la condicién inicial de la posicién, esto es que en to = 0 es z(0) = y(0) = 0 y las

correspondientes definiciones &(t) = v, (t), y(t) = v, (), resultan las ecuaciones diferenciales que permiten obtener la
posicién de la particula en cualquier instante t.
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{ #(t) = wocos(by), x(0)=0,— x(t) = vgcos(bp)t
g(t) = wosen(fy) —gt, y(0) =0 — y(t) = vosen(fy)t — 1gt?

De esta manera, conocida la posicion (z(t),y(t)) = (vo cos(6o)t, vosen(fp)t — 3gt*), puede eliminarse ¢ para obtener la
ecuacién de la trayectoria y(x) = tan(fp)x — g2/ (2v3 cos?(6p)).

De las ecuaciones anteriores, es inmediato obtener las expresiones de la altura maxima alcanzada, del alcance del tiro, y
de los instantes en que se producen.

2 2
2
H= ;—O sen?(0p), R = % sen(26p),ty = % sen(bp),tr = ﬂsen(@o) =2ty
g g g g

8. El modelo estacionario de distribucién de temperaturas para un tubo macizo
circular infinito de espesor ro — 71, con su superficie interior (radio 1) a tem-
peratura 77, y su superficie exterior (radio r2) a temperatura T5 exige resolver
la ecuacion diferencial de Laplace

(AT
rdr \ dr ) 7

donde T = T'(r) es la temperatura a una distancia r del eje del cilindro (con
r1 <1 < rg). Hallar y graficar T'(r) y determinar el flujo de calor por unidad de
longitud del cilindro (recordando que la ley de Fourier establece la intensidad

dT
q del flujo por unidad de drea como q = —kd—, siendo k el coeficiente de
r

conductibilidad del cilindro, supuesto constante.

& Aunque la ecuacién de Laplace es de segundo orden, puede en este caso sencillo resolverse en etapas, como lo muestra
la siguiente secuencia.

1d /dT . d [ dT daT ar
~ar (Tdr> =0 o bien p (rdr> = 0 de donde T = (' entonces p i queda T'(r) = Cy In(r) + Cs

Los valores de las constantes C1 y C2 se obtienen de imponer las condiciones
_ Tiln(re/r)+T2In(r/r1)

de frontera a las temperaturas, lo que conduce a la funcién temperatura 7. AT(T )= In(ra/r1)
T(’I“l) =T =C ln(rl) + Cs T(Tz) =Ty, =C ln(rg) + Cs
T
Ty — T} Ty — T; Tr1 —Ts1
o = L LR () = 2 n(rz) 51In(r1)
In(ra/r1) In(ra/r1) In(re/r1)
Reemplazando las constantes C1 y Cz en T'(r) = C1In(r) + C2 se tiene final- o
mente la tempertura. -
Ty 1 T 1
()= n(ra/r) + To n(r/m)7 para 11 <1 < 7o ‘ L >
In(ra/71) o >

Ahora, siguiendo la ley de Fourier, si @ es el flujo de calor por unidad de tiempo, el flujo por unidad de drea perpendicular
a la direccién radial es para una longitud L dado por ¢(r) = Q/(2nrL). Entonces se tiene que el flujo por unidad de
longitud ¢* = Q/L estd dado por la siguiente expresion.

= Q —_g—_g_ﬁﬂj *—Q—Qk T -1
27l dr r rln(re/ry) T =7

q(r)

L 7rln(rg/rl)

Observacion. El valor de ¢* es un parametro de diseno de instalaciones termomecanicas, pues es la pérdida que cada
metro de tuberia sufre en el transporte de fluido.
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9. Un cuerpo a temperatura 7' mayor que la temperatura del ambiente T, se enfria siguiendo la ley de Newton si para
una constante k > 0 satisface la ecuacién diferencial d7'/dt = —k(T — T,). Determinar la temperatura del cuerpo si
inicialmente es T'(0) = Tp. Si, en particular es Top = 20°C,T, = 10°C y en el instante ¢t; = 60s la temperatura es
Ty = T(t;) = 15°C, determinar el valor de k y el instante en que el cuerpo se hallard 1 °C por encima de la temperatura
ambiente.

& La ecuacon diferencial es de resolucién inmediata, pues separando las variables se escribe como dT/(T — T,) = kdt
cuya solucién es In(T — T,) = —kt + ¢1, siendo con la condicién inicial ¢; = In(Ty — T,), y de esta manera queda que
T(t) = T, + (Ty — T,)e . En el caso particular, reemplazando los valores, es 5/10 = e *"1 de donde se tiene que

k= lnt(f). Una vez obtenido el valor de k es comodo introducirlo en la expresién de la temperatura.

() = T + (To — To) (;)/

() = Ta + (To — Ta)e ™kt

Solo resta determinar el instante ¢t en que la temperatura es To = T'(t2) = /
11°C, lo que se reduce a resolver la ecuacién con incégnita ¢ dada por
To
1 t/ty
T2 = Ta + (TO - Ta) <§>
Reemplazando los valores correspondientes esto equivale a:
1 t/t B-T. 1
2 T To—-T, 10
Y de alli, finalmente, el instante to: Ty
In(10) In(10)
tr = t1 = 60 ~ 199
27 T2) ! n(2) > s >

10. La rapidez de desintegracion de una sustancia radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia presente. Si inicial-
mente la cantidad de sustancia es xp = 50g y al cabo de tres dias solo quedan 10g, determinar el porcentaje de la
cantidad incicial que quedard al cabo de cuatro dias.

& Llamando z(t) a la cantidad de sustancia en el instante ¢, la ecuacién diferencial del proceso es, para k > 0, dada por
dz/dt = —kx, y los datos establecen que x(0) = xg = 50g, que en ¢; = 3 dias es 1 = z(t1) = 10g, y siendo t5 = 4 dfas,
con xo = z(t3) la cantidad remanente en ese momento, se pregunta por la relacién porcentual zo/xg.

La ecuacién diferencial es de resolucién inmediata, pues separando las variables se escribe como da/x = —kdt cuya
solucién es In(z) = —kt 4 ¢, siendo con la condicién inicial ¢; = In(zg), y de esta manera queda que z(t) = zoe™ . De
—ktq

esta ecuacién, resulta que z(t1) = 1 = xge , de donde puede obtenerse k, o mejor aiin, e =* = (z1/z0)"/*, de modo
que ya se tiene, en funcién de los datos conocidos, la ecuacién que devuelve la cantidad z(t) de sustancia presente en el

t/tl
. L1
instante ¢ como z(t) = xg () .
Zo

_ 2l \t/t
Ai(t) = Zo (%)
. ’ ’ . xO
Como se conoce el instante t2 = 4 dias el cdlculo de la cantidad remanente en

en ese momento resulta del reemplazo directo en la ecuacién anterior.

to/t1 to/ty 4/3
1
a?(tz) = XI9 = X (E) ;Y entonces es :L‘i — (ﬂ) — (7) ~ 0’ 117
o To To 5

Lo que expresado en porcentaje es aproximadamente, un 12%.

\J

t1
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11.

12.

El pilar sélido de altura h de la figura soporta en su cumbrera la
carga de intensidad F', es de material homogéneo de peso especifico
v y en condiciones de sevicio admite una tensién de compresion

0. Se quiere disenarlo de tal manera que en todas sus secciones z
horizontales se aproveche su méxima capacidad (por tal motivo se
/7 . . . .. . \4
lo llama sdlido de igual resistencia a la compresion). Determinar
dz h

la forma del sélido, y el drea que debe tener en la base.
Observacién: tener en cuenta que, ademas de la carga F', el pilar
debe soportar, en cualquier seccién horizontal, el propio peso que
queda por encima de esa seccion.

o

[t Cooceeeceeeeee]

& Con el eje x orientado como indica la figura, sea A(z) el drea de la seccién a la distancia z de la cumbrera, y
sobrentendiendo el teorema del valor medio, considerando la rebanada sombreada de la figura, el planteo se limita a
igualar el peso de la rebanada (yA(z)dx) con la fuerza vertical ascendente que solo puede estar proporcionada por la
diferencia dA(x) de dreas entre la seccién superior e inferior (cdA(x)), ya que la tensién o es constante. Por otra parte,
es conocido el valor Ay = A(0) = F/o.

odA(z) = yA(z)dz, A(0)=F/o= /% = 1/ dz, que con la condicién inicial da A(z) = Eeg””
o o

Una vez obtenida la expresién anterior, el area de la base es inmediata: basta reemplazar x por h. Observar que el area
de la base tiene una relacién con el drea en la cumbre dada por A(h)/A(0) = exp(vh/o), que es independiente de la
carga externa F'.

El problema de conduccién de calor en régimen estacionario en un cilindro infinito

macizo homogéneo de conductividad térmica k&, con su superficie exterior (radio r = 1
rs) a temperatura T = T, con generacién interna de calor de intensidad por unidad
de volumen g > 0 exige resolver la ecuacién de Poisson:

1d dT g
d(d>+k0

Hallar y graficar la temperatura en funcién del radio T'(r) (en particular determinar
la temperatura T, en el eje del cilindro) y calcular el flujo de calor disipado por unidad
de longitud ¢* a través de la supeficie del cilindro.

o3

Ts

Y
8

& Aunque la ecuacién de Poisson es de segundo orden, puede en este caso sencillo resolverse en etapas, como lo muestra
la siguiente secuencia.

li rd—T *fgobieni rd—T *fgdedonderd—T*Cfﬁentoncesd—T*gfﬂ
rdr \dr )k dr \'dr )k ar ' 2k ar — r 2

Integrando en esta tltima expresion resulta la expresién de la temperatura, con dos constantes C7 y Cy que se determinan
por la condicién de contorno T'(rs) = T y la condicién de acotacién de la temperatura en el eje (r = 0) del cilindro.

2 2 2 2
T(r)=Cyln(r) + Cy — % =0 =0,C=T, + 947;; y entonces queda T'(r) = Ty + ‘(Zj [1 - (;;) ]

La tempaeratura T, en el eje del cilindro se obtiene haciendo en la ecuacién anterior r = 0 resultando asi:

2 T-T, 2
T.=Ts + %, y también la expresion adimensional T T, =1- (:s)
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AL(r) =Ts + (Te — Ts) {1 B (%)2}

Ahora, siguiendo la ley de Fourier (¢ = —k4L), si Q es el flujo de calor por
unidad de tiempo, el flujo por unidad de drea perpendicular a la direccién

T
radial es, para una longitud L, dado por ¢(r) = Q/(2nrL). Entonces se tiene
que el flujo por unidad de longitud ¢* = Q/L estd dado por la siguiente
expresion.
Q dr —gr _gr _ Q gr 2
— — M g9 _ 9T % o9 _
1) = ot dr ok T g T = =y = -

En la superficie se disipa, por unidad de longitud, la cantidad ¢*(rs) = mgr2.

Y
<

Textos. Esta limitada seleccién de ejercicios puede ser, con muchisimo provecho, completada por los miltiples ejemplos que se
presentan en los libros de texto, que ademés se hallan acompanados por discusiones previas y posteriores de los fundamentos y
motivaciones de tales ejemplos.
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