FIUBA 2020 Andlisis Matematico II Integrales curvilineas

Los ejemplos resueltos de integrales curvilineas de estas notas tienen el tenor de los ejercicios que integran el Trabajo Practico
VII de la Guia de Trabajos Practicos.

1. Parametrizacion y orientacién de curvas. Para cada una de las siguientes curvas dar una parametrizacién regular
que induzca la orientacién indicada y graficar la curva indicando el punto inicial y final.

(a)

o (—20)* | (y—10)? T . . .
C= {(x, y) € R pe + = =1, cona,beR", zy,yy € R}, orientada en sentido horario.
£Y
& La funcién vectorial & : [0, 27] — R?, & (t) = (zo+asen(t), yo+bcos(t)) parametriza 4
regularmente la elipse y la orienta en sentido horario, iniciando (y terminando) en /N b\c
el punto rojo A = (zo,yo + b) de la figura, pues 5(0) = (zo,yo + b) = &(2m). Otra Yo
parametrizacién con la misma orientacién (pero duplicando la rapidez) es @ : [0, 7] — \‘/
R? &5(t) = (w0 + asen(2t), yo + bcos(2t)). g
r

xo

En general, si se introduce una constante positiva k en la parametrizacién de la elipse de modo de tener & : [0, 271] —
R% G(t) = (zo + asen(kt),yo + beos(kt)), el efecto de k es aumentar o disminuir la velocidad del recorridode la
curva, seglin que k sea mayor o menor que 1, respectivamente. Desde luego, si se deja dominio en el intervalo [0, 27],
el aumento de velocidad hard que se supere una vuelta (y su disminucién, que no llegue a completarse la vuelta).
Si se pone k < 0, la orientacién serd invertida.

Este interactivo FIUBA applet-clipse ha sido creado precisamente para observar de manera instantanea los impactos
en la geometria de los parametros algebraicos, a la vez que permite observar dos parametrizaciones simultdneas,
registrando visulamente las carreras entre las particulas.

_ 2 _ 2
C= {(x,y) € R?: (2 = 20) + (v = 0) =1, conabeR", zg,y € R}, orientada en sentido antihorario.

a? b2
)\y
& La funcién vectorial & : [0, 271] — R?, & (t) = (xo+acos(t), yo+bsen(t)) parametriza /\C:
regularmente la elipse y la orienta en sentido antihorario, iniciando (y terminando) Yo A
en el punto rojo A = (zo + a,yo) de la figura, pues &5(0) = (zo + a,yo) = &(27). \‘)
> T
1)

Puede observarse que, de haberse querido, también se pudo haber cambiado la orientacién de esta curva con solo
cambiar el signo del argumento en la parametrizacién original dada en (a); teniendo en cuenta que sen(—t) = — sen(t)
y que cos(—t) = cos(t), la parametrizacién en sentido antihorario, pero ahora partiendo de (zg,yo + b) resultaria
7:10,27] — R2,3(t) = (z0 — sen(t),yo + beos(t)).

C={(z,y) €R?: (x —a)> + (y — a)® = a*, con a € R"}, orientada en sentido antihorario.

Y 7(0)
& La funcién vectorial 7 : [0, 27] — R?,&(t) = (a + acos(t), a + asen(t)) parametriza C
regularmente la circunferencia y la orienta en sentido antihorario, iniciando (y termi- AR A = &(0)
nando) en el punto rojo A = (2a,a) de la figura, pues &(0) = (2a,a) = &(27).
T > T

Naturalmente, esta curva no es sino un caso particular de la misma (a) con los semiejes iguales e iguales a las
coordenadas del centro, esto es xg = yo = a = b, lo que produce la circunferencia centrada en el punto Py = (0,0)
de la figura. También se observa la velocidad en el punto A: el vector ¢’(0) = (0,a). Si se quisiera orientar la
curva en sentido inverso, circulando como las agujas del reloj y manteniendo el mismo punto de inicio, bastaria la
parametrizacién 7 : [0,27] — R2, ¥(¢) = (a + acos(t),a — asen(t)).

También es pertinente observar que la parametrizacién @ : [0, 67] — R?,&(t) = (a+acos(t), a+asen(t)) parametriza
la misma curva, pero ya perdiendo inyectividad, dado que es recorrida tres veces. En las integrales curvilineas esta
cuestion es de importancia: si se calculase, por ejemplo, la longitud de una curva, debe cuidarse de recorrerla solo
una vez con la parametrizacion, en caso contrario el resultado devolverd la longitud triplicada, puesto que se la ha
recorrido tres veces.
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(d) C ={(z,y,2) € R?: 2% 4 (y — 2)? = 4, z = 2}, orientada de modo que en el punto (2,2,2) la segunda componente

del vector tangente sea positiva.

& La curva C estd contenida en el cilindro de ecuacién z* + (y — 2)? = 4 a la vez
que en el plano horizontal de ecuacién z = 2; esta consideraciéon basta para asegurar
que & : [0,2n] — R3,F(t) = (2cos(t),2 + 2sen(t),2) parametriza regularmente la
curva, iniciando (y terminando) en el punto rojo A = (2,2,2) de la figura, pues
d(0) = (2,2,2) = &(2m). Por otra parte, & (t) = (—2sen(t),2cos(t),0), de donde

=/

a'(0) = (0,2,0), cumple con la orientacién pedida.

z

A %/

Y

4

Se puede observar algo que es propio de todas las curvas planas: su vector tangente debe evolucionar manteniéndose
constantemente en el plano de ecuacién z = 2 (sombreado celeste), y entonces, normal a una normal al plano. Es lo
que sucede aqui, el vector tangente &' (t) = (—2sen(t), 2cos(t),0) es, para cualquier ¢, normal al eje z.

C = {(z,y,2) € R®: 2 + (y — a)* = a®,y + z = 2a, con a € RT}, orientada de modo que en el punto (a,a,a) la

tercera componente del vector tangente sea negativa.

& La curva C est4 contenida en el cilindro de ecuacién x?+(y—a)? = a? alavez que en

el plano paralelo al eje « de ecuacién z = 2a—1y; esta consideracién basta para asegurar
que & : [0,27] — R3,&(t) = (acos(t),a + asen(t),a — asen(t)) parametriza regular-
mente la curva, iniciando (y terminando) en el punto rojo A = (a,a,a) de la figura,
pues &(0) = (a,a,a) = &(2m). Por otra parte, &' (t) = (—asen(t), acos(t), —a cos(t)),
de donde &’(0) = (0, a, —a), cumple con la orientacién pedida.

Se reitera la observacién anterior para las curvas planas: su vector tangente debe evolucionar manteniéndose en el
plano de ecuacién z + y = 2a (sombreado celeste), y entonces, normal a cualquier vector normal al plano, tal como
7 = (0,1,1). Es lo que sucede aqui, el vector tangente ¢'(t) = (—asen(t),acos(t), —acos(t)) es, para cualquier ¢,

normal al vector 7 = (0, 1,1), pues &'(¢) - i = 0.

C={(z,y,2) eER®: 2% + 22 = 1,y* + 422 = 4,0 < 2,0 < y,0 < z}, orientada en sentido ascendente.

& La curva C, interseccién de los dos cilindros, puede parametrizarse regularmente
con & : [0,7/2] — R3 &(t) = (cos(t),2cos(t), sen(t)) parametriza regularmente la
curva, iniciando en el punto rojo A = (1,2,0) de la figura, pues #(0) = (1,2,0) y
terminando en el punto naranja B = (0,0, 1), pues &(7/2) = (0,0, 1). La orientacién
es, efectivamente, ascendente, pues &' (t) = (—sen(t), —2sen(t), cos(t)) tiene la tercera
componente positiva en el intervalo 0 <t < 7/2.

T

.

A =3(0)

(,Cémo se llegd a esa parametrizacién de la curva? Conviene decir que por lo general se recurren a parametrizaciones
conocidas. En este caso, la condicién 22 + 22 = 1 se satisface con & = cos(t), z = sen(t), de modo que solo queda
asignar el casillero de y: pero debe cumplirse que y2 +42% = 4, y como ya se asigné z = sen(t), es que se advierte que
basta hacer y = 2cos(t). Observar ademds que se ha graficado el vector velocidad en el arranque ¢”(0) apuntando
hacia arriba al iniciar el movimiento: ese vector rojo se va moviendo con el movimiento ubicdndose tangente a la
trayectoria en cada punto, pero su tercera componente, que se mantiene positiva, manifiesta que el movimiento es

ascendente (lo que desde el punto de vista intuitivo es evidente, por otra parte).

Ulteriormente, es interesante observar que esta curva es plana, puesto que cualquiera sea t se cumple y = 2z, y
puede comprobarse que un vector normal a ese plano (sombreado celeste en la figura) tal como @ = (2,—1,0) es
normal al vector tangente a la curva en cualquier punto, pues el producto escalar es ¢’(t) - @ = 0, cualquiera sea t.
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(2)

C ={(z,y,2) € R®: 2% 4 9* + 2°> = 4,22 + y* = 2y, 2 > 0}, orientada de modo que en el punto Py = (1,1,v/2) el
vector tangente tenga la tercera componente negativa.

z

& La curva C' (de Viviani), interseccién del cilindro con la esfera, puede parametrizarse
regularmente con & : [0,2n] — R3* G(t) = (—sen(t),1 + cos(t),2sen(t/2)), ini-
ciando (y terminando) en el punto rojo A = (0,2,0) de la figura, pues &(0) =
(0,2,0) = &(2m). La orientacién es, efectivamente, la requerida, pues &' (t) =
(— cos(t), —sen(t), cos(t/2)) es tal que en to = 37/2 (que es donde &(to) = Po) tiene
su vector tangente dirigido por & (to) = (0,v/2/2, —v/2/2) .

Para la conocida curva de este ejercicio que remite a un problema de repercusiéon planteado hace mas de tres siglos,
ha sido creado especificamente este interactivo FIUBA applet curva de Viviani que afiade a la explicacion la posibilidad
de manipular las perspectivas y las superficies que se intersecan para definir la curva.

;,Coémo se llegd a esa parametrizacion de la curva? En lugar del problema particular, se presenta el problema general
de la interseccién de la semiesfera dada por z2 + y? + 22 = 4a?,z > 0 con el cilindro dado por x? + y? = 2ay (el
enunciado del problema corresponde al caso a = 1). El detalle comienza por completar cuadrados en la expresién
22 + 9% = 2ay:, que equivale a 2 + 4% — 2ay = 0, o lo que es lo mismo z? + 32 — 2ay + a® = a? y de alli se tiene
la ecuacién del cilindro 22 + (y — a)? = a?. Desde aqui se comprende que la eleccién x = —asen(t),y — a = a cos(t)
responde a esa ecuacién (la eleccién del signo menos en z resulta de la orientacién pretendida). Lo que resta es
sencillamente reemplazar en la ecuacién de la esfera, quedando 2a? + 2a?cos(t) + 22 = 4a®. De esta expresién
es 22 = 2a%(1 — cos(t)) = 4a’sen?(t/2) [recordar la identidad 1 — cos(t) = 2sen?(t/2)], y como z > 0, esto es
z = 2asen(t/2).

Observacion. Esta curva cerrada difiere de las otras curvas cerradas vistas hasta aqui en una cuestién fundamental:
es claro que el punto de inicio y terminacién A es tal que 5(0) = A = &(27), pero en cambio, y esta es la singularidad
i@’ (0) = (-1,0,1) # (—1,0,—1) = &'(27)!, lo que puede casi “verse” en la figura, pues en el arranque la particula
estd subiendo, mientras que tras su vuelta, estda bajando, de ahi el cambio de signo en la tercera componente.

La curva C es la interseccién (primer octante) entre el cilindro de ecuacién x? + y? = 2 y el plano de ecuacién
x +y + z = 2, orientada de manera que su vector tangente tenga segunda componente positiva.

z
A

2

& La curva se encuentra en el cilindro de ecuacién 22 + y?> = 2 y también en el
plano de ecuacién z = 2 — z — y. Una parametrizacién regular de la curva puede
ser & : [0,7/2] — R® tal que &(t) = (v/2cos(t),v2sen(t),2 — V2 cos(t) — v2sen(t)),
que la recorre en el sentido indicado por la figura. El vector velocidad es entonces
& (t) = (—v2sen(t), V2 cos(t),v/2sen(t) — v/2cos(t)), cuya segunda componente en A

el intervalo 0 < ¢ < 7/2 es positiva, como se requiere. Se inicia en A = &(0) = A >

(v/2,0,2 — v/2) y finaliza en B = &(n/2) = (0,v/2,2 — V/2). 2

T 2
La curva C es plana, se encuentra contenida en el plano de ecuacién x + y + z = 2 (sombreado celeste en
la figura), un vector normal a ese plano es 7 = (1,1,1), y el vector velocidad que evoluciona a lo largo de
la curva debe necesariamente ser ortogonal a 7. Es lo que algebraicamente sucede: el producto escalar entre

7 (t) = (—v2sen(t), V2 cos(t), vV2sen(t) — v/2cos(t)) y 7i es & (t) - it = 0.

La curva C es la interseccién entre el cono de ecuacién z = /22 + 92 y el plano de ecuacién z = 2, orientada de
manera que su vector tangente tenga en el punto A = (2,0, 2) segunda componente positiva.

& La curva se encuentra en el cono de ecuacién z = /2 + y2 y también en el plano de

ecuacién z = 2. Una parametrizacién regular de la curva puede ser & : [0, 27| — R? tal

que &(t) = (2cos(t), 2sen(t), 2), que la recorre en el sentido indicado por la figura. El o
vector velocidad es entonces &' (t) = (—2sen(t), 2 cos(t),0), cuya segunda componente

en el punto A = (2,0,2) es positiva. Se inicia y finaliza en A = &(0) = (2,0, 2).

<
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(j) La curva C es la interseccién en el primer octante del cilindro de ecuacién y* + 22 = 2y con el plano de ecuacién

x = 2y, orientada con primera componente positiva.

& La curva se encuentra en el cilindro de ecuacién (y — 1)® + 2> = 1 y también
en el plano de ecuacién x = 2y. Una parametrizaciéon regular de la curva puede
ser & : [-m/2,7/2] — R?® tal que #(t) = (2 + 2sen(t), 1 + sen(t),cos(t)), que la
recorre en el sentido indicado por la figura. El vector velocidad es entonces &' (t) =

(2 cos(t), cos(t), —sen(t)), cuya primera componente en el intervalo —7/2 < t < 7/2 | >~
es positiva, como se requiere. Se inicia en A = &(—n/2) = (0,0,0) y finaliza en 2
B =3(r/2) = (4,2,0).
B = (4,2,0)
La parametrizacién se obtiene de completar cuadrados en la expresién del cilindro de ecuacién y? + 22 = 2y,

quedando entonces (y — 1)? 4+ 22 = 1 de donde se pone y — 1 = sen(t), z = cos(t); por tltimo, dado que = = 2y, es
que se hace x = 2 + 2sen(t). En cuanto al rango de variacién del pardmetro, estd claro que el intervalo [—m /2, 7/2]

barre el recorrido de la curva (observar que es en ese tramo que z = cos(t) > 0).

La curva C es la interseccién del paraboloide de ecuacién z = 2% 4+ y2 con el plano de ecuacién z = 3 + 2y, orientada
de manera que en el punto A = (2,1,5) su vector tangente tenga la tercera componente positiva.

& Una parametrizacién regular de la curva puede ser & : [0, 27r] — R3 tal que &(t) =
(2cos(t), 1+ 2sen(t),5 + 4sen(t)), que la recorre en el sentido indicado por la figura.
El vector velocidad es entonces &' (t) = (—2sen(t), 2 cos(t), 4 cos(t)), que en el punto
A =3(0) =(2,1,5) tiene una velocidad ¢’(0) = (0,2, 4), cumpliendo lo exigido.

La parametrizacién se obtiene hallando el cilindro proyectante sobre el plano xy eliminando z entre las dos ecua-
ciones, quedando x2 + y? = 3 + 2y, lo que completando cuadrados equivale a 22 + (y — 1)2 = 4 de donde se pone
x = 2cos(t),y—1 = 2sen(t); siendo que z = 3+ 2y es que resulta z = 544 sen(t). La sombra de la porcién del plano
de ecuacién z = 3 + 2y es el circulo sombreado gris de la figura, donde también se sefiala el punto 4 = (2,1, 5).

La curva C es la interseccién (primer octante) entre el plano de ecuacién 2x + z = 2 con el plano de ecuacién

y + z = 2, orientada de modo descendente.

& La arista interseccién C' debe cumplir a la vez que y = 2z, z = 2 — 2z de modo que
una parametrizacién regular es & : [0,1] — R® &(t) = (¢,2t,2 — 2t), iniciando en el
punto A = (0,0,2) = &(0) de la figura, y terminando en B = (1,2,0) = &(1). Debe
ser claro que cumple la orientacién requerida en el enunciado. La figura muestra el
plano de ecuacuén y + z = 2 (gris) y el plano de ecuacién 2z + z = 2 (celeste), con la
arista interseccién (azul).

z

A =(0,0,2)

B =(1,2,0)

Observacidén. Se hace mas evidente la parametrizacién escrita asf: & : [0,1] — R3,&(t) = (0,0,2) + ¢(1,2, —2) donde
se ve claramente la estructura &(t) = A+ t(B — A),0 < ¢t < 1. Si se quisiera la orientacién opuesta se harfa

Ft)=B+t(A—B),0<t<1.

Claudia Lépez, Marcela Martins, Fernando Acero Integrales curvilineas

4 de 23



FIUBA 2020 Andlisis Matematico II Integrales curvilineas

2. Integral de campos escalares a lo largo de curvas. En este apartado se agrupan los ejemplos de integracién a lo
largo de una curva C sobre la que toma valores un campo escalar f (esto es, la curva estd contenida en su dominio);
cualquiera sea el problema, deben entonces identificarse con claridad los dos actores esenciales de una integral curvilinea
de este tipo: la curva misma C (donde se integra) y el campo escalar f (lo que se integra). La integral se escribe como

Jo fds que se lee

“integral sobre la curva ce del campo escalar efe”, y que con una parametrizacion regular en casi todas

partes dada por & : [a,b] — R™ y un campo escalar f continuo en un dominio Dy que contiene a la curva admite las
siguientes (entre otras) interpretaciones.

La integral de un campo escalar f : Dy C R"™ — R continuo cuyo dominio D; contiene a la curva C' C R"
parametrizada regularmente por & : [a,b] — R"™.

/ fds= / f@ () || dt ’ integral de un campo escalar‘

La longitud de la curva C C R™ parametrizada regularmente por & : [a,b] — R™ (Observar que no es mas que el
anterior con el campo escalar de valor constantemente 1).

/ ds = / |67 (t)]| dt ‘longitud de una curva‘

Si el campo escalar densidad (positivo) ¢ : Dy C R™ — R continuo cuyo dominio Dj contiene a la curva C C R"
parametrizada regularmente por & : [a,b] — R™, la integral de la densidad resulta ser la masa del alambre de forma
C'y densidad ¢.

b
me = / dds = / 5(G(t)) || & (t) || dt ‘masa de un alambre de la forma C
C a

El valor medio fc del campo escalar f : D ¢ C R" — R continuo cuyo dominio D¢ contiene a la curva C' C R"
parametrizada regularmente por & : [a,b] — R"™.

Jofds  [PF@E®) (1@ ] At

fe= = ‘ valor medio del campo escalar f en C

Jods J2 1@ ()] at

La posicion X = (Z1,Za,...,%y,) del baricentro de un alambre de forma C y densidad ¢ de la curva C C R™
parametrizada regularmente por & : [a,b] — R, tiene sus k-ésimas coordenadas dadas por la siguiente expresion.

 Jomdds [y a8 ) H (1) || dt
Jodds I IGIEAG]

,2,...,m coordenadas del baricentro de un alambre ‘

Observacion. Si el alambre es homogéneo, el centro de gravedad solo depende d la forma de la curva C, lo que es
intuitivamente cierto: el baricentro de un hilo, ya de algodén, ya de cobre, se encuentra en la misma posicién en
tanto sean homogéneos y de la misma forma. Desde las expresiones anteriores, esto se evidencia considerando que,
siendo ¢ una constante, se extrae fuera de las expresiones integrales tanto en el numerador como en el denominador,
canceldndose. Suele llamarse centroide a la posicién del baricentro en este caso.

Momentos estdticos S,, Sy respecto de cada uno de los dos ejes coordenados de un alambre de forma C'y densidad
§ de la curva C' C R? parametrizada regularmente por & : [a, b] — R2.

b
Sy = / ydds = / y(t)8(a(t)) || & (t) || dt ’momento estético respecto del eje x
(& a
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b
Sy = / xdds = / z(t)5(a(t)) || &' (t) || dt ‘momento estético respecto del eje y
C a

e Momentos de inercia I, I, respecto de cada uno de los dos ejes coordenados de un alambre de forma C'y densidad
§ de la curva C' C R? parametrizada regularmente por & : [a, b] — R2.

b
I, = / y?*ods = / yA(t) 6(3(t) || &' (t) || dt ‘momento de inercia respecto del eje X‘
C a

b
I, = / 2 5ds = / 22(t)8(3(t)) || &'(t) || dt ’momento de inercia respecto del eje y‘
C a

e Momento polar de inercia I respecto ddel origen de coordenadas O de un alambre de forma C' y densidad § de la
curva C' C R? parametrizada regularmente por & : [a, b] — R2.

b
Ip = / (z?+y?)dds = / (22(t)+y% (1) 8(&(t)) || &'(t) || dt ’momento polar de inercia respecto del origen O
C a

Observacion. El momento de inercia polar respecto del origen es la suma de los momentos de inercia respecto de
cada uno de los ejes coordenados, como resulta de las tres tltimas expresiones, esto es Ip = I, + I,,.

Ejemplos resueltos

(a) Dada la curva C = {(z,y) € R?: 22 + y? = 2ay,a > 0}, determinar su longitud Lc; si la densidad de un alambre
cuya forma es la de la curva C es d(x,y) = ky, con k constante positiva, calcular la masa mc, momento estdtico
respecto a cada uno de los ejes (S;,.Sy) v la posicién del baricentro X. ;Cudl es la densidad media?

& Completando cuadrados se tiene que la circunferencia de ecuacién x2+(yfa)2 =a?,

parametrizada regularmente por & : [0, 27] — R?, &(t) = (acos(t),a+asen(t)) y como
&' (t) = (—asen(t),acos(t)) es de norma constante ||6” (t)|| = a, se obtiene la ya sabida
longitud de la circunferencia.

27 27
Lo:/ds:/ 1F@Oldt=a [ dt = 2ar
C 0 0

| > T

El momento estatico respecto del eje y es claramente nulo, por la simetria de la curva a la vez que la de la densidad
respecto de ese eje (desde luego, puede hacerse el cilculo S, = [, xzdds = fo%acos(t) k(a+ asen(t) adt = 0).
—_— ——

z 8 ds
Ahora respecto de z es S, = [,ydds = fo% (a + asen(t) k(a + asen(t) adt = ka® OQTr(l +2sen(t) + sen?(t))dt, y
Yy S5 ds
como fo%(l + 2sen(t) + sen?(t)) dt = (3t/2 — 2cos(t) — sen(2t)/4)|2™ = 37, queda Sz = 3rka®.

Vale la pena observar que el momento estdtico tiene las dimensiones de una masa por una longitud (como lo exige

su definicién). Ahora, el célculo de la masa es bastante directo: mg = [,dds = 027r o(a()) || a'(t) || dt =

ka? 027r(1 + sen(t) dt = ka?(t — cos(t))|3™ = 2mka®. El baricentro tiene, por lo dicho antes, abscisa Z = 0, mientras
que la ordenada se obtiene del siguiente calculo.

o Joydds _ Sy _ 3kma® _ 3
y= Jodds  me 2kwa? 2

Finalmente, la posicién del baricentro es esntonces X = (0, %a). Observar que es dimensionalmente correcto y que
estd por encima del centro del alambre (posicién que ocuparfa de ser homogéneo), como se muestra en la figura,
lo que se explica considerando que la masa del alambre crece con la altura. La densidad media: ¢ = m¢/Lc =
2kma?/2ma = ka (observar que la densidad es nula en (0,0) y mdxima en (0,2a), donde vale 2ak).

Claudia Lépez, Marcela Martins, Fernando Acero Integrales curvilineas 6 de 23



FIUBA 2020 Andlisis Matematico II

Integrales curvilineas

(b) Determinar la posicion X del baricentro de un alambre homogéneo (esto es densidad k una constante positiva) de
la forma de la curva C = {(z,y) € R? : 22 + y* = @,y > 0} siendo a una constante positiva. Calcular ademds el

momento de inercia del alambre respecto del eje z.

& La semicircunferencia es parametrizada regularmente por & : [0, 7] — R?,&(t) =
(acos(t),asen(t)) y como &' (t) = (—asen(t),acos(t)) es de norma constante
[|6'(t)|]] = a, y sabiendo que la longitud de C' es ma, es claro que la abscisa del
baricentro es Z = 0 (jpor qué es claro?), mientras que para la ordenada se tiene el
siguiente calculo breve.

5d d T t)a dt ™
g:fcy Szfcy s:fo asen(t)a :3/ sen(t)dt = 2a
fcéds Le Ta T Jo T

>

\J
8

Entonces, la posicién del baricentro es X = (0, %a). El momento de inercia del alambre respecto del eje X estd dado

por la siguiente epxresion.

4 1
I, = / y?ods = / a?sen?(t) kadt = ka®(t/2 — sen(2t)/4)|7 = ikma?’ =
C 0

Determinar la longitud de la curva C (FIUBA applet cicloide) parametrizada por & :
sen(t),1 — cos(t)), siendo a una constante positiva. Determinar también el valor medio del campo escalar f : R? —

R tal que f(z,y) =z — ma

& La velocidad para esta parametrizacién es &' (t) = a(1 — cos(t), sen(t)) y su rapi-
dez es ||5'(t)]] = ay/(1 —cos(t))2 + sen2(t) = a\/2 —2cos(t) = ay/4sen2(t/2) =
2asen(t/2), de modo que la longitud de la cicloide es:

2m 2w
Lc = / [|67(t)|| dt = 2a/ sen(t/2dt = —4a [cos(t/2)]2" = 8a.
0 0

1 2
imca

[0,27] — R2,3(t) = a(t —

Y

2a

\J

ma

2ma

El valor medio del campo escalar dado es nulo, lo que debiera ser evidente sin necesidad de calcularlo, ya que la
funcién es antisimétrica respecto del eje de simetria dado por la ecuacién x = ma, sefialado en gris en la figura.

Desde luego, de plantearse el calculo quedaria fc fds=0.

T 1
I, = / y?ods = / a’®sen’®(t) kadt = ka®(t/2 — sen(2t)/4)|7 = gkwa?’ =
c 0

1 2
imca

Sea a > 0; calcular la masa de un hilo metdlico cuya densidad en cada punto es proporcional al valor absoluto del
producto de las coordenadas del punto, si su forma es la del gréfico de la funcién y : [—a,a] — R, tal que y = |z|.

. Cudl es su densidad media §? ;Cudl es la posicién X de su baricentro?

Y
& El grifico es la curva C = C; U Cs, con sendas parametrizaciones regulares &7 : A
[0,1] = R%,G1(t) = a(t — 1,1 —t) y &2 : [0,1] — R?,&2(t) = a(t,t) ambas de rapidez A B
constante ||71(t)|| = ||55(t)|] = V2a. La densidad es §(x,y) = k|zy| con k > 0. La N
masa de C se obtiene sumando las masas de cada rama. ®
(a2 oY
<
mc:/éds: dds + dds
C C1 Ca
> T
me = vakat ([ (1= t2dt+ [ 2dt) = vaka*(1/3 1 1/3) = 2 2ka? °
= 0 0 - T3 C=C U
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Observar que la masa obtenida es dimensionalmente correcta, dado que k tiene la unidad de masa por unidad de
longitud al cubo. También conviene decir que, dada la simetria respecto del eje y tanto geométrica como funcional
(esto es que §(x,y) = klzy| = k|(—z)y| = §(—=x,y)), la masa del tramo C; es igual a la masa del tramo Cs, lo
que pudo haberse aprovechado para aliviar el cdlculo. Para el cédlculo de la densidad media es suficiente efectuar el
cociente entre la masa obtenida y la longitud de la curva, que se obtiene sin necesidad de integrales: es Lo = 2v/2a.

< mc 2\/§ka3/3 1

Lo 2v/2a K]

Ahora, por la simetria geométrica y funcional ya mencionada, se puede ver de modo inmediato que z = 0; para la
ordenada, ya se necesita del calculo.

ka?

g:i(/ y5ds+/ y6 ds)
mc Jc, Cy

(/01(1 —t)3dt+/1t3dt) = (3a/2)(1/4+ 1/4) = %a

0

_ V2ka*

mc

|

La posicién del baricentro resulta, entonces X = (0,

lw

a).

~—

Determinar la longitud, posicién del baricentro y momento de inercia respecto del eje x de un cable homogéneo
de la forma de la curva C' (catenaria) parametrizada por & : [—a,a] — R2,G(t) = (¢,cosh(t)) (con a > 0), si su
densidad §q es constante.

Y
A
& La velocidad para esta parametrizacién es &' (t) = (1,senh (t)) y su rapidez es ) B
[|16/(t)]] = /(14 senh? (t) = \/cosh?(t) = cosh(t), de modo que la longitud de la X1
catenaria es:
L C
Lc = / 16" ()| dt = / cosh(t)dt = senh |2 ,= 2senh(a) -
—a —a a

Es de interés observar que 2senh(a) > 2a e interpretar la curva como la forma que adopta un cable homogéneo
suspendido de dos postes de la misma altura separados una distancia 2a, como lo sugiere la figura. Siendo el hilo
homogéneo, el baricentro se encuentra necesariamente sobre el eje de simetria, de modo que z = 0, de modo que
solo debe calcularse su ordenada 3 para tener asi X = (0,%). El cdlculo del momento de inercia es también directo.

gole¥hods _Jovd 1 / ! 2a + senh (2a)

= = 2 - - e =
Jo dods L¢e 2senh (a) J_, cosh™(¢) d 2senh (a) (8/2 + senh (21)/4)|Z, 4 senh (a)

a

I, = / y* 6o ds = 60/ cosh®(t) dt = 4 {senh (t) + %senh?’ (t) = %60(3 senh (a) + senh? (a))
c

—a —a

Sea C = Ci(f), la curva de nivel k del campo escalar continuo f : Dy C R*> — R, que estd parametrizada
regularmente por & : [a, b] — R2. Sabiendo que la longitud de C es L¢, calcular fc fds. {Cudl es el valor medio de
f sobre la curva?

)\y

& Dado que, por definicién, el valor que toma la funcién sobre todos los puntos de su

curva de nivel k es, precisamente, k, el valor medio de f sobre Ci(f) coincide con k

(obviamente, el valor medio de una funcién constante es ese mismo valor constante). c
En cuanto al cdlculo de la integral, también es inmediato, puesto que el integrando

es, sobre la curva, constantemente k.

/fds:k/ds:kLc
c c

Y
8]

C = Cr(f)
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(2)

Calcular la masa de una varilla recta que tiene la forma de la curva C, interseccién (primer octante) entre el plano
de ecuacién 2z +y = 2 con el plano de ecuacién y+ z = 2, si su densidad es §(z,y, z) = 14 22+ 2y + 2. Determinar
ademads la posicion de su baricentro.

& La arista interseccién C' debe cumplir a la vez que y = 2 — 2z, 2 = 22 de modo que
una parametrizacién regular es & : [0,1] — R? () = (1 —t,2t,2 — 2t), iniciando en
el punto A = (1,0,2) = &(0) de la figura, y terminando en B = (0,2,0) = &(1). La
figura muestra el plano de ecuacién y+z = 2 (ocre) y el plano de ecuacién 2z +y = 2
(verde), con la arista interseccién (azul).

Observacidn: se hace més evidente la parametrizacién escrita asi: & : [0,1] —
R? #(t) = (1,0,2) +t(—1,2, —2) donde se ve claramente la estructura de la ecuacién
vectorial de la recta &(t) = A+ t(B—A), 0 <t < 1.

Ahora el cdlculo de la masa; teniendo en cuenta que con &(t) = (1 —¢,2¢,2 — 2t) resulta una velocidad &’(t) =
(—1,2, —2) cuya rapidez es ||6”(t)|| = 3 y que la densidad sobre la curva es §(o(t)) = 1+2(1—t)+2(2t)+(2—2t) = 5,
el célculo es muy simple y se muestra a continuacién; se deja como ejercicio el célculo de la posicién del baricentro,
que resulta ser X = (1/2,1,1).

1

1 1
me = [ das= [ s 170 | at= [ @@ a=15 [ a1

0

Una vuelta de la hélice circular C' de radio a y paso h con eje z es parametrizada regularmente por & : [0, 2] — R3
tal que &(t) = (acos(t),asin(t), (ht/2m)). Calcular la longitud, la masa y la posicién del baricentro de un resorte
homogéneo (densidad constante dy) de la forma de C

& Dado que & es una parametrizacién regular e inyectiva de la curva C, su longitud
es Lo = [,ds = 027T [|7(t)||dt, y como & (t) = (—asen(t),acos(t),h/(2m)), su

norma (rapidez) resulta un valor constante, ||’ (¢)|| = v/a? + h?/(27)2) y el cdlculo
es, entonces, inmediato; la masa, siendo la densidad dp constante es sencillamente un B
producto.

Lo :/O " IE Ol dt = V@ F h2/(27r)2/0 " dt = /G@raR 1 12

mc:/ §0dS:50/ d.S:(soLc:(sO (27ra)2+h2
C C
x A

La parametrizacién orienta la curva desde el punto A = &(0) = (a,0,0) hasta el punto B = &(27) = (a,0, h), que
se encuentra al final de una vuelta completa (h mide la penetracién de un tornillo de este filete por cada vuelta)

Siendo el resorte homogéneo la simetria geométrica hace evidente la posicién del baricentro: X = (0,0, h/2), pero
es un buen ejercicio llegar mediante el calculo a esa misma conclusién.

Sea C' C R? una curva parametrizada regularmente por & : [a,b] — R? la forma de una alambre cuya funcién
densidad ¢ es continua, y sea X = (Z, ) su baricentro. Mostrar que los momentos estéticos respecto Sz, Sy respecto
de las rectas de ecuacién y = y,z = T son nulos.

& Se muestra para Sy, y se deja el hacer los mismo con Sz; por supuesto, este hecho AY
es en realidad el que define la expresién dada mas arriba. T=T

Sgd:ef/(xff)(Sds:/a:édsf/aféds:/xédsfzf/éds: & o
c c c c c \—) _X/’!/!/
6d
:/x&ds—m/6ds:/x6ds—/x§ds:0 [~
le} fc5d5 c c cC

> T
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8)

Dos vueltas de la hélice circular C' de radio a y paso h con el eje pasando por el punto (0, a,0) paralelo al eje z es
parametrizada regularmente por & : [0, 47] — R3 tal que &(t) = (acos(t),a + asin(t), (ht/27)). Calcular la longitud
de la curva C'y la masa de un alambre de la forma de C' cuya densidad en cada punto es proporcional al cuadrado
de la distancia del punto al eje z. ;Cudl es su densidad media?

& Dado que & es una parametrizacion regular e inyectiva de la curva C, su longitud
es Lo = [,ds = 0477 [|/(t)||dt, y como &(t) = (—asen(t),acos(t),h/(27)), su
norma (rapidez) resulta un valor constante, ||’ (¢)|| = v/a2 + h?/(27)?) y el cdlculo

es, entonces, inmediato.

47 4
Le = / 16 ()] dt = /a2 + h2/(27r)2/ At = 2¢/(27a)? + A2
0 0

x A = (a,a,0)

El cuadrado de la distancia de un punto (z,y,2) al eje z es d*(x,y,2) = 2% + y?, lo que valuado en los puntos de
la curva es d?(G(t)) = a®(cos®(t) + (1 + sen(t))?) = a?(2 + 2sen(t)), de modo que la densidad en tales puntos es
§(t) = 2ka®(1 + sen(t)) con k la constante de proporcionalidad (k > 0).

4m 4m
me :/ dds :/ 5(&(t)) || &'(t) || dt = 2ka*\/a® + h2/(27r)2/ (14 sen(t))dt
c 0 0
Esta ultima integral es f047r(1 + sen(t)) dt = (t —cos(t))|¢™ = 47 de modo que, finalmente se obtiene la masa pedida.

mc = 4ka*+/(27a)? + h2
Por tltimo, para el cdlculo del valor medio de la densidad, solo resta efectuar un cociente (no es méds que la masa

del alambre dividida en su longitud).

5. Jodds  me  4ka*\/(2ma)® +h2
O Jods  Le 2y/(2ma)? + h?

Sean R >0, f: D C R? — R tal que f(z,y) = R—+/22 +y2 con D = {(z,y) € R? : 2% +y? < R?} (observar que el
campo escalar admite ser interpretado como la distancia d de un punto P = (z,y) € D a un punto Q = (z,y) € 9D).
Si C,, es la curva parametrizada regularmente para cada constante m € R por &, : (—a,a) — R? tal que &,,(t) =
(t,mt) , donde a = R/v/1+ m?2, calcular (e interpretar el resultado) el valor medio de f sobre C,,, esto es fc,,.

& Para cualquier m € R, la longitud de Cy, es L¢,, = 2R, puesto que no es mas que un
didmetro de D (al mismo resultado se llega observando que &, (t) = (1,m), ||Gr. (t)|] = /

vV1+m?2 Le, = me Il ()| dt = [* V1+m2dt = 2av/14+m? = 2R). Ahora,
considerando que sobre la curva es f(?rm(t) =R—/(t? + m?t2 = R—|t|]vV1 4+ m2, el

célculo del valor medio fc,, es sencillo.

Y
oD

o P

fcm=i/ fds=— [ (R VI+m2)VI+m2dt = o
Le,, Je Le,, J_q «gs

m m

\J
8

2 a 2 a 2
= BT [T = M [T = g =
Cm 0 (e} 0

El resultado obtenido se podria percibir como “razonable”: sobre un rayo radial, por cada punto P que se halla a una
distancia de la circunferencia d = R/2 — b se tiene otro punto P’, simétrico respecto del punto medio del rayo, a una
distancia d’ = R/2+ b, y esto para cualquier b tal que 0 < b < R/2, de manera que sus contribuciones a la distancia
media, ahora medida respecto de la circunferencia de radio R/2 son de la misma magnitud y de signo contrario,
canceldndose. Otra manera de verlo, es considerar la funcién f restringida a un didmetro: su grafico (una V invertida
con el vértice de altura R forma, con el didmetro un tridngulo de base 2R, cuya area es (1/2)R(2R) = R?, de modo
que el rectdngulo de la misma base de igual drea tiene por altura, precisamente fo, = R/2.

Claudia Lépez, Marcela Martins, Fernando Acero Integrales curvilineas 10 de 23



FIUBA 2020 Andlisis Matematico II Integrales curvilineas

M

Calcular la masa de un hilo metélico cuya densidad en cada punto es proporcional al producto de las distancias
desde el punto a los planos coordenados, si la forma del alambre coincide con la de la curva C, interseccion del
cilindro de ecuacién x2 + y? = a2 con el plano de ecuacién z = h, siendo a y h dos constantes positivas.

z

A

& La curva C se recorre una vez con la parametrizacién regular & : [0,27) — R®
tal que &(t) = (acos(t),asen(t),h),0 < t < 27 con una velocidad &'(t) =

(—asen(t),acos(t),0) cuya rapidez es ||¢’(t)]] = a. Dado que la densidad es
0(z,y,z) = klz||lyllz] = klryz], con k > 0, se tiene que, sobre la curva, es
4(&(t)) = khlacos(t)asen(t)], que en 0 < ¢t < 7/2 se convierte sencillamente en

5(5(t)) = kha® cos(t) sen(t) = Lkha®sen(2t),0 < t < /2.

Considerando entonces la simetria geométrica de la curva C'y la simetria funcional de la densidad §, puede calcularse
la masa cuadruplicando la masa del tramo rojo de la figura (el tramo de C dado por la parametrizacién con
0 <t < m/2), simplificando el célculo.

/2 /2
me = / dds = 4/ (@) || (@) || dt = 2k:ha3/ sen(2t) dt = —kha® [(:05(275)]3/2 = 2kha®
c 0 0

Calcular [, fds, siendo C la curva C = {(z,y,2) € R® : 2® + y* + 2* = 4a®, 2% + y* = 2ay,z > 0} y [ el campo
escalar f: R3 = R: f(x,y,2) = z.

& La curva C, interseccién del cilindro con la esfera, puede parametrizarse regular-
mente con & : [0, 27] — R3, () = (—asen(t),a + acos(t), 2asen(t/2)), con velocidad

&' (t) = (—acos(t), —asen(t),acos(t/2)) y rapidez ||’ (t)|| = ay/1 + cos?(t/2).
/ fds= a2/ W(fsen(t)\/l + cos?(t/2)dt = §a2 [(1 + cos2(t/2)%]27r =0
c 0 0

El resultado del cdlculo sobre esta curva (FIUBA applet curva de Viviani) pudo haberse previsto, dada la simetria de
la curva respecto del plano de ecuacién x = 0 y la antisimetria de la funcién respecto de ese mismo plano (esto es

f(—x,y,z) = —T= —f(m,y,z)).

Calcular la masa de un alambre que tiene la forma de la curva C (primer octante) que es la interseccién entre
el cilindro de ecuacién z = 4 — y2 con el plano de ecuacién y = 2z. La densidad del alambre en cada punto es
proporcional a la distancia del punto al plano xz.

& La curva C puede parametrizarse regularmente con & : [0,1] — R®, &(¢) = (¢, 2t,4—
4t?) que la orienta desde A = (0,0,4), pues #(0) = (0,0,4) hacia B = (1,2,0), con
velocidad &(t) = (1,2, —8t) y rapidez ||7'(t)|| = V/5 + 4t2. La densidad, §(z,y,2) =
ky, con k > 0 la constante de proporcionalidad, sobre la curva es §(5(t)) = 2kt.

A =(0,0,4)

1

! ~ =/ ! 2 — 1 2\3 —
mc:/céds:/o 5EW) |17 @) || dt:Qk/O tv/5 + 64t dt_@k[(\/5+64t )] - o

0

= %k(w@ ~5V/5) 2y

x/ B =(1,2,0)
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3. Integral de campos vectoriales a lo largo de curvas (circulacién). En este apartado se agrupan los ejemplos de
integracién de campos vectoriales a lo largo de una curva C' sobre la que toma valores un campo vectorial j? (esto es, la
curva estd contenida en su dominio); cualquiera sea el problema, deben entonces identificarse con claridad los dos actores
esenciales de una integral curvilinea de este tipo: la curva misma C (donde se integra) y el campo vectorial f (lo que se

integra). La integral de linea se escribe como f o [ +ds, lo que se lee “circulacién del campo vectorial efe a lo largo de la
curva ce”.

Una interpretacién directa de la circulacién se da considerando el campo vectorial f como un campo de fuerzas, siendo
C la trayectoria que describe una particula. En tal caso, por definicién, el valor de la integral es el trabajo del campo a
lo largo de la trayectoria. Observar que el resultado de la integral es un escalar (que en el caso de interpretarse como el
trabajo tiene las dimensiones de una energfa), aunque los actores involucrados sean vectoriales.

Si @ : [a,b] = R™ es una parametrizacién regular en casi todas partes
que orienta la curva C' desde A = &(a) hasta B = &(b), y f un campo
vectorial continuo en un dominio Dy D C' entonces vale la siguiente

expresion.
. b
[ Fas=[ 1@
C a

Si a la misma curva anterior con la orientacién inducida por &, se la N
recorre ahora con la orientacién opuesta dada por 7 : [a,b] — R™ (lo que

puede lograrse, por ejemplo, definiéndola como ¥(t) = &ef 5 dla+b—1)),s A
obtiene el valor opuesto al anterior:

b
F.ods = N .38 df = — F.ds B
[ Foas= [ s 5wa=- [ Fas :

Si & : [a,b] = R™ es una parametrizacién regular en casi todas partes
que orienta la curva cerrada (lazo) C' desde A = &(a) hasta el mismo
A = G(b), y f un campo vectorial continuo en un dominio Dy > C
entonces vale la siguiente expresion.

}ifds”:/:f(ﬁ)

Siendo C y Cs dos curvas contenidas en el dominio de un campo vectorial f
orientadas partiendo ambas del punto A y llegando ambas al punto B, tal como
se muestra en la figura, en general, no cabe esperar que se obtenga la misma
circulacion para cualquier campo vectorial f Suele abreviarse diciendo que la
circulaciéon depende de la trayectoria.

f ds #£ f ds,  jen general! Cq
Ch

Para los campos de gradientes f (que derivan de un potencial ®, esto es f = V®), la situacién anterior ya no es posible,
la circulacion deja de depender de la trayectoria, dado que tiene lugar la versiéon n-dimensional de la regla de Barrow:
fc f ds'=®(B) — ®(A), siendo f: V©. En tal caso, como es evidente, resulta indiferente la curva que materializa la
conexién entre el punto A y el punto B y ahora para cualesquier par de curvas C; y Cs que unan A con B ha de resultar
Je, f-ds= Je, f - d§, puesto que tanto una como otra son iguales a ®(B) — ®(A).
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Para los campos de gradientes f (derivan de un potencial @, esto es f =Vo)

si Cp,C4%,C5, ... son curvas contenidas en el dominio de un campo vectorial f

orientadas partiendo del punto A y llegando al punto B, tal como se muestra B A
en la figura, resulta la misma circulacién sobre cualquiera de estas curvas, dado AN

que todas ellas se obtienen como ®(B) — ®(A). Suele abreviarse diciendo que

la circulacion no depende de la trayectoria.

/ f-d§:/ f~d§:/ f-d5=®(B) — ®(A), con f=Vd Ch
c Co Cs

Una consecuencia inmediata de la independencia de la trayectoria propia de
la circulaciéon de los campos de gradientes es la nulidad de la circulaciéon en
cualquier lazo C' contenido en su dominio (dado que en un lazo es B = A, por
lo que §, f-d¥=®(B) — ®(A) = B(A) — B(A) =0).

j{ f ds§=0, siendo fun campo de gradientes
c

Obtencién de una funcién potencial @, versién 2D. Si el campo vectorial diferenciable f: Dy C R? — R?, f: (P,Q)
cumple en su dominio Dy abierto simplemente conexo la condicién de simetria Py(z,y) = Qz(z,y),V(z,y) € Dy, entonces
es el gradiente de un campo escalar (llamado funcién potencial) ®, esto es f =V, y tomando Py = (x0,y0) € Dy, se
halla una ® con la siguiente expresién.

x y
D(x,y) = / P(t,yo)dt —|—/ Q(z,t)dt, con cualquier Py = (zo,y0) € Dy
zo

Yo

Obtencién de una funcién potencial @, versién 3D. Si el campo vectorial diferenciable f : Dy ¢ R®* — R?® dado por
f: (P,Q,R) cumple en su dominio D abierto simplemente conexo la condicién Py(z,y,2) = Qu(z,v, 2), Py(z,y, 2) =
R.(x,y,2),Q:(z,y,2) = Ry(z,y,2),V(z,y,2) € Dy entonces es el gradiente de un campo escalar (llamado funcién

—

potencial) @, esto es f = V@, y tomando Py = (29, yo,20) € Dy, se halla una ® con la siguiente expresién.

T y z
D(x,y,2) = / P(t,yo,2z0)dt + | Q(z,t,z0)dt —|—/ R(x,y,t)dt, con cualquier Py = (2o, yo,20) € Dy
xo

Yo Z0

Ejemplos

(a) Sean la curva C' = {(z,y) € R? : 2% + 42 = 4y} y el campo vectorial f : R2 — R2 dado por f(z,y) = (—y,2).
Calcular la circulacién a lo largo de la curva C', indicando la orientacién de la curva adoptada.

& Completando cuadrados se tiene que la circunferencia de ecuacién z? + (y — 2)? = AY
4, parametrizada regularmente por & : [0,27] — R2 &(t) = (2cos(t),2 + 2sen(t))
con &'(t) = (—2sen(t),2cos(t)) (sentido antihorario). El campo vectorial, de clase
C>°(R?), evaluado sobre la curva C es f(G(t)) = (=2 — 2sen(t),2) de modo que el

—

producto escalar es f(#(t))-&'(t) = 4sen(t) +4cos(t) +4sen?(t). Solo resta el clculo.

N

74 f-ds= /277 F(3(t)) - & (t) At = [~4cos(t) + 4sen(t) + 2t — sen(2t)]2" = 4x
C 0

Observacion. Se puede asegurar que el campo vectorial f: R? — R? tal que f(:c, y) = (—y,2) no admite una funcién
potencial, no es un campo de gradientes, puesto que, de serlo, esta circulacién sobre la circunferencia debiera dar
cero. También vale la pena decir que si se interpreta f como una fuerza, a lo largo del ciclo el trabajos es positivo,
pero que este resultado es un balance global (es una integral): claramente hay partes del recorrido en que el trabajo
es negativo, por ejemplo el tramo (en naranja) entre el punto A = (—1,1) y el origen de coordenadas.
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(b)

Calcular el trabajo realizado por una fuerza de magnitud constante 3 con direccién y sentido del versor i sobre

una particula que va desde A = (—1,0) hasta B = (1,0) siguiendo la trayectoria de la semicircunferencia dada por

22 4+ y? =1,y > 0. Rehacer el cdlculo, ahora siguiendo la trayectoria de la curva de ecuacién y = 2% — x.

Y
& La semicircunferencia Cy se parametriza regularmente por & : [0,7r] — R? tal C
que &1(t) = (—cos(t), sen(t)) con velocidad &;(t) = (sen(t), cos(t)), mientras que el !
tramo de pardbola ciibica Cs se parametriza regularmente por &2 : [—1,1] — R? tal
que Fa(t) = (t,t* —t) con velocidad &5 (t) = (1,3t* — 1).
T
Por otra parte, el campo vectorial es f: R? — R? tal que f(m, ) = (3,0). A C T BT

El campo vectorial, de clase C*(R2), evaluado sobre la curva Cy es f(a1(t)) = (3,0) de modo que el producto

escalar correspondiente es f(#1(t)) - @ () = 3sen(t); del mismo modo, el campo vectorial evaluado sobre la curva

Csy es f(g3(t)) = (3,0) de modo que el producto escalar correspondiente es f(F2(t)) - 01 (t) = 3. Luego el célculo de
las integrales es inmediato.

J.

=y

-d§:/0 F(@1(t)) - &) (t) dt =/0 3sen(t) dt = [—3cos(t)]; = 6

1 1
/ Fods= / (Ga(t)) - G)(t) dt = / 3dt=[3]", = 6
Observacién. Es facil comprobar que el campo dado es el gradiente de ® : R? — R, ®(x,y) = 3y ya que es inmediato
ver que f = V®, de modo que el resultado es previsible, el trabajo es independiente de la trayectoria que conecta
a con B, y por lo tanto serfa el mismo que siguiendo cualquier curva, como por ejemplo la senalada como C3 en la
figura:

/le-d§:/c2f-d§’:/csf~d§:<1>(3)—<I>(A):(3)(1)—3(—1):6

Sea D = {(x,y) € R? : 22 + y? = a?,y > 0} siendo a una constante positiva. Calcular la circulacién a lo largo de
C = 0D7 (orientada dejando el recinto D a su izquierda) del campo vectorial f : R? — R? tal que f(z,y) = (v, x).

& El semicirculo D tiene por frontera C' la unién de la semicircunferencia Ci y
el segmento C> con las orientaciones indicadas en la figura. Una parametrizacién
regular de Cy es &1 : [0,71] — R? tal que &1(t) = (acos(t),asen(t)) con velocidad
71(t) = (—asen(t),acos(t)), mientras que C> se parametriza regularmente por & :
[~a,a] — R? tal que #2(t) = (¢,0) con velocidad (t) = (1,0). De esta manera,
queda la frontera C' = 0D = C1 U C2 con la orientacién exigida por el enunciado.

f-dé’:f f-ds= [ f-ds+ [ f-ds _ B
}{C C1UCy c Co C=0Dt=C,UC,

El campo vectorial, de clase C*°(R3), evaluado sobre la curva Cy es f(61(t)) = (—asen(t),acos(t)) de modo que

el producto escalar correspondiente es f(71(t)) - @ (t) = (—asen(t),acos(t)) - (—asen(t),acos(t)) = a?(sen(t) +
cos?(t)) = a?; del mismo modo, el campo vectorial evaluado sobre la curva Cy es f(d3(t)) = (0,¢) de modo que el

producto escalar correspondiente es f(d2(t))-5(t) = (0,t)-(1,0) = 0. Luego, el cdlculo de las integrales es inmediato
(Observacion: este ejercicio resulta mucho més directo conociendo un resultado posterior, el Teorema de Green).

T a
/f-dgz/ a®dt = a® [t|g = ma?, /f-d§:/ (0)dt =0
C1 0 CQ —a
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j{f’.dg‘zj{ Fag= | Fai+ [ f-d5=ra?+0=ma?
C C1UCo Cy Ca

(d) Sea T el tridngulo de vértices A = (—1,1),0 = (0,0), B = (1,1). Calcular la circulacién a lo largo de C' = D™
(orientada dejando el recinto D a su izquierda) del campo vectorial f : R? — R? tal que f(z,y) = (22, 2% — 3?).

Y
A
& El tridngulo T tiene por frontera C' = 9T = C1UC2UC5 la unién de los segmentos
Ci = AO,Cy = OB,C3 = BA, con las orientaciones indicadas en la figura. Una
parametrizacién regular de Cy es &1 : [0,1] — R?,&1(t) = (t — 1,1 — t) con velocidad
F(t) = (1,-1), de C2 es &2 : [0,1] — R?, Fa(t) = (£, t) con velocidad 75(t) = (1,1) y T
de C5 es &3 : [0,2] — R?,52(t) = (1 — ¢, 1) con velocidad #5(t) = (—1,0).

A Cs B
<z

0D

O‘I»

Y
8

ff“.dng f-ds= [ f-ds+ | f-ds+ [ f-ds o
C C1UC2UC3 Cy Co Cs C = Cl U CQ U CB

El campo vectorial, de clase C*°(R3), evaluado sobre la curva C; es f(d71(t)) = ((t—1)2,0) de modo que el producto
escalar correspondiente es f(,(t)) - @ (t) = ((t — 1)2,0) - (1,—1) = (¢t — 1)%; del mismo modo, el campo vectorial
evaluado sobre la curva Cs es f(d3(t)) = (¢2,0) de modo que el producto escalar correspondiente es f(F ())&, (t) =
(t2,0) - (1,1) = ¢2; finalmente, el campo vectorial evaluado sobre la curva Cs es f(d3(t)) = ((1—1)2, (1 — )2 —1) de
modo que el producto escalar correspondiente es f(as(t)) - &4(t) = (1 — )2, (1 — )2 —1) - (=1,0) = —(1 — t)2. Con
estas especificaciones, lo que resta es la ejecucion de cada una de las tres integrales, para luego sumarlas.

/fd§—/1(t—1)2dt—1[(t—1)3]1—1 /fdg—/thdt—1[3]1—l
ol T 3 N A R L

- ? 2 1 2

| Fas= [ feawy aoa=— [ a-ra=gla-o =3

Cs 0 0 3 3

P S P > o112
j!f-ds:?{ f-ds= f-ds+ f-ds—|—/ fdf=-4+-—-—5=0

C C1UCUCs Cy Co C3 3 3 3

La circulacién del campo sobre esta curva cerrada resulté nula, lo que de ninguna manera indica que se trate de
un campo de gradientes (para el que se tiene la garantia de la nulidad en toda curva cerrada en su dominio). De
hecho, puede afirmarse que no es un campo de gradientes ya que no se cumple una condicién necesaria para ello,
que es la condicién de simetria jacobiana de f En efecto, siendo P(z,y) = 2 es P,(z,y) = 0, mientras que con
Q(r,y) = 22 — y? es Q. (x,y) = 2x, de modo que la condicién de simetria solo se cumple sobre el eje y, mas no en
todo el triangulo T

Observacion. Este ejercicio se torna muy simple tras el conocimiento de un tema posterior: el Teorema de Green.

(e) Sea C = Cy(f), la curva de nivel k del campo escalar diferenciable f : Dy C R* — R, que estd parametrizada
regularmente por & : [a,b] — R2. Calcular la circulacién del campo vectorial h = V£ a lo largo de la curva C.

)\y

& El campo vectorial h es un campo de gradientes, lo que es obvio por definicién: es A B
el gradiente de una funcién potnecial f. Dado que, por definicién, el valor que toma

la funcién f sobre todos los puntos de su curva de nivel k es, precisamente, k, en Cr(f)
particular se tiene que, siendo A = &'(a), B = &(b), debe ser f(A) = k = f(B). De
alli se tiene que el valor de la circulacion es nulo. Ag\

//‘i.dgz/ Vf-ds=f(B)— f(A)=k—-k=0 7
c Cr(f)

Yy

ka(f) Vf-ds=0
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Observacion. Se puede decir todavia més: no solo es nula la circulacién a lo largo de la curva C' (resultado global)
sino que también lo es en cualquier tramo de esa curva (resultado local), puesto que el vector V f es en cada punto
ortogonal a la curva, de modo que el producto escalar V f - ds es idénticamente nulo.

Calcular la circulacién 390 f d3, siendo C = {(z,y,2) € R3: 22 + 9% + 22 = 4a®, 22 + y*> = 2ay,2 > 0} y fel campo
vectorial f: R3 — R3 tal que f(a:, y,z) = (a — y,z, z). Orientar la curva C' de manera que se recorra en sentido
descendente en el tramo incluido en el primer octante.

& La curva C, interseccién del cilindro con la esfera, puede parametrizarse regular-
mente con & : [0,27] — R3 &(t) = (—asen(t),a + acos(t),2asen(t/2)), con veloci-
dad &'(t) = (—acos(t), —asen(t), acos(t/2)). El campo vectorial, de clase C*°(R?), q

—

sobre la curva C es f(d'(t)) = (—acos(t), —asen(t),2asen(t/2) de modo que el pro-

—

ducto escalar correspondiente es f(&(t)) - & (t) = (—acos(t), —asen(t),2asen(t/2) -
(—acos(t), —asen(t), acos(t/2)) = a*(1 + sen(t)).

V@

27
?4 Fods= a2/ (14 sen(t)) dt = a® [t — cos(t)]2" = 2ma® -
© 0 T 4/0'
El célculo sobre esta curva (FIUBA applet curva de Viviani) habria resultado simplificado conociendo un tema pos-

terior: el Teorema de Stokes.

Calcular la circulacién | c f -d§ siendo C' la curva interseccién (primer octante) entre el plano de ecuacién 2z +y = 2
y el plano de ecuacién y + z = 2, en tanto que f: R3 — R tal que f(x,y,z) = (1+4y + 222,22+ 2y + 2, -1+ 2).
Orientar la curva C de manera que se recorra en sentido descendente.

& La arista interseccién C' debe cumplir a la vez que y = 2 — 2z, 2 = 22 de modo que
una parametrizacién regular es & : [0,1] — R? &(t) = (1 —t,2t,2 — 2t), iniciando en
el punto A = (1,0,2) = &(0) de la figura, y terminando en B = (0,2,0) = &(1). La
figura muestra el plano de ecuacién y+z = 2 (rosa) y el plano de ecuacién 2z +y = 2
(azulado), con la arista interseccién (azul).

Observacion: se hace més evidente la parametrizacién escrita asi: & : [0,1] —
R? &(t) = (1,0,2) +t(—1,2, —2) donde se ve claramente la estructura de la ecuacién
vectorial de la recta &(t) = A+ t(B—A), 0 <t < 1.

Ahora el cdlculo de la circulacién; teniendo en cuenta que &(t) = (1 —t,2t,2 — 2t), resulta una velocidad ¢’ (t) =
(—1,2,—2). El campo vectorial, de clase C°°(R?), sobre la curva C es f(5(t)) = (3+ 4t + 2t2,3+ 2,1 —2t) de modo

—

que el producto escalar correspondiente es f((t)) - & (t) = (3 +4t + 22,3 +t%,1 -2t - (—1,2,-2) = 1.

/Cf~d§=/Olf(a(t))-&’(t)dtz/oldtz1

Dado D = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? < a?,z = h} con h > 0, sea C = dD orientada de modo que el vector tangente
en el tramo del primer octante tenga segunda componente positiva. Calcular la circulacién del campo vectorial
f:R3 = R3 tal que f(w,y,2) = (—y,z,22 + 2z +y°).

& La curva C se recorre una vez con la parametrizacién regular & : [0,27) — R®
tal que &(t) = (acos(t),asen(t),h),0 < t < 27 con una velocidad &'(t) =
(—asen(t),acos(t),0). El campo vectorial, de clase C*°(R?), sobre la curva C es
f(3(t)) = (—asen(t),acos(t), h? + acos(t) + a®sen?(t)) de modo que el producto es-
calar correspondiente es f(&(t))-& (t) = (—asen(t), acos(t), h? +a cos(t)+a> sen®(t))-
(—asen(t),acos(t),0) = a®.

27 27
F.ds= FG) - 7 (t)dt = a® dt = 27a®
f7as= [ few) Far—a [ ar=2ma
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(i)

Una vuelta de la hélice circular C; de radio a y paso h con eje z es parametrizada regularmente por &7 : [0, 27] —
R? tal que &1(t) = (acos(t),asin(t), (ht/27)). Calcular la circulacién del campo vectorial f : R3 — R? tal que

—

flz,y,2) = (—y,x,22) a lo largo de la hélice Cy, y a lo largo del segmento orientado Cy desde A = (a,0,0) hasta
B = (a,0,h).

z
& &1 es una parametrizacién regular de la curva Ci, con velocidad &i(t) = Cy
(—asen(t),acos(t), h/(2m)); el campo vectorial, de clase C°°(R?), sobre la curva
Cy es f(d1(t)) = (—asen(t),acos(t),2t(h/27)) con el producto escalar correspon- >
diente f(F1(t)) -1 (t) = (—asen(t),acos(t),2t(h/2r)) - (—asen(t),acos(t), (h/2m)) = 1
a® 4 2(h/27)%t. Yo
5 (1
/ f-ds= / (a® 4 2(h/2m)%t) dt = [0t + (h/27)*t*]5" = 27a® + h® 4
C1 0

o

Una parametrizacién regular para el segmento orientado Cy es & : [0, h] — R? tal que 2(t) = (a, 0, 1), con velocidad

—

a4(t) = (0,0,1), de modo que sobre la curva Cs es f(G2(t)) = (0,1,2t) con el producto escalar correspondiente
f(@2(1)) - 75(t) = (0,1,2¢) - (0,0,1) = 2¢.

—

h h
f-dgz/ f(Ez(t))-&g(t)dt:/ ot dt = 12|h = b2
Cs 0 0

Calcular la circulacién del campo vectorial f: R3 — R3 tal que f(x, y,2) = (29(z,y, 2), xy—92g(z, vy, 2), 3yg(x,y, 2)),
siendo g € C(R?), desde el punto A = (1,yo,20) hasta B = (8,%1,21) a lo largo de la curva C contenida en la
superficie de ecuacién z = x — 32, sabiendo que la proyeccién de C sobre el plano xy cumple la ecuacién x = 3.

z

& Lo primero, es ver una parametrizacién de la curva, de la que sabemos que
estd en la interseccién de la superficie de ecuacién z = z — y?, con el cilindro
proyectante de ecuacién z = y>, de modo que una parametrizacién regular es
7 :[1,2] — R® tal que &(t) = (t3,¢,¢3 — ?).

Conviene puntualizar que el intervalo [1,2] surge del dato conocido del punto inicial

A = (1,40, 20), de donde t§ = 1 y de allf el valor (inico) to = 1; del mismo modo, B
B = (8,y1,21) de donde t3 = 8, lo que obliga al valor ¢; = 2. De alli surgen entonces §
los puntos A = (1) = (1,1,0), B = &(2) = (8,2,4). ™

En la figura se observa la curva C' (color azul) recorrida desde A hasta B y se han
dibujado también las trazas de los cilindros proyectantes; en particular, la correspon-
diente al dato inicial del ejercicio, = 3° se observa de color ocre. Las restantes
proyecciones estdn distinguidas con color verde (sobre el plano xz) y celeste (sobre el
plano yz).

Para la parametrizacion establecida, se tiene que su velocidad es &' (t) = (3t2,1,3t> — 2t). Por otra parte, el campo
vectorial, es de clase C'(R?) (su regularidad es heredada por lo que dice sobre el campo escalar g, siendo el resto de
las componentes polinémicas que no restringen la continuidad). El campo vectorial, evaluado sobre la curva C' es

F(3(1) = (29(G (1)), t* — 9t3g(3(t)), 3tg(#(t))) v el producto escalar correspondiente resulta ser el siguiente.
f(E(1) - &' (t) = (29(3(1),t* — 9°9(3(2)), tg((¢))) - (37,1, 3¢> — 2t) = ¢*

Solo resta el cdlculo mismo de la circulacién, que resulta inmediato.

2 2
_'. §»: _'O—_» 'C_fl — 4 — 5 2:
/Cf d /1 F(&()-&'(t)at / t*dt = [t°/5]] =31/5

1
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Observacion. En el ejercicio anterior, el campo escalar g se halla valuado en el punto (z,y, z), y la circulacién resulté
independiente de g; lo mismo habria resultado de estar g evaluada en cualquier terna obtenida a partir de la anterior,
siempre que resultara la funcién continua en el espacio que contiene a la curva C. Por ejemplo, de reemplazar en el
enunciado g(z,y, z), por g(xy + z, cos(ryz), In(x? + z* + 1)).

Sea f: R3 — R3 tal que f(z,y,2) = (z + g(zy + 2),y + g(zy + 2),22), con g : R — R continua en R. Probar que la
circulacién de f desde A = (2,0,3) hasta B = (3,—1,6) a lo largo del segmento C = AB no depende de g.

& Lo primero, es ver una parametrizacién regular del segmento, que es inmediata pues
tiene la estructura & : [0, 1] — R tal que &(t) = A+t(B—A) , lo que reemplazando los
datos queda entonces como &(t) = (2+¢, —t,3 + 3t), con velocidad &' (t) = (1, -1, 3).

B=(3,-1,6
El campo vectorial, que es continuo en el espacio R?® (dada la continuidad de g en R), (8, ~1.6)
evaluado sobre el segmento C es f(3(t)) = (2+t+ g(d(t)), —t + g(G(t)),6 + 6t) y el
producto escalar correspondiente resulta ser el siguiente.
(@t

—

f(&(t)) &) = f(@(t) = (2+t+g(G(), —t+g(d(t)),6 +6t) - (1,—1,3) = 20+ 20¢

Solo resta el cdlculo mismo de la circulacién, que resulta inmediato.
A=(2,0,3)

/f. dgz/lf(g(t)).Ef(t)dt:/l(20+20t)dt: [20¢ + 10¢%] , = 30
c 0 0

Sea f:RT x R — R2 tal que f(z,y) = (y+zg(x), 3y + zg(z)), con f(1,1) = (3,5). Hallar una funcién escalar g tal
que f admita una funcién potencial en su dominio y obtener, para tal g, una funcién potencial ®. ;Es tnica?

1
z)=1+=
& Siendo el dominio D = R™ xR un abierto simplemente conexo, es suficiente suponer ‘\g( ) z

que exista una funcién escalar g € C'*(R) e imponer la condicién de simetrfa a las com-
ponentes del campo f = (P, Q), para asegurar la existencia de una funcién potencial
en ese dominio.

E;—];(x,y) =1=[zg(z)] = g—g(ac,y) entonces es [zg(z)]’ =1 , A=(1,2)
La condicién f(l, 1) = (3,5) exige una condicién inicial sobre la funcién buscada g. Ig
F(1,1) = (3,5) equivale a L+g(l)=3 entonces g(1) = 2
’ ’ 34+9(1)=5

1

Puestas las dos cosas juntas se tiene el problema de valor inicial [xg(x)]’ = 1,¢(1) = 2. La solucién general de la
ecuacién diferencial es xg(x) = z + ¢, que con la condicién inicial queda la tnica solucién del problema de valor
inicial, que es la funcién g : RT — R tal que g(z) = 1 + 1/z, cuyo grafico se ve en la figura. Conviene ver que, de
hecho, la suposicién de que fuese g € C*(R), queda cumplida por la g encontrada.

Reemplazando la hallada funcién g, es f: Rt x R — R? tal que f(x, y)=(x+y+1,z+3y+1), y llamando como
habitualmente P(z,y) =z +y + 1,Q(z,y) = z + 3y + 1 y eligiendo cualquier punto en el dominio, como puede ser
Py = (1,0), se calcula una funcién potencial ® : Rt x R — R.

@(x,y):/1xP(t,0)dt+/0yQ(a:,t)dt:/1x(t+1)dt+/0y(x+3t+1)dt:

[£2/2+¢]] + [at +3t2/2 + t]) = 2%/2+ 2+ 2y + 3y* /2 + y — 3/2
Observacion. Las infinitas funciones potenciales posibles en el abierto simplemete conexo son tales que dos cua-

lesquiera de ellas difieren de una constante, por lo que otra funcién potencial es

1 3
P (z,y) = §w2+w+wy+ 51/2 +y.
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(m)

Sea f: R? — R? tal que f(:c,y) = (z,2 — y?). Probar que fno admite funcién potencial y calcular la circulacién
en sentido positivo a lo largo de la curva C' = 9D, siendo D = {(z,y) € R?: 0 <y < 1,0 <z < y?}.

& Siendo f(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) con P(z,y) = ,Q(x,y) = - *, la
condicién (que es necesaria para la existencia de una funcién potencial para
f) de simetrfa no se cumple: Py(z,y) = 0 # 1 = Q.(x,y); esto basta para 1
asegurar que f no admite funcién potencial. La circulacién sobre la curva
regular por tramos C = DT = C; U Cs U Cs se calcula como la suma de las

circulaciones sobre cada uno de los tres tramos.

ff”.dg: f-ds+ | f-ds+ [ f-d5
le} C, Cy Cs

of
C =98D+t =C1UCUCs
Una parametrizacién regular de la curva Cy es 71 : [0,1] — R? tal que &1 () = (t2,t) , con velocidad &} (t) = (2t,1);

el campo vectorial, de clase C*°(R2), sobre la curva Cy es f(71(t)) = (2,12 — t2) = (¢2,0) con el producto escalar
correspondiente f(&1(t)) - &1 (t) = (t2,0) - (2t,1) = 2¢3.

- 1 1,0 1
f-d§:/ 2t3) dt = [t‘*] ==
/C1 0 ( ) 2 0 2

Una parametrizacién regular de la curva Cy es &3 : [0, 1] — R? tal que 71 (t) = (1—t, 1) , con velocidad & (t) = (—1,0);
el campo vectorial, de clase C°(IR?), sobre la curva Cy es f(&2(t)) = (1—t,1—t—12) = (1 —t,—t) con el producto

—

escalar correspondiente f(&2(t)) - &4(t) = (1 —t,—t) - (—1,0) =¢ — 1.

. 1 1 ! 1
f-d§:/ t—1 dt:[tQ—t} S
/02 0( ) 2 o 2

Una parametrizacién regular de la curva Cs es &3 : [0,1] — R? tal que &1 (¢) = (0, 1—t) , con velocidad & (t) = (0, —1);
el campo vectorial, de clase C™(R2), sobre la curva Cs es f(&3(t)) = (0,0—(1—1)2) = (0, —(1—1¢)2) con el producto
escalar correspondiente f(&5(t)) - 74(t) = (0, —(1 — £)2) - (0, —1) = (1 — £)2.

1

f.d§/01(1t)2dt [;(103} :é

Cs 0

Poniendo todo junto, finalmente se tiene la circulacién pedida:
7 > > > 1 1 1 1
f~d§’:/ f-d§+/ f~d§+/ f-ds==—-+==_.
~7§C Cy Cy Cs 2 2 3 3

Seaf : D C R3 — R3 tal que f(x,y,z) = (4x/2,2y/z, — (222 + y?)/2?), siendo D = R? x R*. Probar que f admite
una funcién potencial ® : D — R tal que ®(1,1,1) = 3 y describir las superficies equipotenciales. Luego, calcular
la circulacién a lo largo de la curva C con la orientacién dada por la paramterizacién & : [0,7] — R? tal que
F(t) = (1 +1In(1 4 sen*(t)), et ™D 1 +t/7).

& El campo vectorial f: D c R® — R? dado por f: (P,Q, R) es C*° en el dominio Dy abierto simplemente conexo, siendo
P(x,y,2) = 42/2,Q(x,y,2) = 2y/z, R(z,y, 2) = —(22* +y?) /2> tales que cumplen la condicién de simetria Py (x,y,2) =0 =
Qu (2,9, 2), Po(x,y,2) = —4x/2* = R.(x,9,2), Q- (2,9, 2) = —2y/2* = Ry(x,y,2),¥(x,y,2) € D. Esto permite afirmar que f
es el gradiente de un campo escalar (llamado funcién potencial) ® : D — R, esto es f: V®, y tomando Py = (0,0,1) € D,
se halla una ® con la siguiente expresion.

x Yy z x y z
@(m,y,z)z/o P(t70,1)dt+/0 Q(ac,t,l)dt—f—/l R(M,t)dt:/o 4tdt+/0 2tdt+/l (—(20% + y%)/82) dt

se verifica con facilidad que, efectivamente, f =Vo.

0

t

2 272 2 2
®(z,y,2) = [2t2]§+[t2]y+ {2:2 +y } _ 2x ;y

1
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La funcién potencial obtenida cumple, ademés la condicién ®(1,1,1) = 3 (de no haberla cumplido, bastaria anadir una
constante para ajustar la condicién). Las superficies equipotenciales son los conjuntos de nivel de ® : D — R tal que

2 2
D(z,y,2) = 2”%, esto es que, por definicién, la superficie de potencial k € R es:

. 2$2+y2

Cr(®) o {(w,y,z) €D .

zkconkeR}.

Dado que z > 0 es claro que Ci(®) = 0 si k < 0, mientras que si k = 0 es Co(P) = {(z,y,2) € D:x =y =0,z > 0} (esto
es, el semieje positivo z). Finalmente, para k > 0, se tienen los paraboloides elipticos de ecuacién z = (222 + y?)/k,z > 0
(observar que el origen no es parte de la equipotencial, la funcién potencial alli no estd definida).

Para el campo de gradientes f que deriva de un potencial @, esto es f = V&, se tiene que la circulacién no depende de

la trayectoria, dado que la curva C estd contenida en D (observar que V¢ € [0,7] : z(t) = 1 +t/7m > 0) y se recorre desde
A=45(0)=(1,1,1) hasta B = &(m) = (1,1, 2) . El célculo es entonces directamente mediante la funcién potencial:

/f~d§:<1>(B)_q>(A):§_3:_7
c 2

Sea, f : D C R™ — R™ un campo tal que, para alguna curva cerrada regular en casi todas partes C C D cumpla que,
en cada punto de la curva, es proporcional a la velocidad. Probar que no admite una funcién potencial en D.

& Sid: [a,b] - R™ es una parametrizacién regular que orienta la curva cerrada

(lazo) C desde A = #(a) hasta el mismo A = G(b), y f(5(t)) = k&' (t) siendo & Va
k una constante no nula, resulta que la circulacién sobre el camino cerrado C
no es nula, como lo muestra la siguiente expresién. A

= - b“_, -O_"/ _ b 5_»/ 2
f Foas= [ flaw)-#war=k [ 17w a 2o

En efecto, siendo regular en casi todas partes la parametrizaciéon & existe al menos un punto to € (a,b) donde
& (to) no es el vector nulo, y entonces || (t9)||?> > 0 ; como ademés es & continua en ese punto, existe un intervalo

(a1,b1) C (a,b) que contiene a to tal que para todo t € (ay,b1) : || (¢)||*> > 0 y entonces es f‘il [|&' ()2 dt > 0 de
donde resulta que:

b by
/||a’<t>||2dtz/ 16" (1) dt > 0.
a al

De modo que, efectivamente (dado que k # 0) es k f: |57 (¢)]|? dt # 0. De modo que el campo no puede admitir una
funcién potencial, pues en tal caso esta integral resultaria nula.

Sea ¢ : R™ — R un campo escalar C%(R") y sea C una curva orientada en R™ que va desde A hasta B. Probar que
f = vV es un campo de gradientes y calcular fC oV - ds, sabiendo que p(B) =7y que fc V- -ds=4.

& En primer lugar, dado que se sabe que [, Vg -ds = ¢(B) — ¢(A), los datos
permiten calcular el valor de ¢ en el punto A.

/C Vo -ds=¢(B) — p(A) =4,p(B) =7 de donde p(A) =3

El campo f = ¢V es C'(R™) (dado que ¢ es C?) y se comprueba directamente
que es el gradiente de una funcién potencial & = %@2, puesto que por la regla

de la cadena se tiene la sigiente expresién: A
V= V(1% = JV(e) = L (26Ve) = Vo = [ Jo &9 - di=?
Solo resta entonces el calculo pedido:
[ Ve a7 = 8(B) ~ 8(4) = 5(HB) — H(4) = 57— F) = 340 =0,
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(a)

Hallar los valores de las constantes a y b para que resulte conservativo el siguiente campo vectorial:

z

fR® = R® tal que f(z,y,2) = (axsen(my), 22 cos(my) + bye *, y?e?).

Para los valores de a y b asi obtenidos, calcular la circulacic’)n de f a lo largo de la curva C' parametrizada por
71 : [0, 7] — R? tal que &1(t) = (cos3(t), sen?(2t), sen®(t)).

& El campo vectorial f : R* — R? dado por f = (P,Q, R) es C*°(R?) (es claro que R? es un abierto simplemente conexo),
siendo P(x,y,z) = azsen(ry), Q(z,y,2) = x> cos(my) + bye %, R(x,y, 2) = y®e~*. En tales condiciones, basta hallar valores
(si existen) tales que se cumpla la condicén de simetria, como se impone en el siguiente sistema, que debe cumplirse para
todo (z,y, z) en R3.

Py(z,y,2) = Qz(z,y,2) equivale a ax cos(my) = 2z cos(my) de donde a = 2/7
P.(z,y,z) = Ra(z,y,z) equivale a 0 =0 que se verifica en todo caso luego a = 2/m,b = —
Q:(z,y,z) = Ry(z,y,z) equivalea —bye * =2ye * de donde b = —2

De este modo, el campo vectorial, con esta eleccién de las constantes a y b, resulta ser el siguiente:

—

f:R® = R® tal que (z,y,2) = (gm sen(my), z* cos(my) — 2ye” ?, erfz) .
T

Siendo que fes el gradiente de un campo escalar ® : R®> — R, esto es f: V®, tomando Py = (0,0,0) € R3, se halla una &
con la siguiente expresion.

D(z,y,2) / P(t,0,0) dt+/ Q(x,t,0) dt—l—/ R(z,y, )dt—0+/ (m cos(7rt)—2t)dt+/ yle tdt
0 0

1 Y _ 1 2 . . =
D(z,y,2) = {fo sen(mt) — tQ] + [(—y26 t]; = —z”sen(wy) — y’e 7 se verifica que, efectivamente, f = V®.
m o T
Para el campo de gradientes f que deriva del potencial ®, se tiene que la circulacién no depende de la trayectoria, y se recorre
desde A = &(0) = (1,0,0) hasta B = &(7) = (—1,0,0) . El célculo es entonces directamente mediante la funcién potencial:

/f~d§’:<1>(B)—<I>(A):O—O:O
C

Observacion. En este ejercicio tal vez resultara més expeditivo, una vez asegurada la independencia de la trayectoria, reem-
plazar la curva dada por otra cualquiera que haga mas sencillo el calculo de la circulacién, sin pasar por el la obtencion de
la funcién potencial. Por ejemplo, si se va desde A hasta B por el segmento C* parametrizado por &* : [0,1] — R? tal que
&*(t) = (1 — 2t,0,0), con velocidad (&*)’(t) = (—2,0,0), se ve de inmediato que:

F@ @) - (@) (t) = (0,£,0) - (=2,0,0) = 0 = f-d§:/f~d§:0.
C* C

Sea f: R? — R? tal que f(x, y) = (e®sen(y) + 3y, e® cos(y) + 2z — 2y), con C la elipse de ecuacién 4z? + y? = 4
recorrida una vez en sentido antihorario. Calcular la circulacién de f a lo largo de C.

& La funcién vectorial & : [0, 27] — R?, #(t) = (cos(t), 2sen(t)) parametriza regular- AY
mente la elipse y la orienta en sentido antihorario. Por otra parte el campo vectorial 9
f es de clase C-infinito en al abierto simplemente conexo R?, y siendo f = (P,Q),
con P(z,y) = e"sen(y) + 3y, Q(x,y) = e” cos(y) + 2z — 2y, se adv1erte que el campo
no es conservativo, puesto que no se cumple la condicién de simetria. c

Py(2,y) = ¢ cos(y) + 3 # ¢ cos(y) +2 = Qu(z, )

Sin embargo, haciendo f = §+ h con §(z,y) = (¢*sen(y) + 2y, e” cos(y) + 2z — -1 1
2y), h(z,y) = (y,0), se tiene que el campo § es conservativo, pues (verificarlo) § = VP 4

V%3

con ®(z,y) = ” sen(y) + 22y —y?, quedando entonces que fz V®+h. Esto simplifca
el cdlculo, dado que la circulacién de g a lo largo de la curva cerrada se anula, quedando
solamente el cdlculo de la circulaciéon del campo vectorial h.

j{fdg:j{g-dﬂfﬁ-d;:j{ﬁ-dg
C C C C —9

0
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El campo vectorial i evaluado sobre la curva C' es h(F(t)) = (2sen(t),0) y entonces el producto escalar con el
vector velocidad queda h(&(t)) &' (t) = (2sen(t),0)- (—sen(t), 2 cos(t)) = —2sen?(t). De alli, entonces, la circulacién
pedida:

27

?ifdé’:]{jﬁ-ds*:/:ﬂ h(&(t)) - & (t) dt:/o%(—Zsen2(t))dt: [—t—i— SGHQ(%)L = —or.

Observacion. Este ejercicio resulta de resolucién mucho mas sencilla aplicando el Teorema de Green, uno de los
préximos temas de la asignatura.

SeaH : HT donde H = ||H|| es constante y T el versor tangente a una curva simple suave C' de longitud L,
contenida en el dominio de H. Probar que fc H-d5=HL y que, por lo tanto, el campo H no puede ser un campo
de gradientes.

~7:z

& Si & : [a,b] & R" es una parametrizacién regular que orienta la curva C Sy
entonces el versor tangente en cada punto &(t) es T' = & (t)/||& (t)|| y de esta

manera se tiene el campo vectorial es H : HT = H&' (t)/||& (t)]]. El célculo de C

la circulacén resulta entonces:

b —/
/ﬁ.dE’:/ H ‘Z,(t) t)dt = H/ |5 (t)||dt = HL
c o @l

Es inmediata la imposibilidad de que el campo H sea de gradientes: si lo fuera, esta circulacién deberia ser inde-
pendiente de la trayectoria que une dos puntos A = ¢(a) y B = &(b), pero dado que esos dos puntos pueden unirse
con curvas de diferente longitud, tal independencia es imposible. Otro modo de verlo: si la curva C' es cerrada, el
resultado anterior dice que §, H-d§=HL #0.

Una particula de masa m se deja caer desde el punto
A = (x4,Ya) por la curva C constituida por la
rampa prolongada con la pista horizontal; tras el
movimiento, alcanza la posicion B = (xp,yp), tal
como se muestra en la figura. Calcular el trabajo
Wap efectuado por la fuerza peso a lo largo de la
trayectoria que recorre la particula desde A hasta
B. ;Cual seria el trabajo W4/ p de la misma fuerza
obrando en la caida libre desde A" = (z,y,) hasta

B = (zp,y)?

& La fuerza peso estd dada por f (z,y) = (0,—mg) que es claramente conservativa, una funcién potencial para ella
es el campo escalar ®(z,y) = —mgy pues f = V® (con m y g constantes). Pero entonces el trabajo efectuado por
esta fuerza es independiente de la forma de la rampa:

Wap = /C Fds = ®(B) — (A) = —mgys — (—mgya) = mg(ye — us) = mgh.

Si, ahora, la particula siguiera la vertical C* de ecuacién x = x3, desde el punto A’ = (zp,y,) hasta el punto
B = (xp,yp), nuevamente el trabajo se obtiene de modo directo mediante la funcién potencial y, previsiblemente,
da el mmiso valor, ya que solo interviene la diferencia de las ordenadas entre el punto inicial y el punto final (lo que
en la figura se indica con h).

Wap= [ f-d5i=®B)—®(A)=—mgy, — (—mgya) = mg(ya — y») = mgh.
C*

Claudia Lépez, Marcela Martins, Fernando Acero Integrales curvilineas 22 de 23



FIUBA 2020 Andlisis Matematico II Integrales curvilineas

(u) Probar el teorema de conservacién de la energia mecdnica y apli- O - T
carlo al problema siguiente: la particula de masa m se deja caer
desde el punto A = (x4, yq) por la curva C contituida por la rampa

prolongada con la pista horizontal, siendo los rozamientos despre-
ciables; determinar la velocidad ¥ en la posicién B = (x3,yp), tal B 75 |
como se muestra en la figura. %_yt’

& En general, si una particula sigue una trayectoria suave C' parametrizada por ¢ desde A = &(a) hasta B = &'(b)

. ez . g . ; . def
bajo la accién de un campo conservativo f = V®, definiendo la energia potencial como U = —® es:

Wap = / f-d3=®(B) — ®(A) = U(A) — U(B).
c
Por otra, parte se t1ene que por la begunda ley de Newton es f(& (t)) = md" (t), de modo que el trabajo tambiés es
Jo fds= fa f(e f ma” (t = fmf [ (t)-&(t)]’ dt. Designando la rapidez con v(t) = || (t)|]
entonces queda que:

- I 1 1 1
Wap = / f-ds=-m [ [2@®))dt = |=mv*(t)| = —mvy — —muvi
. 2™/ 2 2 2

Llamando K (energia cinética) a %va, reuniendo las dos expresiones anteriores, resulta el teorema de la conservacién

de la energia mecénica (de donde las fuerzas involucradas heredan su nombre de conservativas):
Wap :/ f-di= UA)-UB)=K(B)—-K(A)=U(A)+K(A) =U(B)+ K(B)
c
Aplicando esto al ejercicio, dado que U(z,y) = —®(z,y) = mgy se obtiene el muy conocido resultado la rapidez

en el punto B: mgy, + %m(OQ) = mgy, + %mv% de donde vg = 1/2g(yb — ya) = /2gh. Finalmente, la velocidad
pedida es U5 = (v/2gh, 0).
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y motivaciones de tales ejemplos.
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