Teoremas Integrales - Ejemplos resueltos

—

1. Sea f(z,y) = (2y?, 6zy). Sea D = {(x,y) € R? : 2% + y* < 4z, y > 0}.
a) Calcular la circulacién de f a lo largo de la frontera de D recorrida en sentido
positivo, utilizando integrales de linea.

b) Calcular la circulacion del item a) utilizando el teorema de Green.

Solucién

La regiéon plana D estéd formada por los puntos (z, y) que satisfacen las desigualdades
2% +y? <4z, y > 0 las que pueden escribirse como (z — 2)? +y* < 4, y > 0. Vemos
que los puntos de D pertenecen al semidisco de centro (2,0) y radio 2 en el primer
cuadrante. La Figura 1 es un grafico de la region D y su frontera, para la cual se
indica el sentido de recorrido positivo que se pide para la circulacién del campo f
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Figura 1: regiéon D y su frontera 0D = C; U Cs

Vamos a suponer que el dominio de f, no indicado en el enunciado, es R2. Ver que f
es de clase C'*° en su dominio.

a) La frontera de D, que simbolizamos 0D, es la unién de dos curvas. La curva
superior, que llamaremos C1, es la semicircunferencia de ecuacién (z — 2)? + y? = 4
con y > 0. La curva inferior, que llamaremos Cjy, es el segmento del eje x con 0 <
x < 4. Se pide calcular la circulacién de f a lo largo de la frontera de D recorrida en



sentido positivo. Esto es, la integral de linea f a lo largo de 0D, recorrida en sentido
antihorario. Siendo 0D = C7 U Cj se tiene que

flayy)-ds= [ fla,y)-ds+ [ f(z,y)-ds
oD+ C1 Cs
donde 9D indica el sentido positivo de recorrido. Por lo tanto C y Cy deben reco-
rrerse en los sentidos indicados en la Figura 1. Para la integral sobre C parametri-
zamos la curva mediante la funcién 7 : [0, 7] — R? con 7(t) = (2 + 2cos(t), 2sen(t)).
Calculamos primero el producto

FFQ)) - ri(t) = (8sen®(t), 24sen(t) + 24sen(t) cos(t)) - ( — 2sen(t), 2 cos(t))
= —16sen®(t) + 48sen(t) cos(t) + 48sen(t) cos?(t)
= —64sen®(t) + 48sen(t) cos(t) + 48sen(t)

Entonces

/ )-ds = / FE@)) -7 (t)dt = /07T (— 64sen’(t) + 48sen(t) cos(t) + 48sen(t)) dt

™
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64<C°S ®) Cos(t)> — 12 cos(2t) — 48 cos(t)

0
Para la integral sobre Cy observar primero que sobre los puntos (z,y) de Cy es
y= O por lo que el campo vectorial f(z,y) resulta nulo en esos puntos. Por lo tanto:
Jo f -ds = 0.

Co

Fmalmente.

oD+

b) El teorema de Green establece que si D es una regién de R? encerrada por una
curva C' cerrada simple regular o regular a trozos y f(a:, y) = (P(z,y),Q(z,y)) es un
campo vectorial de clase C!' en un dominio abierto que incluya a D y a su borde C
entonces la integral de f sobre la curva C' recorrida en sentido antihorario es:

flz,y) - ds-// — P))dxdy
c+

La funcién f y la region D del problema satisfacen las hipotesis del teorema. Entonces
la circulacién pedida en a) se puede calcular mediante la integral doble sobre D de

Q. — P;. Siendo P(z,y) = 2y*> y Q(z,y) = 6xy resulta:

/ B 4 py/A—(2—2)2
P da:dy = 2udxdy = 2ydydx
D 0Jo
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_ /04(4_ (z —2))de = 2]

2. Sean la curva C; parametrizada por @(t) = (tsen(t),tcos(t)) con t € [0,27] y el
segmento Cy, que va desde el punto (0,0) hasta el punto (0, 27). Calcular el drea de
la region encerrada por C7 U Cs.

Solucion

La region encerrada por la espiral C y el segmento C5 se muestra en la Figura 2.
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Figura 2

Vamos a calcular el area pedida aplicando el teorema de Green. Sea el campo vectorial

flz,y) = (P(x,9),Q(x,y)) = (—y/2,2/2) para el cual se cumple @, — Py = 1.
Entonces, si R es una region plana encerrada por una curva C' el teorema de Green

establece que
fds= // (Q, — P)dwdy = // drdy = 4rea de R
C+ R R

Podemos entonces tomar C' = C; U Cy y R, la regién interior a C', para calcular el
area de R evaluando la integral de linea de f sobre la curva C' recorrida en sentido
antihorario. Simbolicemos C5 el recorrido del segmento Cy en el sentido del semieje
+y. De la misma forma, simbolicemos C; el recorrido de la curva C; desde (0, 27) co-
mo punto inicial hasta (0,0) como punto final. Entonces, si C* simboliza el recorrido
antihorario de la curva C, resulta C* = C;" U Cy . Por lo tanto

j{f-d§: fods+ | f-ds
Cc+

oy Cy
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La curva C estd parametrizada por la funcién & la cual recorre la curva desde (0, 0)
como punto inicial hasta (0,27) como punto final. Este recorrido, que simbolizamos
Cy, es opuesto a C; por lo tanto

Calculamos:

—

f(@(t)) = (— itcos(t), stsen(t))
o' (t) = (sen(t) + t cos(t), cos(t) — tsen(t))

. 2w 1
/ f~d§:—/ ——t?dt = —
ot 0 2

Flaw) - @) - -4
Cy puede parametrizarse (0,y) con y € [0, 27] con lo cual resulta [+ f-ds=0. Por
2

Entonces:
lo tanto: ¢, f ds = area de R = §W3

. Sea E(z,y) = kq(x(2® +y?) =2, y(a® +y?)~?), con k > 0, el campo eléctrico en un
punto (z,y) # (0,0) creado por una carga eléctrica ¢ colocada en el origen. Mostrar
que la circulacién de E sobre toda curva simple cerrada que no pase por (0,0) es
nula.

Solucién

Ver que E es una funcién de clase C* en R2—{(0, 0)}. Sean P(z,y) = kqz(z?+y?) 8/2
v Q(z,y) = kqy(2® + 3?)%/? las componentes de E. Se comprueba facilmente que
resulta 0, = P,. Sea C' una curva simple cerrada que no pasa por (0,0) y sea R
la regién encerrada por C. Supongamos que (0,0) ¢ R. Si aplicamos el teorema de
Green para R y su borde (' resulta:

7{ Eds-// — P))dxdy =0
Cc+

Supongamos ahora (0,0) € R. El teorema de Green no es aplicable en este caso ya
que E 10 esté definido en (0,0). Pero el teorema admite la siguiente generalizacién:
sean C'y (] dos curvas cerradas simples del plano con Cf incluida en la region interior
a C; sea D la regién comprendida entre las curvas C'y C y sea f una funcién de
clase C! en algtin conjunto abierto que incluya a C', C; y D; entonces

f-ds— fds—// — P))dxdy
c+ ot
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Supongamos que C; es una circunferencia de centro (0,0) y radio » > 0 arbitrario.
Sea d(t) = (rcos(t),rsen(t)) con t € [0, 27| una parametrizacién de C recorrida en
sentido antihorario. Se comprueba facilmente que el producto escalar E(@(t)) - o (t)
es nulo (si no se quiere hacer cuentas, ver que E tiene la direccién del radio de
la circunferencia y o es tangente). Por lo tanto j;cff E - ds = 0. El radio de la
circunferencia C; es arbitrario de manera que siempre puede suponerse (' interior a
la curva C' como se muestra en la Figura 3.

-\
K r

Figura 3

Podemos aplicar el teorema generalizado de Green al campo E resultando:

7! E-d§—j{ E-dng/(Q;—P;)dxdy:o
c+ ot D

Por lo tanto: ¢, E-ds= [ E-d3=0.
1

Hemos mostrado entonces que la circulacién de E sobre cualquier curva simple ce-
rrada C' que no pase por (0,0) es 0.

. Sea el campo vectorial f : R3 — R3 con f(;v,y, z) = (2yz, 4z z, 2zy). Sea la curva C,
definida por la interseccién de las superficies ¥; de ecuacién y? —z +3 =0y Xy de
ecuacién 222 +y* + 2 — 7= 0.

a) Calcular mediante una integral de linea, la circulacién de f sobre la curva C,
tomando el sentido de recorrido de la curva de manera tal que un vector tangente
a C en el punto (v/2,0,3) apunte en el sentido del semieje 4.

b) Calcular la circulacién pedida en el item a) mediante el teorema de Stokes.



Solucién

La curva C es interseccién de ¥4, cilindro parabdlico, con Yo, paraboloide eliptico,
como muestra la Figura 4. Si entre las ecuaciones de 31 y 35 eliminamos z, obtenemos
22 4+ 9% = 2, ecuacién de una superficie cilindrica que también contiene a la curva C.

a) Las ecuaciones = /2 cos(t) e y = \/§sen(t), con t € [0, 27] satisfacen 22+ = 2.
De la ecuacién de ¥; resulta z = 2sen®(¢) + 3. Definimos la funcién 7 : [0, 27] — R?
con 7(t) = (v2cos(t), v2 sen(t),2 sen®(t) + 3) como una parametrizacién de C. El

vector tangente a la curva es 17 (t) = (— V/2sen(t), V2 cos(t), 2sen?(t) + 3). Se tiene

7(0) = (v/2,0,3) y (0) = (0,+/2,3). Es decir, el vector tangente en (v/2, 0, 3) apunta
en el sentido de +y como se pide.

Figura 4: superficies ¥, s y curva C' = X1 N X,

Calculamos ahora:

f( r(t)) = (4\/_ sen®(t) + 6v/2sen(t), 8v/2sen?(t) cos(t) + 12v/2 cos(t), 4 sen(t) cos(t))
F(7()) - (1) = —8sen®(t) — 12 sen?(t) + 32 sen?(t) cos?(t) + 24 cos?(t)
= —40sen®(t) — 4sen?(t) + 24

Entonces:

]{ Fras— [ o) - o - / (0 sen(0) — dsen(0) + 20)t = 1]
C 0 0



b) Vamos a calcular ahora la misma circulacién utilizando el teorema de Stokes. Este
establece que si S es una superficie paramétrica simple orientable con borde 95 = C
y f es un campo vectorial de clase C! en un dominio abierto que incluye a Sy su
borde C', entonces la integral de linea de f sobre C' orientada positivamente, es igual
al flujo del rotor de f a través de S, es decir:

f f-d§:/ ¥ x F-dA
Cc+ S

Entonces, para evaluar la integral de linea de f sobre C' debemos calcular el flujo
del rotor de f a través de una superficie S cuyo borde sea la curva C'. El campo f
satisface las hipétesis del teorema ya que es una funcién de clase C* en R3. Nuestro
problema es hallar una superficie S tal que su borde sea C'. La Figura 5 muestra que
C puede ser borde de una porcién de ¥; o también de una porcion de X,.

C

Figura 5

Sea S la superficie que se muestra en color azul en la Figura 5, es decir, S C .
La superficie S y su borde C se proyectan respectivamente en el disco S, y la
circunferencia C, del plano xy como muestra la Figura 6. Pensemos S,, como un
disco D en R?. A cada (z,y) en D corresponde un punto (z,y,z) de S tal que
z = y*> + 3. Definimos ® : D — R? tal que ®(z,y) = (z,y,%*> + 3). Entonces ®
es una parametrizacién de S. Un vector normal a S segiin esta parametrizacion es
N =&, x o, =(1,0,0) x (0,1,2y) = (0, =2y, 1). El sentido de este vector normal es
lo que llamamos orientacion de la superficie S. Ademas, en las hipotesis del teorema
de Stokes se exige que la curva tenga orientacién positiva.

La orientacién positiva de una curva en R? puede definirse por la regla del caminante.
Esto es, si imaginamos un caminante que recorre la curva C' con la superficie S a su
izquierda, la cabeza del caminante debe apuntar en el sentido del vector N, normal a
S. Esto se ilustra en la Figura 6. Lo anterior significa que la orientacién de S (dada
por el vector N) induce una orientacién en C' (su sentido de recorrido). Y, viceversa,
la orientacion de C' induce una orientacién en S. Esta condicion es esencial para
poder aplicar el teorema de Stokes.



Figura 6: un ”caminante” sobre el camino C'

En el enunciado del problema se indica el sentido de recorrido de la curva mediante
un vector tangente en el punto (\/5, 0,3), el cual se representa en la Figura 6. Ver
que el vector N = (0, —2y, 1) calculado antes y el sentido de recorrido que se pide
para C' cumplen la regla del caminante. Entonces:

C+f~d§://gﬁxf.d£://]j(6x ) (®(x,y)) - Ndzdy

El rotor de fes V x f: (—2z,0,22). La integral doble es

// (—22,0,2y* + 6) - (0, —2y, 1)dzdy = // (2y° + 6)dzdy
D D

Para calcular la ultima integral es conveniente utilizar coordenadas polares r y 6 con
y = rsen(f) resultando

27 \/5 27
//(23/2 +6)dzdy = / / (2r’sen®(0) + 6)rdrdf = / (2sen’(0) + 6)dO =
D 0 0

0



5. Sean §(x,y,2) = (e" — €* + 2y + z,¢¥ + ¥ — da + z,¢* — ¥ — 1) y la curva
C parametrizada por 7(t) = (2cos(t),sen(t),3 — 2cos(t) — sen(t)) con t € [0, 27].
Calcular la integral de linea de ¢ sobre C.

Solucion

De las ecuaciones paramétricas de la curva C, x = 2cos(t), y = sen(t), z = 3 —
2 cos(t) — sen(t) se deducen las ecuaciones cartesianas z?/4 +y* =1, z +y + z = 3.
Entonces C puede pensarse como la interseccién del cilindro de ecuacién x?/4+y* = 1
con el plano de ecuaciéon x+y+ z = 3. Es decir, C' es una curva cerrada simple, borde
de una superficie plana. Por otra parte, el campo § es una funcién de clase C*(R?)
cuyo rotor es V x g = (—1,2,—6). Lo dicho hasta aqui sugiere utilizar el teorema de
Stokes para evaluar la integral de linea, es decir:

]f g*-ds?://ﬁxg-d[f
Cc+ S

donde S es la porciéon del plano x +y + 2z = 3 encerrada por la curva C' y tal que las
orientaciones de S y C' deben respetar la regla dada en el ejercicio 4. La orientacién
de la curva C' ya estd dada por su parametrizacién 7. La Figura 7 muestra la curva
C y su sentido de recorrido junto con la superficie S y un vector N normal a S. El
sentido de N corresponde al sentido de recorrido de C'.

La superficie S se proyecta sobre el plano xy sobre una regiéon D que podemos pensar
directamente en R? como el conjunto de puntos (z,y) que satisfacen /4 + y* < 1.
Una parametrizacién de S es ®(z,y) = (x,y,3 —x — y) con (z,y) € D. El vector
normal a S seglin esta parametrizacion es N = @), x ®, = (1,1,1) cuyo sentido estd
de acuerdo con la orientacién de la curva C. Entonces:

//Sﬁxﬁ.dzﬁf—//[)(ﬁ><g)(q)(x7y)).Ndxdy_//D(_ljz_G)'(1’171)d$dy

La tltima integral es —5 [[,, dzdy = —5 x drea de D. La regién D estd limitada por
una elipse de semiejes a = 2 y b = 1. Por lo tanto el area de D es wab = 27. La
integral pedida resulta:

7{ §-d5= 5 x 2 = [10x]
Cc+



Figura 7

6. Sean C' = {(x,y,2) € R3: 22+ 42+ 22 < 25,2 > 3} y el campo vectorial f : R? — R3

—

con f(x,y,z) = (xz,yz,1).
a) Calcular el flujo saliente del campo f a través de la superficie frontera del solido
C mediante integrales de superficie.

b) Calcular el flujo del item a) utilizando el teorema de Gauss.

Solucién

El cuerpo C estd limitado superiormente por un casquete esférico e inferiormente por
una superficie plana. Sean S; y Sy las superficies superior e inferior respectivamente
que encierran el cuerpo C, como se muestra en la Figura 8.

La interseccién entre la esfera x? + y* + 2% = 25 y el plano z = 3 es la circunferencia
2?4 y% =16,z = 3. Los puntos de S; satisfacen 22 + 3%+ 22 = 25,z > 3 y los puntos
de S, satisfacen z = 3, 2% + y? < 16.

a) La frontera de C' es 9C' = S; U Sy. Se debe calcular entonces:

/ f.d,a:/ f.dm/ Fodd
oC S1 Sa

donde S; y S5 deben estar orientadas con sus normales salientes de C'.
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Figura 8

Las superficies S y S5 se proyectan cada una en el plano xy sobre el disco D de radio
4 y centro en el origen que se muestra en la Figura 8. Podemos usar coordenadas
cilindricas para parametrizar ambas superficies haciendo x = r cos(6) e y = rsen(0)
con 0 € [0,27] y r € [0,4]. Sobre S; es z = /25 — 1?2 y sobre Sy es z = 3. Entonces
F(r,0) = (7“ cos(0), rsen(f), /25 — r2) y G(r,0) = (7“ cos(f), rsen(0), 3) son parame-
trizaciones de Sy y S, respectivamente, ambas definidas para (r,0) € [0, 4] x [0, 27].
Para la integral sobre Sy calculamos primero el vector normal:

Nl _ F; « Fgl _ <r2 cos(0) TQSen(H) T)

V512 512

que tiene su tercera componente r no negativa y por lo tanto apunta en el sentido
saliente de C'. Entonces

F(F(r,0) = (rv/25 —r2cos(f), 725 — r2sen(6), 1)
f(F(r,0) Ny =r+r

La integral sobre S es

//S A= /0%/04 F(F(r,0)) - Nydrdd = /027T/04(7“3 + r)drdf = 144x

Para la integral sobre Sy calculamos G| x G = (0,0, r) que es entrante a C. Entonces
tomamos como vector normal a Sy al vector Ny = (0,0, —r) y calculamos
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F(G(r,0) = (3r cos(6), 3rsen(d), 1)

—

(G(r,0)) - Ny = —r

La integral sobre S, es:

/sf dA = //f (r,0)) Ngdrdé—// r)drdf = —167

Finalmente:

/ fdA = 1447 — 167 = 128~ |
oC

b) Vamos a calcular el flujo del item a) utilizando el teorema de Gauss. Este establece
que si €' es un solido en R3 cuyo borde AC es una superficie regular o regular a trozos
y f es un campo vectorial de clase C! en un dominio abierto que incluya a C'y su
borde, el flujo saliente de f a través de la superficie borde de C' es igual a la integral
triple de la divergencia de f sobre el cuerpo C'. En simbolos

[ i f o fff 55

donde 7 es un versor saliente de C.

La divergencia de (rz,yz,1) es: ﬁ-f(x,y, z) = 8(“) + ( 2) 1 00) _ 9.

Bz

Usando las coordenadas cilindricas r, 8, z, el cuerpo C' queda descrito por 0 < r < 4,
0<60<2m3<z<+25—1r2 Entonces:

oL 21 pd p/25—12
// V-de:/// 2zd:vdydz:/ // 2rzdzdrd6:
c c 0o JoJs

. Calcular el flujo del campo vectorial f(:c, Y, 2 ) (3 — 2y, —2y + 2,52 — y) a través
de la superficie S cuyos puntos cumplen % + 12/_5 + % =1,y > 0. Indicar en un grafico
la orientacién elegida para S.

Solucién

La superficie S es la mitad del elipsoide de ecuacion %2 + g—; + % = 1 correspondiente

a y > 0. Aunque es posible calcular el flujo del campo f a través de S directamente
con una integral de superficie, vamos a hacerlo aqui mostrando otra aplicacion del
teorema de Gauss. Lo primero a tener en cuenta es que el teorema de Gauss permite
calcular el flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada, frontera
de un solido. La superficie S de nuestro problema es una superficie abierta. Por lo
tanto, vamos a definir otra superficie S; tal que S U S; formen una superficie cerrada
que encierre un cuerpo que llamaremos C', como se muestra en la Figura 9.

12



/7

Slzyz(],.rg—l—zggg

Figura 9

La superficie S es un disco en el plano y = 0 con centro en el origen y radio 3. Para
nuestro campo f de clase C*(R?) y el sélido C cuyo borde dC' es regular a trozos
por ser unién de las superficies regulares S y 57, el teorema de Gauss establece:

R A

donde las superficies estan orientadas por sus normales salientes del cuerpo C. Por lo
tanto hay que calcular la integral triple del segundo miembro y restar de ella el flujo
de f sobre S7. Calculamos primero este iltimo. La superficie S; puede parametrizarse
con la funcién F(x,z) = (z,0, z) definida sobre un dominio D de puntos (z,z) que
satisfacen 22422 < 9. El vector normal a S} es Ny = F. x F! = (0, —1,0) cuyo sentido

— —

es saliente de C. Tenemos f(F(z,z2)) = (3, z,52) con lo cual f(F(x,z)) - Ny = —z.

Por lo tanto
/ fdA = // (—2)dzdz
S5 D

La tdltima integral puede resolverse considerando coordenadas polares con z = r cos(6),
z=rsen(f), 0 <r <3,0<0 <27y resulta igual a 0. Es decir: ffsl f-dA=0.

Calculamos ahora la divergencia del campo f que resulta V- f (x,y,z) = 6. Entonces

// ﬁ‘de:G///dV:6xvolumendeC’
c c

13



El volumen encerrado por un elipsoide de semiejes a, by ¢ es %ﬂabc. Por lo tanto la
integral [[f,, V- fdV resulta 6 x 1 X 37 X 3 x5 x 3 =1807. Finalmente

//Sf'dg://cﬁ'fdv_/slf’dg:

Notar que el flujo del campo sobre S se ha calculado con la superficie orientada por
el vector N que se muestra en la Figura 9.

Fiuba 2020 - Jorge Comas
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