FIUBA 2020 ANALISIS MATEMATICO II (81.01) y IT “A” (61.03)
Ejemplos Ejemplos resueltos del TP VIII, Integrales dobles y triples

1. Grafique la region plana y calcule su drea mediante una integral doble, siendo la region aquella

definida por las inecuaciones:

r+y<2 AN y<z AN y=>0.

Resolucion: Si llamamos Gy, i = 1, 2,3 a las regiones definidas por

n G4y <2
» Ghy <u;

= Gy > 0;

entonces la region G definida por las tres inecuaciones es la interseccion G = G N Gy N Gj.

La region G es el semiplano cerrado cuya frontera o borde esta dado por la recta de ecuacién
x4y = 2y contiene al punto (0,0) ya que 0+ 0 < 2. La regién G5 también es un semiplano
cerrado, en este caso aquél cuyo borde satisface la ecuaciéon y = x y contiene al punto (1,0),
pues 0 < 1. Finalmente, la regién G3 es el semiplano cerrado formado por el eje z y lo que se

encuentra por encima de éste.

Entonces G es el tridngulo de vértices (0,0), (2,0)

y P = (1,1), donde el punto P es la interseccién

de la recta de ecuacién x + y = 2 con la recta de \ gHe=2

ecuacion y = x. Evidentemente, el drea A de G es b i

A = 1 ya que el tridngulo tiene base 2 y altura GZ i

1. Vamos a calcularlo mediante la integral doble: 1 P

A = [[,1dzdy. Dada la forma de G, en este caso b

es conveniente integrar primero respecto de x y f= (Aﬂ 0 ‘ y
luego respecto de y. Teniendo en cuenta que los 0 4 N 8
puntos de G satisfacen las condiciones 0 < y < 1,

r2y,y+x<2yque

tenemos entonces que

G={(z,y) eR*: 0<y <1, y<z<2-y}

Por lo tanto

z‘lz//Gldardy=/O1 U:_yldx} dy:/;[@—y)—y]dy=/01[2—2y]dy=[2y—y2]é=1‘
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2. Dada la integral fjl dy foey f(z,y) dx, graficar la regién de integracién y expresar la integral

invirtiendo el orden de integracion.

Resolucion: La regién D de integraciéon esta definida por las condiciones

D: —-1<y<l1 A 0<z<ev.

con lo cual el gréfico de D es el siguiente:

[§
D % 1_—,{;"&
‘A . / ‘a: Im(z)

N

Note que = = ¢¥ si y solo si y = In(z).

Para poder invertir el orden de integracién dividimos la region D en dos subregiones

Di:0<z<l1/e A —1<y<l1

Dy:1/e<zxz<e A In(z) <y <1

y entonces

/lldy/oeyf(:v,y) dx://Df(x,y) dxdy:/Dl Fz,y) da dy+/D2f(:p,y) dx dy

1/e 1 e 1
:/ dx/ f(z,y) dy+/ dx [z, y) dy.
0 -1 1/e In(z)

3. Calcule el momento de inercia respecto del eje x de la placa plana D cuya densidad dy es cons-
tante, cuando D = {(z,y) € R? : |z| <y < 2}.



Resolucion: Llamemos r(x,y) a la distancia del punto (z,y) al eje x. Entonces r(x,y) = |y|.

Por lo tanto, el momento de inercia de la placa respecto del eje x viene dado por la formula

L= [ ey bodeay =3, [[ oP dody
D D

J 4
=
Note que las condiciones |z| < y < 2 implican que |z| < 2, \ / ¢
con lo cual es inmediato que —2 < z < 2, con lo cual NP 2-"‘“ L d2
“ . l'(t,h\-J:l‘d\
D={(r,y) eR*: —2<2<2 |z|<y<2}, = CHRE— ?x

Por lo tanto, teniendo en cuenta que |y|*> = 3>

2 2 2 y3 2 8o 2 f

II:(SO/ dx/ dey:(So/ = dw:—/ (8 — |z|?) du. (1)
—2 || —2 3 |z| 3 J 2

Como la funcién 8 — |z|* es par,

/2(8—|a;|3)dx:2/02(8—|x|3)dx:2/02(8—x3)dx:2{Sx—xﬂ = 24.

-2

Entonces, volviendo a (1), obtenemos I, = 8.
. Calcule la integral [[,(z +y)*dx dy donde
D: 1<z+y<4, —2<z—-2y<l1,

aplicando una transformacién lineal conveniente.

Resolucion: Llamemos u = x +y y v = x — 2y. Entonces ponemos x e y en funcién de u y v

resolviendo las ecuaciones:

rTty=u PN x = 2
r—2y=wv Yy = %
Si definimos la transformacion lineal, (z,y) = T'(u,v) = (24, “5%), y tenemos en cuenta que
rty=u,r—2y=vy
1<z+y <4, —2<zr-2y<1l = 1<u<4 —2<wv<l,

resulta que T'(u,v) € D siy solo si (u,v) € D* = {(u,v) e R*: 1 <u <4, —2<v<1}. Porlo
tanto D = T'(D*). Como T es una transformacién biyectiva, ya que (u,v) = (z + y,z — 2y) =
T~ (z,y), de clase C>® y

Oz Oz 2 1 1
_ ou  Ov _ 3 3 _
JT(u,v) = oy ooy [Tl 1| T
ou  Ov 3 3




aplicando la férmula de cambio de variable para una integral doble, y usando que = + y = w,

1
// (m+y)3d:vdy:// u3|JT(u,v)]dudv:—// uddudv
D * 3 D*
1 /4 1 ; 1 /4 s w1
—5/1 du/_2udv—§/1 3udu-z

Note que la estrategia para resolver este ejercicio consistié en encontrar una transformacién

queda

1 255
=64 ——-=—.
4 4

1

lineal (x,y) = T'(u,v) para la cual el dominio de integracién D* para las variables u, v resultara
mas simple que el dominio de integracién D original. La transformacion lineal T' transforma

larectasu=1lenxz+y=1,u=4enxz+y=4,v=—-2enzrx—2y=-2yv=1lenz—2y=—1

h=1 & x+‘1=\ V= -2 & x—za:-z
Usf e X i X2y
15/ Py
u=l\
|
{ D*
)

5. Resolver la integral [[, xydxdy, con D = {(z,y) € R*: (x —1)* +y* < 4, y > 0}, utilizando

coordenadas polares.

Resolucidn: Notemos que la ecuacién (x — 1)? + y* < 4 es la del circulo centrado en (1,0) con

radio 2. Como y > 0, entonces D es el semicirculo superior.



Para resolver la integral consideramos las coorde-
nadas polares “generalizadas”, donde tomamos co-
mo centro el punto (1,0) en lugar del (0, 0), esto es,
consideramos las coordenadas r, f pero ahora la re-

lacion es = 1+7rcos 0, y = rsenf, es decir, consi-

deramos la transformacién 7' : [0, +00) x [0, 27) —
R? T(r,0) = (1 + rcos 6,r sen #). La relacién

geométrica entre (r,0) y (x,y) puede apreciarse en

el gréfico.

En estas coordenadas (r,6) la descripcion de Des D: 0 <r <2, 0<6<m.

En otras palabras, si D* = {(r,0) : 0 <r <2, 0<60 <7}, entonces (z,y) € D siy solo si
(r,0) € D*. Luego T(D*) = D.

Teniendo en cuenta que T es de clase C*°, uno a uno restringida a (0, co) x [0, 27), 7(0,60) = (1,0)

para todo 0 € [0,27) y que

oz Oz _
JT(r )= | or | cos) —rsenf .
’ 9y % sen 6 r cos 6 ’
or 00

Entonces

. 4 |JT(r,0)]

—
//mydxdy—// (1+7rcos @) (rsend) “r> drdf
D
/ [/ + 7 cos 0)(r sen ) rdr] db
0
/ [/ r? sen 6 4 13 cos Qsen9)dr] do
0
/(—Sen9+4cosesen9> de
0
{ T 16

cos ) + 2 sen? 9] = —
6. Grafique el cuerpo D y calcule [[[, 3z dx dy dz en coordenadas cartesianas, siendo

OOIOO

0 3 .

D={(z,y,2) €R®*: 2 >22" + 9>+ 1, 2 <5 —¢*}.

Resolucion:



El cuerpo D se encuentra limitado por
el paraboloide ¥; cuya ecuacion carte-
siana es z = 222 + 3*> + 1 y el cilindro
parabdlico ¥y de ecuacién z = 5 — 3.

Para poder calcular la integral triple

en forma iterada, debemos encontrar la

proyeccion de D sobre el plano xy. Te-

Foe

20° 49241 < 2 < 5—19? = 2 A1 <5—yF — 222422 <4 — 2Pyt <2,

niendo en cuenta que

podemos concluir que (z,y,2) € D implica que z* + y? < 2, y de alli que la proyeccién D*
de D sobre el plano xy es el circulo centrado en el origen de radio v/2. Otra forma de llegar a
la misma conclusién en este caso, dado el grafico resultante de D, consiste en hallar la curva

C =¥, N Y, y proyectarla sobre el plano xy:

? = 24+ 1=5—-y = 2P+yP=2

2=22 4+ +1 A z2=5-y
Luego,

22+ y? =2

2

C:
2=5—y

y entonces concluimos que la proyeccion de C' sobre el plano xy es la circunferencia centrada
en el origen de radio v/2. Como esta circunferencia es la frontera de la proyeccién de D sobre

el plano zy, llegamos al mismo resultado.

Pensemos ahora a la proyeccién D* como subconjunto de R?, entonces D* = {(z,y) € R? :

22 + y* < 2} y D puede escribirse

D={(x,y,2) €R®: (2,y) € D*22° +9* +1 < 2 < 5—y*}.

Ahora estamos en condiciones de calcular la integral triple:

///D?’xdxdyd’z://* [/ZZ;H?)MZ] d$dy://*3$[(5—y2)—(2x2+y2+1)]dxdy
://*6$(2—x2—y2)dxdy.

La ultima integral doble la podemos calcular utilizando coordenadas polares y teniendo en

O(z,y)

cuenta que D* es un circulo de radio v/2 centrado en (0,0), y que el jacobiano B(r0)

=7, con



lo cual

V2
// 6x(2 — 2> — y?) dx dy / / 6 (rcos0)(2 —r?) rdr do
. o Jo

V2 2w
/ / 6 (rcos0)(2 —r?) rdf dr
o Jo

V2 27
/ 67%(2 —1?) / cos@ df| dr = 0.
0 0

—_—
=0

Este resultado podria haberse obtenido a través de una interpretacién fisica. Si pensamos que
D es un cuerpo homogéneo cuya densidad de masa es 3 y tenemos en cuenta que el eje z es eje
de simetria de D, el centro de masas (Z,,, Ym, zm) de D debe estar ubicado sobre el eje z. Por

lo tanto, x,,, = 0 e y,, = 0. Si llamamos M a la masa de D, tenemos que

1
xm:—///?)xda:dydz:o - ///3xda:dydz=0‘
M D D

Note que con el mismo argumento podria deducirse que [/ p 3y dv dy dz = 0 (verifiquelo

haciendo la cuenta).

. Grafique el cuerpo D y calcule su masa empleando coordenadas cilindricas, siendo
D={(z.y2) €R’: &® +y* <4, y>u, [z <2},

y la densidad de masa 6(z,y, z) = kz? con k > 0.

Resolucion: El cuerpo D es la porcion
del cilindro sélido de ecuacién a2 +1y? <
4, que se encuentra en el semiespacio
limitado por el plano y —x = 0 que
contiene al punto (0, 1,0) y estd limita-
do inferiormente por el plano z = =2 y

superiormente por z = 2.




Para describir D en coordenadas cilindricas,
necesitamos la proyeccién de éste sobre el
plano zy, que en este caso es evidentemente
el conjunto (pensado en R?) D* = {(x,y) €
R?: 2?2 +y? <4, y > x}.

Las coordenadas cilindricas del punto
(x,y,z) son (r,0,z), donde x = rcosb,

y=rsenfy z = z con lo cual, teniendo

en cuenta quién es D*, resulta que D en

coordenadas cilindricas es:

1
D:0<r<2, ngeggw, —2<z<2.

Recordando que el jacobiano del cambio de

coordenadas es en este caso JT'(r,0,z) =r,

La masa del cuerpo D es

S 2 p2 ,_L
M:/// kadxdydz:/ / / k r*cos*0 rdzdr df
D iz Jo J-2

5

2
471'

Sp 2
:/4 / 4kr300829drd9:16k/ cos’0df =8 k.
iﬂ 0

=

™

—_——
=7/2

IS

. Grafique el cuerpo D = {(z,y,2) € R® : 2? + y* + 2% < 4, 2 < 1} y caleule [[[, 3y dx dy dz

empleando coordenadas esféricas.

Resolucion: El cuerpo D es la porcion de esfera °8,
sélida de centro (0,0,0) y radio R = 2 que se en- 4
cuentra por debajo del plano z = 1. Para descri-

birlo en las coordenadas esféricas:
x =1 cos fsen¢, y=rsenfsen o, z=r cos ¢ S

vamos a usar que es un cuerpo de revolucion res-

|
pecto del eje z, y que por lo tanto la coordenada i ;
0 sera independiente de r y ¢ y sélo deberemos e l \v\
hallar qué relacién cumplen (si la hay) estas dos ‘/ '

ultimas coordenadas.

Para facilitar el trabajo cortamos el cuerpo con un plano que contiene al eje z, por ejemplo el

plano zz que llamamos m,,, y obtenemos la figura



D1"TC(1

Dn iz

o

o
N

Donde P representa el punto con primera componente positiva en el cual se intersecan la
superficie esférica de ecuacién x? + y? + 22 = 4, el plano z = 1 y el plano m,.. Resolviendo las
ecuaciones resulta P = (1/3,0,1). El d4ngulo ¢, entre el eje z positivo y el segmento que une
el origen con P satisface tan ¢y = /3 y por lo tanto vale ¢y = arc tan(y/3) = /3. El corte
nos sugiere dividir el cuerpo D en dos cuerpos Dy y Dy, que se obtienen rotando alrededor del
eje z, respectivamente, las regiones pintadas en amarillo y en naranja. Resulta que D; es una

porcién de cono que en coordenadas esféricas tiene la representacion:

z

—~
D : oggbgg, 0<Tcosd<1, 0<0<2m

La parte Dy es mas facil de describir

Dy : <op<m 0<r<2 0<6<2n.

7
3

Ya estamos en condiciones de calcular la integral pedida en coordenadas esféricas. Recordemos

que !%\ = r?sen ¢. Entonces
/// Sydz dy dz = /// 3ydl’dydz+/// 3y dx dy dz
D D Dy
|2.z)
Yy a(r,0,9)

2r  pw/3  pl/cos¢ A —_—
/// 3ydmdydz:/ / 3 rsengsen r?sen ¢ drdo df
Dy o Jo 0

w/3  pr/cos¢ 2w
/ / 3r3sen2¢{/ sen@d@} dr d¢ =0
0 0 0

g

=0
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(z..2)
|5(r0.8) |

2r 0 2 J —_—
/// 3ydxdydz::/ / / 3 rsen ¢senf r?sen ¢ drdo df
Do o Jas3Jo

2w 2 2w
:/ /3r3sen2¢>[/ senﬁdﬁ} drdg =0
w/3 J0 LJ0 L

-~

=0

donde en ambos calculos hemos cambiado el orden de integracion e integrado primero respecto
de la variable 6. Con lo cual [[[, 3y dxdydz = 0.

. Calcular el momento de inercia respecto del eje = de un cuerpo de densidad constante limitado

por x = y? + 2% y bo = y® + 2% + 4.

Resolucion: Las superficies de ecuaciones x = y2 +
2% v bz = y? + 2z + 4 son paraboloides con eje de
simetria x. Para facilitar los calculos empleando

coordenadas cilindricas o esféricas, ya veremos cual

es mas conveniente, renombramos las variables, de
modo que sea més sencilla y familiar la descrip- e ARTAS
cién del cuerpo D limitado por esas superficies. Si
en lugar de = ponemos z y viceversa, las superfi-
cies que limitan al cuerpo son ¥; : z = y? + 22
v Y9 : 52z = y? + 22 + 4 y el momento de iner-
cia buscado es ahora respecto del eje z. Como la
densidad es constante no hay que efectuar ningin
cambio en ella (si dependiera explicitamente de las
coordenadas del punto habria que efectuar el cam-
bio correspondiente). El grafico que vemos al lado
esta hecho empleando las nuevas variables.

Como puede apreciarse del grafico, D esta limitado inferiormente por ¥; y superiormente por

Y9, es decir

T3

También se observa que la proyeccién D* de D sobre el plano xy es la superficie cuyo borde es

D={(z,y,2) eR®: 22 +¢y* <2< %24-%2 4}.
la curva C que es la proyeccion de la curva C' = 31 N ¥, sobre ese plano.
Para hallar C' resolvemos las ecuaciones

2= ax%+9? 2 =22 412 2 =22+ z=1

Sz =a2+y* 4+ 4 ~ 5(x? +y?) =22 + > + 4 P+t =1 2+t =1
Entonces C' es la circunferencia de radio 1 y centro (0,0, 1) contenida en el plano de ecuacién

z = 1, y su proyeccion C es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen y contenida en

el plano z = 0.
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Dada la geometria del problema, lo méas conveniente es utilizar coordenadas cilindricas. El

cuerpo D en esas coordenadas es

r? 4
D:0<r<1, 0<60<2nm, 7’2§z<€—|—g
Entonces, teniendo en cuenta que la densidad 0(z,y,z) = Jp es constante, la distancia de

(x,y,2) al eje z es \/x% 4+ y? y que el jacobiano del cambio de coordenadas es r, tenemos que

el momento de inercia pedido es

2T 1 é—i—%
[:/// (:E2+y2)(50dxdydz:/ / / 8o r2dz dr db
Dy
2 r
—50/ / |:€ = :|d7“d(9—1—571'50

cn‘H



