FIUBA 2020 Anaélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-10C, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Teorema del rotor o de Stokes

Considere la curva I', una superficie ¥ que tiene a I' como borde

y un campo vectorial f , si: z
1. T esuna curva cerrada, simple y suave a trozos en R>. “
2. X esunasuperficie abierta, suave a trozos y orientable que tiene
a I'como borde y, en cada trozo, admite una parametrizacion T
mediante una funcion C2, Yy
3. feClentodopuntode I' y £, 0 en conjunto abierto que las x/
incluya.
Entonces,
§r+f-d§:ﬂzrot(f)-ﬁda, (1)

donde I'* simboliza la circulacién de T en sentido positivo en relacion con la orientacion dadaa X .
Es decir, la circulacion de f alo largo de I' es igual al flujo del rotor de f atravésde X.

Corresponde hacer los siguientes comentarios.

a) Puede elegirse “cualquier superficie” que cumpla con las hipétesis indicadas en «2.” (D

b) Con laternaxyz indicada en el dibujo, las orientaciones relativas entre curva y superficie deben ser tales
que: “una persona que recorra la curva en el sentido de circulacién elegido, si su cabeza estéa orientada
segun n, debe observar la superficie a su izquierda”.

Regla practica para orientacion

En la figura inferior izquierda se representa un sacacorchos que, si se lo hace girar 90° desde x" ay* va a
moverse con la orientacion de z* (saliendo del corcho). El giro y el movimiento se indican en color rojo.
Cuando se cumple esto, se dice que estamos trabajando con terna xyz derecha o dextrogira.

La regla préactica con terna derecha, es usar la mano derecha como se indica en el grafico de la derecha.
Imaginando que tomamos la curva con la mano derecha, apuntando el pulgar en el sentido de la circulacion,
los otros dedos nos indican la orientacidn que debemos adoptar para la normal a la superficie, eso se observa
en la imagen del centro, observe la orientacion de la curva (en rojo) y el n hacia arriba.

a2 W
s

>

Yy

(@ Observe que T es el borde de la superficie y no su frontera. No es posible identificarla como su frontera pues todos los puntos
de una superficie son puntos frontera de la misma.

R.O. Sirne Pagina 1 de 4.-



FIUBA 2020 Anaélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-10C, version 1.1

Ejemplo: Dada la curva C interseccion de las superficies de ecuaciones z=x*+y? y x?+y?=2y,

calcule la circulacién de f alolargo de C con la orientacion
(0,000 > (112) > (0,2,4) —»---—(0,0,0),
sabiendo que f(x,vy,2) = (22, xz, g(y)) con g’ continuaen R.

Veamos el planteo mediante el teorema del rotor.
La curva viene dada por:

co z—x +y _Jz=2y _Jz=2y
ry?=2y  |¥X+y?=2y  [X+(y-1)*=1

como es una curva plana pues esta incluida en el plano de ecua-
ciéon z=2y, usaremos dicho plano como superficie X que tiene
como borde a la curva.

Observando el grafico vemos que, para la orientacion de circulacion solicitada (que indicaremos
con C*) el versor normal a la superficie debe estar orientado hacia z*.

B B i ik
rot(f(x,y,2))=Vx f(x,y,z)=|0/ox oloy dloz|=(Q'(y)-x,2z,12).
22 xz g(y)
Ecuacion de la superficie X = (x, y, 2y) con (x,y) € D,, definido por x*+(y—-1)* <1, con lo
%/_/

F(x.y)

=

- - ] K
cual, m=F (X y)x Fj(xy) = (1) (2) = (0, -2,1) que cumple con la orientacién deseada.

orRr

Entonces,

fo. Tds = [[_rot(f)-ndo = H rot(F)(E(x, Y)) - ”((g 23” 11(0,=2) || dxdy =

_”D (g'(y)—x, 4y, 2y)-(0, 21)dxdy——6ﬂ y dx dy
—6y

La frontera de Dy, es x*+y% =2y que pasada a polares resulta 2
r =2sen(d).

Dado que Dyy es el circulo dibujado a la derecha, con centro en
(0,1) y radio 1, resolviendo la integral en coordenadas polares es: !

fo. Fros=—6[],_yoxay=-6[ a0 [

rsen() rdr = —16Igsen4(0)d6’

lsen(g) [rS]ZSen(H)

fo. F-d5 =16 [36-4sen(20) + &sen(40)]; =67

Ejercicio: Verifique que todo campo de gradientes f e C3(R®) es irrotacional.
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Ejemplo: Dado f(x,y,z) =(xy, x> +h(y), yz—x?) con h’ continua en R, calcule la circulacién de f
a lo largo de la curva C de ecuacién X = (1+cos(t), 2+sen(t),4) con 0<t < 27, orientada
segun lo impone esta parametrizacion. (T.P. X — item 34)

En este caso no es posible calcular la circulacién mediante una integral de linea porque no se
conoce la expresion de h.

La parametrizacion de C impone (X,y,z) = (L+cos(t), 2+sen(t),4) con 0 <t < 2z, que equi-
vale a decir que la curva puede expresarse como interseccion de dos superficies como sigue.

C:{(x—l)2+(y—2)2:1 z =
z=4 ’ PR F::;:"':\'"""""7
es decir, es la interseccién de una superficie cilindrica con el / w B
plano de ecuacion z =4 como se indica en el esquema. LIZ4
Denotando g(t) = (1+cos(t), 2+sen(t),4), vemos que: | 3,

A=G(0)=(224) , B=G(x/2) = (134), }y B
con lo cual surge la orientacion de C que se indica y denotare- X
mos C*

i i k

Por otra parte, V x f(x,y,z)=l0/ox oloy oloz |=(z,2x, X) no depende de h.
xy x2+h(y) yz—x?
Entonces podemos aplicar el teorema del rotor usando como superficie
el trozo de plano X de ecuacion:
z=4 con (x-1)%+(y-2)?<1,
del cual la curva C es el borde.

La orientaciéon de X, dada por n, surge del esquema.

Con esto queda:
§C+ f.ds = ﬂzw f -ndo = HDvaX f(x,y,4)-(0,0,1) dxdy = J.Iny xdxdy |

donde Dyy es el circulo representado en color verde, proyeccion de X sobre el plano xy.

Como el centro no esta en el origen, para usar polares, podemos plantear x—1=rcos(d) e
y—2=rsen(d). Es decir (x,y) = (L+rcos(), 2+rsen(d)), con esto estamos imponiendo una

traslacion de ejes y las polares las planteamos respecto de un nuevo par de ejes paralelos a los
ejes x e y pero con origen en (1,2), punto que resulta para r =0.

El jacobiano no cambia porque cuando derivamos las constantes aditivas (“1” y “2”) se anulan,
entonces resulta:

fo. Fds=[[g xaxdy = [7"d0 [ @+ reos@)rar = [ (4 +icos(e)) do
Xy

[3r? +-£|§r3 cos(O)F [§+% sen(9)]3”

()

=7T.

§c+ fd
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Ejemplo: Dado f(x,y,2) = (xy, x> +h(y), 5+ yz—x2) con h continua en SR, calcule la circulacion de

f alo largo de la curva C de ecuacién x?+4(z—-2)> =16 con x>0 en el plano xz, desde
(0,0,0) hasta (0,0,4).

Nuevamente, como en el ejemplo anterior, no podemos calcular la circulacion mediante una in-
tegral de linea porque no conocemos la expresion de la funcion h.
A ello se agrega que la curva es abierta, segun se indica en el
dibujo. Pero podemos cerrarla agregando el segmento I" de pun-
tos extremos A=(0,0,0) y B=(0,0,4).

Con ello consideramos la superficie £ que es el trozo de plano
xz limitado por C y I", que se representa sombreado en gris.

B i ] k
Por otra parte, Vx f (x,y,z) =|0/ox  dloy oloz | =(z, 2x, x) no depende de h.
xy x°+h(y) 5+yz-x*

Aplicando el teorema del rotor, si denotamos A =C I ala curva borde de X e indicamos con
A" la orientacion de circulacion deseada, se tiene que:

. fds

jCAB f.ds+ o f.ds = ”ZVX f.-ndo = HDXZ (z,2X,X),_- (0-1,0) dxdz = _Z”sz x dx dz

de donde:
jCAB f.ds = —2”sz x dx dz —IFBA f.ds (#)
§(2)

- —
El segmento T" puede parametrizarse X =(0,0,z) con 0<z <4, pero asi tiene orientacion

opuesta a la deseada, entonces:
f.ds = fds=— [ F(g §'(z) dz = 5[ dz = —20
J, Fros =], fros = [} flg@) o) a2 =5y -~20.
(0,h(0),5) (0,0,1)
Para la integral doble, Dy, es x*+4(z—2)* <16 con x>0.

2 _7\2
X—2+%sl con x>0
4 2

Conviene usar polares generalizadas incluyendo una traslacién para
trabajar con origen en el punto (0,2), es decir:

(X,z) = (4rcos(@), 2+2rsen(H)),
el valor absoluto del jacobiano no cambia, es: abr =8r.

!l

2 1 w2
_ 32 _ 64
Entonces, '”sz xdxdz = j_”/2d9I04rcos(9)8rdr =5 I_ﬂlzcos(e)de 3

Fcos(0) [r°Ty [sen(9)]7/3,
Reemplazando en (#) resulta:

Fds _ 64 _ _68
jCAB f-ds=-28-(-20)=-£.

Los temas correspondientes al TP X se completan en la Sintesis S-10D
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