FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-7A, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Comentarios adicionales sobre curvas

Dada la curva C de ecuacion X = g(t) con t e, habiamos definido que A= g(t,) es punto regular de la

misma cuando queda definida §'(t,) y §'(t,) = 0. ®
La curva es regular cando todos sus puntos lo son.

Por otra parte, se dice que la curva es suave cuando es regulary g'es continuaen | .
Recordemos que C es un arco de curva cuando el intervalo | es cerrado y acotado, del tipo | =[a,b].

VVamos a considerar que un arco de curva es suave cuando §'es continuay no nula en un intervalo abierto
que contenga al [a,b].

Ejemplo: X = (3cos(t), 3sen(t)) con 0 <t < 2 es la ecuacién vectorial de un arco de curva suave.
gt
En este caso g§'(t) = (—3sen(t), 3cos(t)) es continua en ‘R vy, por lo tanto, en [0,27] = R. Ob-
serve que las componentes son continuas (funciones trigonomeétricas).
Ademas §'(t) # 0 Vte R, pues el “seno” y el “coseno” no pueden ser ambos nulos para un

mismo valor de t, dado que sen®(t) + cos’(t) =1 Vte R.

Por otra parte, se dice que un arco de curva es suave a trozos cuando
se lo puede subdividir en una cantidad finita de arcos de curvas suaves.

En la figura de la derecha se representa un ejemplo de arco de curva NG
C =C, uC, suave atrozos. En este caso son dos trozos, que admiten '

las siguientes ecuaciones:
C,: X =(x,x*) con0<x<1
C,: X =(x,2-x) conl<x<15

0 1 1.IS X
(x, x?) si 0<x<1
(X,2—x) si 1<x<15"

Observe que g(1) = (1,1), lo generan ambas partes de § y conviene que x =1 figure para ambas. De esta
manera, cada una define claramente los dos arcos de curva en los que se subdivide C.

Correspondiendo para C : X = g(x) con 0< x <1.5, donde g(x) ={

La orientacion de la curva se sefiala, en cada uno de sus trozos, mediante una flecha de color negro que
muestra la evolucion del punto G(x) —desplazandose sobre la curva— a medida que el parametro x crece

desde 0 hasta 1.5 en el intervalo [0, 1.5].

@ Ver Sintesis S-3A, pag. 4/13.
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En muchos casos interesa cambiar la orientacién de la curva. A la dere-
cha se representa nuevamente el arco de curva suave a trozos anterior,
pero ahora con la orientacion opuesta. PN,

Ahora dicho arco C =C, UC,, también se lo puede subdividir en dos
trozos que —por ejemplo — admiten las siguientes ecuaciones:

C,: X =(2-t,(2-1)*) con1<t<?2

C,: X =(2—-t,t) con05<t<1

(2-t,t) si05<t<l

Correspondiendo para C : X = W(t) con 0.5<t <2, donde W(t) = { (2-t.(2-1)) si 1<t <2

Para lograr el cambio de orientacion, es comun realizar una reparametrizacion de la curva, que consiste
en aplicar un cambio de variables a través de una funcién escalar continua y estrictamente decreciente.

En el caso anterior teniamos X = §(x) con 0 < x <1.5. Elegimos el cambio x =2—t, donde “2—t”es la

expresion de una funcidn continua y estrictamente decreciente. Luego aplicamos la composicion de funcio-
nes que permite generar W(t) = g(2—t) con 0.5<t <2, que expresa las curva con la orientacion opuesta.

Observe que cada trozo de curva queda con la orientacion opuesta.

Es claro que no hay una Gnica manera de reparametrizar, pero la mas sencilla es a través de una relacion
lineal entre las variables. En el caso anterior, x=2-t.

Nota 1: Una vez definida la parametrizacién con la que se desea trabajar, de existir varios trozos de curva,
es tipico numerarlos en forma creciente segln la orientacion establecida. En el Gltimo ejemplo se
recorre primero C, y luego C; sdlo para resaltar que cada trozo de la parametrizacion anterior ahora
fue orientado en forma opuesta y, por supuesto, toda la curva se recorre en sentido opuesto.

Nota 2: Ante una reparametrizacion, nada obliga a que los intervalos de ambos parametros deban ser igua-
les, en el ejemplo anterior no lo son. Si hubiéramos deseado que fueran iguales podriamos haber

impuesto, por ejemplo, x =1.5-t.
\z/gz.o)
JZ X

N:/(z.m
//2 X

@ Recuerde que sen(a +b) = sen(a) cos(b) + cos(a)sen(b) y que cos(a =+ b) = cos(a)cos(b) F sen(a)sen(b).

Ejemplo: Una circunferencia de radio igual a 2 con centro en el origen
admite la ecuacion vectorial:

X = (2cos(t), 2sen(t)) con 0<t<27.
gt
A la derecha se la grafica indicando su orientacion y el punto
inicial y final A= g(0) = §(2x) = (2,0) del arco de curva.

Imponiendo t=27z—u, con W(u) = G(2z —u) resulta:
X = (2cos(2z—u), 2sen(2z—u)) con 0<u<2rx.
w(u)

Equivalente® a: X = (2cos(u),—2sen(u)) con 0<u<2r,

N N

w(u)
con orientacion opuestay A =w(0) =w(27z) =(2,0).
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En este caso tambien podria cambiarse la orientacion, redefi-
niendo la parametrizacion. Cambiando “seno” por “coseno”,

es decir adoptando la ecuacion:
X = (2sen(v), 2cos(v)) con 0<v <27,

h(v)
pero cambia el punto inicial y final del arco de curva, ahora es
B =h(0)=h(2r) = (0,2).

Longitud de un camino recorrido y de un arco de curva puntual

Sea el arco de curva C de ecuaciéon X = §(t) con a<t<b. Comencemos construyendo una particion
Q={t,=a,t,t,,---,t,_;, t, =b} del intervalo [a, b], que lo subdivide en n partes.

Para cada punto t, de Q, através de g, le corresponde un punto g(t,) €C.

Ahora construimos la poligonal P como union de los segmentos G(t, ;) G(t,) con k=1,---,n. Es decir,

P=g(t) dt) vat) dt,) v---vd(t,,) d(,) -

g(t,) =g(b)

En el gréfico se observa la curva C en color
rojo, y la poligonal P con segmentos de co-
lor azul.

Se dice que P esté inscripta en la curva.

Es claro que la longitud de la poligonal,
(suma de las longitudes de sus segmentos) a=t,
nunca puede superar a la longitud de C.

~ —— g)
g(ty) = g(a)
Dada la continuidad de g —por definicion de curva— a menor At, =t, —t,_,, menor sera || g(t,) — a(t,_) |

que es la longitud del segmento §(t, ;) d(t,) y dicho segmento sera cada vez “mas parecido” al corres-
pondiente trozo de curva. Denotando Lr la longitud de la poligonal P, resulta :

L =kzn_;|| 06— 9t |l

Es claro que, cualquiera sea la particion Q que consideremos, el s6lo
hecho de agregarle un punto mas para crear una particion nueva, ge-
nera una situacién como la de la figura. Si agregamos t = « , tal que

t,, <a <t,elsegmento de longitud L =|| g(t,)—g(t,_,) || se divide
en dos de longitudes L'y L",siendo L'+L" > L.
Es decir, la nueva poligonal tiene longitud mayor o igual a Lp.

Es més, partiendo de dos particiones diferentes Q1 y Q2 que generan poligonales de longitudes Lp1 y Lp, Si
generamos una nueva particion Q* con los puntos de ambas, la correspondiente poligonal inscripta tendra
longitud Lp= que es mayor o igual a Lp1 y a Lpa.

La pregunta es ¢cuanto puede crecer la longitud de una poligonal inscripta en C ?
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¢ Esta acotada superiormente o puede tender a infinito?

En este contexto, consideremos el conjunto H ={ L, =long(P), V¥ Qdel[a,b] }. Es decir, H es el conjunto
de las longitudes de las poligonales inscriptas en C para toda posible particion Q del intervalo [a,b].

Cuando H tiene cota superior, tiene supremo (la menor de sus cotas superiores) &) y —en ese caso— se dice
que la curva es rectificable, definiéndose long(C) = sup{H}.

Se puede demostrar que toda C suave es rectificable, y su longitud puede calcularse mediante:

ong(C) = [ 9’ et ®

Ejemplo: Calcule la longitud de C de ecuacién X = (Rcos(t),Rsen(t)) con 0<t <2z, R>0.

Denotando §(t) = (Rcos(t),Rsen(t)), resulta Vi
g'(t) = (—Rsen(t),Rcos(t))

gue —como vimos— es continua y no nula en R. Por lo tanto,

también lo es en el intervalo [0,27].

En este caso, || §'(t) || = y/R%[sen®(t) + cos’(t)] =|R|=R .
Entonces,
2 _, 2
long(C) = jo 16/ ||dt = jo Rdt = R[t]3" = 2zR
Como era de esperarse, resulto la longitud de una circunferencia de radio R.

=+
;'.dﬂ

Pero cabe la siguiente pregunta, ¢como resulta el calculosi 0 <t <4z ?

Unicamente cambia el Gltimo rengldn, es decir, ahora tendremos:
Az, 4
long(C) = [, I1g'() lldt = [[" Rt =R[tlg" = 47R.

Observe que, con 0 <t <4, el punto imagen recorre dos veces la circunferencia y resulta lon-
gitud doble.

La expresion (1) permite calcular la longitud del camino recorrido por el punto
imagen, cuando el pardmetro varia desde a hasta b .

Cuando C es simple, mediante (1) se calcula la longitud del arco de curva pun-
tual. Es decir, de la representacion geométrica dibujada como una ruta a recorrer.

Cuando se pide el calculo de la longitud de una curva, se debe interpretar que es la longitud del arco de
curva puntual, hay que usar una parametrizacion con la cual la curva resulte simple.

® Por el axioma de continuidad de los reales, todo conjunto de niimeros reales que tiene cota superior tiene supremo.
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Ejemplo: Calcule la longitud del arco de curva C definido por la interseccidn de las superficies de ecuacio-
nes X+y+z=2 e y=x>con x,y,zeR;.
Una ecuacién vectorial paraCes X = (x, x?, 2—x—x?) con 0<x <1.
d(x)
El intervalo [0,1] se puede obtener como sigue.
o La1°componente de § debe ser mayor o igual que cero, x>0, para que X € R;.

o La2°es siempre mayor o igual que cero. Es decir, y e R;.
o La3%es p(x)=2-x-x% queseanulaen x,=-2 yen x,=1, que son raices simples
de la ecuacién polinémica 2—x—x? =0. Como, por ejemplo, p(2)=—-4<0 , es claro
que p(x) >0 para —2 < x <1. Esto asegura z € R; .
Con lo cual, para que X,Y,z € R;, se requiere que 0 < x <1.
Esto se puede evitar por simple observacién del gréfico inferior donde, para los puntos de C, los

valores de x deben estar entre x=0, y lainterseccién de y = x? con x+y =2 en el 1° cuadrante
del planoxy — x=1.

Ahora calculamos g'(x) = (1,2x,—1—2X), entonces,

15 ()] =y8X% +4X+2 =/2J4x? +2x+1,

de donde:

long(C) = j;n G'(x) || dx = \/Ej; 4x2 +2x+1 dx
Recurriendo a una tabla de integrales, obtenemos que: %;
long (C) = 42 [2(1+4X) 4x* +2x+1 +3senh (X 2)]g =
= % [10+/7 — 2+ 3(senh*(5/+/3) —senh 1 (1//3))].
Teniendo en cuenta que senh™*(u) = In(u +\/u2—+1) , también se puede expresar:

long (C) =32 [10~/7 — 2+ 3 In(2:217y].

Dejando de lado que el célculo de la longitud de curva puede ser complicado, dada la ““ /> del integrando
que surge de lanorma de §', quedan dos preguntas a realizarse:

= ¢Qué ocurre si usamos otra parametrizacion?
= ;CoOmo se trabaja si la curva es suave a trozos?

Si bien luego volvemos sobre el tema ), podemos anticipar que el resultado no cambia mientras usemos
una parametrizacion para la cual la curva sea suave y simple.

Si tiene varios trozos, se suma la longitud de cada trozo, las cuales se pueden calcular con la parametrizacion
gue mas convenga (no es necesario establecer una parametrizacion Unica para toda la curva).

@ Ver “propiedades de las integrales de linea” en la Sintesis S7-B.
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Ejemplo: Sea f :DcR? > R2/f(x,y)=(y3-x>—y, In(y—2)) definido en su dominio natural D,
calcule el perimetro de D.
3-x°-y>0 - y<3-x*
y-2>0 — y>2
Entonces D ={(x,y)e R’/ 2<y<3-x%}, que se dibuja

sombreado en la figura.
La frontera oD = C, U C,, con ecuaciones cartesianas:

El conjunto D debe cumplircon:{

C: y=3-x"conxe[-1]] y C,:y=2conxe[-1]]
dado que en la interseccion de ambas curvas debe ser: /
3-x2=2 5> xX*=1 -5 x=-1vx=1

—:1 1 X
Es claro que long(C,) = 2, es la longitud del segmento de puntos extremos (-1,2) y (1,2).

Por su parte C, admite la ecuacion X = (x, 3—x?) con xe[-11] — || §'(X)||=y1+4x*, con
|

g(x)
1
lo cual, long(C,) = Elw/1+ 4% dx = [ X1+ 4%° +1In(2x + 1+ 4x2)]_1 =5 +1In(2++/5)

Entonces:
long (éD) = long(C,) + long(C,) = /5 + 1In(2+ J5)+2.

Estando en linea de puntos, ¢por qué se tiene en cuenta la longitud de C. ? Porque C> es parte de
la frontera de D, independientemente que esté o no incluida en D.

Comentario previo a los temas que siguen — Veamos los siguientes ejemplos:

t
. .[42xdx =[x*]4 =t*—16 = g(t) , porque t figura en el limite de integracion, y se

cumple que @'(x) =[2t];_, = 2x (la expresion del integrando).

t
. .[42u du =[u?]} =t* —16 = o(t) , porque t figura en el limite de integracion, y se

cumple que ¢'(u) =[2t],_, = 2u (la expresion del integrando).

Estamos mostrando que el resultado de la integral definida de una funcién escalar de
una variable, no depende de la variable de integracion (la que figura en la expresion
de la funcién que se esta integrando). Lo cual surge directamente de su definicién.
Ademaés —con la derivada— s6lo mostramos lo que asegura el teorema fundamental del
calculo integral, del cual también se obtiene la regla de Barrow que aplicamos para
estos célculos.

t . . .
Es asi que j42tdt :[tz]t4 =12 —16 = (t) igual que en los casos anteriores, con la ventaja que ¢/'(t) = 2t,
exactamente igual a la expresion del integrando, sin necesidad de realizar un cambio de variables.

En general, siendo w una funcién continua y t el limite superior de la integral,

I;W(t) dt = o(t) , siendo ¢'(t) = w(t) @)
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Abscisa curvilinea — diferenciales de longitud de arco de curva — parametro intrinseco
Dada la curva suave C de ecuacién X = g(t) con te | yun punto t, € 1, se define
t ~'!
s=[ Ilg®ldt 3
0
que se denomina abscisa curvilinea de los puntos de C con origen en el punto G(t,) de la curva.

De acuerdo a (2), resulta:
t =1
s=[ 19O 11dt =), @
siendo ds = ¢'(t)dt =|| g'(t) || dt .

T diferencial escalar de lon-
ds =l g'@ |l dt gitud de arco de curva. ()

Para fijar ideas, veamos la siguiente interpretacion geométrica.

Recordemos que (1) permite calcular la longitud de un t

arco de curva. S

Ahora calculemos los valores de s para tres puntos de la 51> 0. Por ejemplo, s:=7
curva teniendo en cuenta que, segun (4), para el punto

genérico G(t) es: to S0=0

t ;) $2<0. Por ejemplo, s,= -3

-
=)= 180 |d

+ Para t=ty, % = o) = [ 1 6'0) et = 0.

= Parat=t >t,, s =¢)= J‘ttol” g'(t) lldt = long(Cy,).5¢,)) » 1a longitud del arco de curva entre los pun-
tos g(t,) y g(t,). Por ejemplo, podria ser s:=7, como se indica en el dibujo.

« Parat=t,<t;, s, =9(t,) = J‘:ll g'(t)||dt = - .[ttzoll g'(®ldt =-1ong(Cy,)g¢,)) » (-1 - lalongitud del
arco de curva entre los puntos §(t,) y G(t,). Por ejemplo, s> =3, como se indica en el dibujo. ©

Entonces, comenzamos eligiendo un punto §(t,) para el cual resulta s=0. Basdndonos en los ejemplos,
Vemos que:
El punto de s=7 se encuentra a longitud de curva igual a 7 del de s=0, recorriendo en el
sentido de los arcos crecientes.
El punto de s=-3 se encuentra a longitud de curva igual a 3 del de s=0, recorriendo en el
sentido contrario al de los arcos crecientes.

Tenemos un eje de abscisas dibujado sobre la curva, abscisas curvilineas, usando para ello la variable s.
El origen de las abscisas curvilineas es el §(t,) para el cual resulta s=0.

El punto de abscisa s se encuentra —desplazandose sobre la curva— a una longitud igual al |s| del origen
de abscisas (s=0), en el sentido de los arcos crecientes si s>0 Yy en el opuesto si s<0.

® Hubo que permutar los limites de integracion porque la férmula de longitud de curva supone que el limite inferior de la integral
es menor o igual al superior. Por otra parte, la longitud de un arco de curva entre dos puntos de la misma, no depende del
orden en que se menciona a dichos puntos.
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Continuando con el ejemplo anterior, si ahora queremos calcular la longitud de curva entre G(t,) y d(t,),
bastaria con ver que desde §(t,) a G(t;) la longitud es 3, y desde G(t,) a G(t;) es 7. La longitud total
deberia resulta igual a 3+7 =10, en las unidades de medida que corresponda.

Veamos si es cierto:

t ~14
long(Cy e ge) = | 11G'(8) [t
Por (4) y (5), s =¢(t) con ds =||g'(t) ||dt. Siendo ¢(t;)) =s; Y ¢(t,) =S,, entonces:

o, s )
Iong(Cyiig) = f I1FW 1t = [ " ds=[s]5: =5, -, ,
ds
para el ejemplo, s, —s, = 7 —(—3) =10 como habiamos mencionado.

En esta ultima expresion, cuando se obtuvo que:
Sl
long(Cy,).g,)) = jsz ds=s,-5,

se pone en evidencia que ds, desde el punto de vista geométrico representa la longitud de un trozo de curva
tan pequefio como pueda ser imaginado ©. Por ello se denomina diferencial escalar de longitud de arco de
curva.

Supongamos ahora el arco de curva suave C de ecuaciéon X = g(t) con a<t <b, parael cual se ha definido
t ~14
s=[ 19O 11dt = o) con t <[ab].
5y
Siendo C suave g’ no se anulay, por lo tanto, tampoco se anula ~ °%
su norma. De donde, || '(t) || > O, entonces ¢'(t) =/ g'(t)[| > 0.

Es decir ¢ es estrictamente creciente con ¢(a) =s, y @(b) =s,,

=~

admitiendo funcién inversa ¢ .

Sa

Asi, siendo s = ¢(t) con a <t <b, queda definida t = ¢ *(s) con S, <s<s,. Reemplazando esta Ultima
en la ecuacion original de la curva resulta:

v _ = -1

X =3(p (s)) con s, <s<s, (6)

%f_/
Q(s)

que se denomina ecuacion normal de la curva, en este caso s se denomina parametro intrinseco.
Salvo casos muy particulares, en general no es posible obtener una forma explicita para la ecuacién normal,

pero su uso conceptual es muy importante en algunas aplicaciones técnicas y de fisica tedrica. Sélo para
fijar ideas, veamos el siguiente ejemplo sencillo.

Ejemplo: Dada la circunferencia de ecuacion X = (3cos(t),3sen(t)) con 0 <t <2, halle su ecuacion nor-
mal tomando como origen de abscisas curvilineas el punto (0,3).
En este caso §(t) = (3cos(t),3sen(t)) — §'(t) = (—3sen(t),3cost)) — ||g'(t)||=3. Ademas,
ty=n/2 paraque §(t,) = g(x/2) =(0,3), el origen de abscisas especificado.

© De la misma manera que en la fg f (x)dx el dx es, geométricamente, una longitud Ax tan pequefia como pueda imaginarsela.
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t t
Entonces, aplicando (4), s=jt | §'(t) || dt = j”/23 dt =3(t-7x/2).
0

%/_/
o(t)
Dado que s =3 (t—7/2) - t=5/3+x/2. Ademés, con 0<t <27, resulta -3z <s<2r.
%f_/

-1
¢ (s)
Reemplazando en la ecuacién original, lade X = (3cos(t),3sen(t)) con 0 <t <2, resulta:

X = (3cos(s/3+7/2),3sen(s/3+x/2)) con —3r<s<ir,
Q(s)
que es la ecuacién normal de la curva con origen en ©(0) = (0,3) .

Observe que la longitud de la circunferencia podemos calcularla como %z—(—%n) =6, es

decir, 27z-radio =27-3=67x. También se verifica que la recorremos desde ﬁ(—%ﬁ) =(3,0),

pasando por Q(0) = (0,3), hasta f).(%;r) = (3,0), con los mismos puntos inicial y final (coinci-
dentes) y la misma orientacion impuesta por la ecuacion original.

Por altimo, por conveniencia para estudiar los temas que siguen, definimos el diferencial vectorial de lon-
gitud de arco de curva que lo denotaremos ds .

Es un vector cuya longitud es la de ds, el diferencial escalar de longitud de arco de curva, es tangente a la
curva y esta orientado en el sentido de los arcos crecientes.

Es decir,

diferencial vectorial de lon- 7)

ds =ds T gitud de arco de curva.

Donde T es un versor tangente a la curva y orientado en el sentido de los arcos crecientes.

La intencidn es rectificar el trozo de curva de longitud ds en la direccion de la recta
tangente y generar un vector con esa longitud, que esté orientado en el sentido de
los arcos crecientes.

Siendo C una curva suave de ecuacién X = g(t) con tel, dado que §'(t) es continuo y no nulo, es
tangente a C en el punto §(t) y esté orientado en el sentido de los arcos crecientes, podemos obtener T

normalizando §'(t).
Ademas, por (5) resulta ds =|| g'(t) ||dt , entonces reemplazando en (7) obtenemos:

I g'(t)
ds = 1 g'® l1dt 157y -

®

permite obtener la expresion del diferencial vectorial de longitud de arco de curva.

es decir,

Los temas correspondientes al T.P. VII contindan en la sintesis S-7B
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