FIUBA 2020 Analisis Matematico 1l
Sintesis de definiciones y enunciados: S-8C, version 1.1 (idem original)

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Integral triple

Sea f:H =[a,b]x[c,d]x[e,p]c R> —> R, con f acotada en el intervalo H , a este cuerpo H también
se lo denomina paralelepipedo rectangular con caras paralelas a los planos coordenados.

En la figura se representa al cuerpo H , subdividido en subin- Z,
tervalos H; ; , mediante una particion P=P,x P, x P;, donde: Ap
R]_:{a:XOJX1$"'1Xn:b}1 ///E:” 7777777777777 “-.-- //
I:)2 :{C:yo’yl""’ym:d}’ !L””;L 777777777 500
P,={e=12,,74, -, 7, = p}, 1. =1
son particiones de los intervalos [a,b], [c,d] ¥ [e, p] respecti- P S E
vamente. Geometricamente, estamos seccionando H con pla- : re 77777
nos paralelos a los planos coordenados. D //5
Un H; ; genérico, representado en color rojo, es: o R , ¥
P P c Pooiod
Hi ik = Do X DXLy Y Ix 2, 24 ] al 7 Ty
coni=1---,n, j=1---,my k=1---,1, siendo su volumen: A
vol(H; j «) = Ax; Ay; Az, DS Ve

Para cada H;;, calculemos el producto f(«;, B;,7¢) AX Ay; Az, donde (e, B;,7¢) €s un punto cual-
quieradel H; ; ,y luego sumemos para todos los subintervalos. Es decir, consideremos la siguiente suma:
n m |
ZZZ f(ai, By, 7)) A% Ay Az,
i=1 j=lk=1
que es una suma triple para contemplar a todos los H; ;,,con i=1--,n, j=1---my k=1.--1.

Denotando con &, ; = \/(Axi)z +(Ay;)? +(Az,)? al diametro del H; ;,, la norma de la particion P es
5 = méX{5iyj1k, i =1,"',n y j =1,"',m y k =1,"',|}.
Cuando existe y es finito el limite que se indica,

n

m |
SIiI)nOZZZf(ai,ﬂj,yk) AX Ay Az, imH f(x,y,z)dxdydz
i=1 j=1k=1

es laintegral triplede f en H .

Siendo x, vy, z variables independientes, desde el punto de vista geométrico, cada diferencial (dx o dy o dz)

representa la longitud de un pequefio incremento de la variable, tan pequefio como podamos imaginarlo.
Por su parte, d(vol) = dxdydz representa el volumen de un subintervalo tan pequefio como podamos ima-

ginarlo.

Asi, J.HH f(X,y,z)dxdydz seinterpreta como el resultado de la “suma de los f(X,Y,z)dxdydz” extendida
acadapuntode H .
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Integral triple en regiones mas generales

Sea f:Dc®R®>—> R, con f acotada en D. Supongamos ademas que D es un conjunto acotado con

frontera oD de volumen nulo, desde el punto de vista practico esto se cumple cuando la frontera es la union
de una cantidad finita de trozos de superficie.

En forma similar a lo comentado para integrales dobles, pero ahora en R, corresponde.

Dado que D es acotado se lo puede incluir en un rectangulo Z4 , H

H =[a,b]x[c,d]x [e, p], como se indica en la figura. ‘

En estas condiciones se define una funcion y tal que:
f(x,y,2) si (x,y,2)eD

y/(x,y,z):{ ( ())/ )si Ex,i,z;eH—D' |

Se dice que f esintegrable en D cuando y loesen H, re- g enefenene

sultando —por definicion— que:

IHD f(x,y,z)dxdydz = IHH w(x,y,z)dxdydz. ’ y

La férmula de célculo para H es similar a la expuesta para integrales dobles (teorema de Fubini), pero ahora
con tres integrales simple sucesivas. Este planteo, a regiones méas generales, permite extender esa forma de
calculo a las denominadas regiones simples RS1, RS2 y RS3 en tres dimensiones.

Caso de RS1, o cuerpo simple respecto del plano xy

En este caso el cuerpo D es del tipo RS1, pues: Zy

= Silo proyectamos contra el plano xy resulta una region Dyy
tal que, una paralela al eje z (ver linea color verde) trazada
desde cualquier punto interior a ella —en forma creciente
de z— interseca a la frontera de D en a lo sumo dos puntos:

(% Y,z(xY)) Y (X Y.Z5(xY))
respectivamente.
= Las funciones z1 y z, son continuas en Dyy.
= Laregion Dyy, del plano xy, es acotada y con frontera de
area nula. <

En estas condiciones, siendo f integrable en D resulta:

H_[D f(x,y,z)dxdydz = -Uny dxdyj.zzlz(():%) f(x,y,z)dz.

Es decir, se integra f(X,y,z) respecto de z suponiendo x e y constantes, y al resultado (que resultara en
general una funcion de x e y) se lo integraen D,, con los métodos habituales para integrales dobles.

En forma analoga se puede trabajar para los cuerpos tipo RS2 (simple respecto del plano xz) y RS3 (simple
respecto del plano yz). Un cuerpo tipo RS4 es el que es simple respecto de los tres planos coordenados, por
ejemplo, un cuerpo esférico.
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Condicion de integrabilidad: Siendo f acotada y continua en un cuerpo D acotado y con frontera de
volumen nulo, queda definida la integral triplede f en D.
También es integrable si f , manteniéndose acotada, presenta discontinuida-

des en un conjunto de volumen nulo de D. Por ejemplo, en un punto o en un
arco de curva o en un trozo de superficie.

Propiedades de las integrales triples: Suponiendo f y g funciones integrablesen D.

1. Si k es constante, _[IjDk f(x,y,z)dxdydz =k .”‘.[D f(x,y,z)dxdydz.
2. [[[o(F oy, D+ 9(xy,2)) dxdydz = [[[ f(xy,2)dxdydz+ [[[ g(x,y,2)dxdydz.

3. |me(x,y,z)dxdydz|s mD|f(x,y,z)|dxdydz.

4. Si D=D,uD, con vol(D, "D,) = 0, entonces:

”_[D f(x,y,2)dxdydz =_le f(x,y,z)dxdydz +”ID2 f(x,y,z)dxdydz

En el dibujo se representa el caso en que D se subdivide en dos partes
(D, y D,) cuya interseccion es el trozo de superficie X que, como tal, /

tiene volumen nulo.
D= D1UD2 ,Z = Dlﬂ D2

Esta Gltima propiedad permite resolver integrales triples en regiones
gue se puedan subdividir en cantidad finita de regiones simples.

Nociones acerca de aplicaciones de las integrales triples

= Si f(x,y,2) =1 V(x,Y,z) € D, entonces ”j dxdydz = vol(D)| (volumen del cuerpo).
D) _

d(vol)

En este caso la integral “suma los diferenciales de volumen”, con lo cual, el resultado que se obtiene es

el del volumen del cuerpoD .

Para otras aplicaciones supongamos un cuerpo que denominamos D Yy tiene la forma de la zona del espacio
con la misma denominacion. Si adoptamos al metro® (m®) como unidad de medida del diferencial de volu-
men, podemos mencionar los siguientes ejemplos elementales:

d(masa)
. HJ‘ f(x,y,z)dxdydz = Masa(D), donde f es la densidad de masa (también denotada con &).
kg m? kg
m3
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d(costo)

. ”_[ f (x,y,z)dxdydz = Costo(D), donde f representa los $/m? (costo por unidad de volumen).

m3
m3

Por otra parte, el valor medio f,,, del campo escalar f en D, es el valor constante que deberia tener para
que su integral triple en D resulte de igual valor. Es decir,

jijf(x,y,z)dxdydz=mD f o dxdydz=f_, mD dxdydz = f_4 vol(D),

de donde:

constante

fg :#(D) mD f(x,y,2)dxdydz

valor medio
defenD (1)

Ejemplo: Dado f(x,y,z) =5xy, calcule el valor medio de f en la region acotada D, definida por

X+y+z<6,z>2x, x>0, y>0.
A la derecha se muestra un esquema del cuerpo D, cuyos pun-
tos estan: desde el plano x+ y+ z = 6 hacia el origen, por en-
cima del plano z = x (haciaz®),con x>0 ey >0.
La curva C interseccion de ambos planos es:

C_{x+y+z=6 _ {2x+y=6

Z=X Z=X
donde se reemplaz6 z = x de la 2° ecuacion en la 1°.
Al hacer este reemplazo logramos que en una de las dos ecua-
ciones no figure la variable z. La curva continGa siendo la in-
terseccion de dos superficies, pero una de ellas —por no tener
z en su ecuacion— es perpendicular al plano xy. @
Asi, la proyeccion de D en el plano xy es el tridngulo Dyy re-
presentado a la derecha, limitado por:
Xx=0, y=0y 2x+y=6.

6—X—
Entonces, I”D f(x,y,z)dxdydz = HD dxdyjX Y f(x,y,2)dz, pues —observando el esquema
Xy

superior— con z creciente se entra al cuerpo por z = x (limite inferior) y se sale por z=6-x—-y

(limite superior).

A partir de ahora podemos resolver primero la integral en z (con x e y constantes) y luego resolver
la integral doble en Dyy, 0 bien, plantear ya mismo los limites de la integral doble y luego resolver
todo. Hagamos esto Gltimo sélo para ver como queda el planteo.

HID f(x,y,z)dxdydz = Hny dxdyjf_x_y f(x,y,2)dz = Iogdx

6-2X

6—x-y
0 dij f(x,y,2)dz.

Aqui se observa que debemaos realizar tres integrales simples sucesivas, realicémoslas.

™ Se dice que es una superficie proyectante. La proyeccion ortogonal contra el plano xy de toda linea incluida en ella, en parti-
cular C, es la traza de esta superficie en dicho plano (interseccidn de la misma con z = 0). Esta proyeccidn la necesitamos
para determinar uno de los bordes de la proyeccion de D contra el plano xy.
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Dado que deseamos calcular el valor medio de f, para aplicar (1), tenemos que calcular dos
integrales triples. Los limites ya estan planteados, s6lo debemos usar el integrando apropiado.

vol(D)=[f dxdydz=_[§dx o=2X dy If_x_ydz :j03dx jg_zx(e—zx-y) dy:%joa(G—Zx)zdx -
X

0
6-2x-y [(6-2x) y—3y21§ >

%(6—2 X)2
__1 3B _
= —12[(6—2X) ]; =18.

Ahora calculamos con f(x,y,z) =5xYy, dada en el enunciado para hallar su valor medio.

mDSX ydxdydz = jjdx :_2Xdyj.f_x_y5x ydz = J';dx I§_2X5x[(6—2x)y— y2]dy =
x T

5xy (6-2x-y) 5x [%(G—ZX) yZ_%yS]g—ZX

3 3 2
=gj0x(6—2x) dx =81. @

De donde, aplicando (1), resulta| f 4 = f—é =9/2|

Ejercicio: Resuelva el célculo del ejemplo anterior proyectando el cuerpo contra el plano xz, observe que
una de las caras de D esta directamente en dicho plano.

Las siguientes son otras aplicaciones en relacién con un cuerpo D, con densidad
de masa (X, Y,z) en cada punto (x,y,z)eD.

Momentos estaticos de D respecto de los planos coordenados

El punto material (X,y,z) del esquema tiene un d(masa) = 6(x, Yy, z)dxdydz,
representando a cada uno de los puntos de un cuerpo D.
Los momentos estaticos de este punto respecto de los planos coordenados son:

d(Myy) =z o(x,y,z)dxdydz,
d(My,) =y 6(x,y,z)dxdydz,
d(My,) =x5(xy,z)dxdydz.

Es decir, el producto del diferencial de masa por la “posicion” del punto respecto de cada plano.

Los respectivos momentos estaticos de la chapa D respecto de los planos coordenados son:
M,y (D) = sza(x, y,z)dxdydz,
My (D) = [[[ y&(x. y.2) dxdydz,
My, (D) = IJ.J.DX5(X, y,z)dxdydz.

Interesa determinar la posicion de un punto material que, concentrando en €l la masa del cuerpo, tenga los
mismos momentos estaticos respecto de los planos coordenados.

@ Sin desarrollar el cubo, puede resolver aplicando u =6 — 2x, quedando: %jg (6u3 - u4)du =...=81.
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Este punto se denomina centro de masa del cuerpo, lo denotaremos como el punto G=(Xg, Y5, Zg) -

Debe cumplirse que M, (D)= zg masa(D), My, (D)= y; masa(D) y My, (D)= x; masa(D) , de donde,
las coordenadas del centro de masa se calculan mediante las siguientes expresiones.
B Myz(D) _meﬁ(x,y,z)dxdydz
%6 = masa(D) ~ [ 5(x y,z)dxdydz ’
_ M,(D) [[[pyd(xy,z)dxdydz
Y6 = tmsa(D) = [ o8(x y,z)dxdydz '
_ MXY(D) _szﬁ(x,y,z)dxdydz
%e = masa(D) ~ [[j_5(x, y,2)dxdydz

Momentos de inercia de D respecto de los ejes coordenados y del origen de coordenadas

La inercia se calcula como el producto de “distancia® por masa”. De esta manera, un punto material (X, Y, z)
con d(masa) = o(X, y,z)dxdydz, tiene los siguientes “diferenciales de inercia”:

respecto del eje x : d(ly) = (y? + z?)d(masa) ,
respecto del ejey : d(ly) = (x* +2%)d(masa),
respecto del eje z: d(1,) = (x* + y?)d(masa) .
y respecto del origen de coordenadas : d(l,) = (X* + y* + z°) d(masa).

Los correspondientes momentos de inercia del cuerpo D son:
1,(D) =mD(y2+zz) 5(x,y,z)dxdydz , 1,(D) =mD(x2+z2) 5(x,y,z)dxdydz,
1,(D) = .[.UD(XZ +y%) 5(x,y,z)dxdydz e 15(D) = .mD(XZ +y?+7%) 8(x,y,z)dxdydz,

I,(D) también se denomina momento de inercia polar del cuerpo.

Ejemplo: Calcule el volumen de una esfera de radio R, con R > 0.
Para facilitar los calculos vamos a considerar que la esfera esta centrada en el origen de coorde-

nadas. Es decir, nuestro cuerpo D se describe mediante x* + y? + 22 < R?.
Proyectando D contra el plano xy tenemos:

vol(D) :J'”Ddxdydz =ijXy dxdijj%dz =
=2 _UD JR? = x? — y? dxdy
Xy

Es claro que Dy es el circulo definido por x? + y? < R?. Entonces, la integral doble podemos

2 R 2
resolverla en polares. Es decir, vol(D) =2j0 dHJ.O VRZ —r? rdr = Z%BIO do = 47R°,

[-3(R?-r?)*2]¢

/Zb—’y
4

Los temas del TP VI1II se completan en la sintesis S-8D
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