FIUBA 2020 Anélisis Matematico |1
Sintesis de definiciones y enunciados: S-8D, version 1.1

Esta sintesis no es un apunte de la teoria de la asignatura, s6lo es un resumen de
las principales definiciones y enunciados de teoremas/propiedades, utilizando una
nomenclatura que respeta la adoptada en la Guia de Trabajos Practicos.

Cambio de variables en integrales triples

Dada la integral mD f(x,y,z)dxdydz, se desea calcu-
larla aplicando el cambio de variables definido por:

(u,v,w)
(x,y,2) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w))
ﬁ u,v,w >
o y
Denotando J(u,v,w) = det(Dh(u,v,w)) al jacobiano de
la transformacion, si se cumple que: u
(@ f esintegrableen D.
(b) heCenun conjunto abierto que incluyaa D*.
(c) J(u,v,w) = 0 en todo punto de D*.
(d) Existe h™ tal que V(x,y,z)e D, h™(x,y,z) = (u,v,w) e D*.
Entonces,
([ Oy 2ydxdydz = [[ . F(h(U,v,w)) 3 (u,v,w)| dudvdw, (1)

que es la denominada férmula de cambio de variables en integrales triples.

Nota: La formula (1) es valida, aunque las hipotesis (c) y/o (d) no se cumplan, siempre que eso ocurra en
conjunto de volumen nulo de D*.

El jacobiano es el determinante de la matriz jacobiana de h y también se lo denota % es decir:
a(x.y.2) Xg (U, v, W) Xy (u,v,w) X (u, v, w)
I(u,v,w) = S =y v, w) v (uvaw) vy w) |
a(U,V,W) 2 ' '
z;(u,v,w) zy(u,v,w) zy(u,v,w)

Para hallar la region D* del espacio uvw, teniendo como dato la region de integraciéon D del xyz.

Bajo las hipétesis indicadas:

« Los puntos frontera de D* tienen como imagen, a través de h , los puntos frontera de D . Es decir,
oD = h(6D*) . También &D* = h™1(éD) , o sea, 6D* es laimagen de 6D a través de h*.

o Los puntos interiores de D* tienen como imagen —a través de h— puntos interiores de D Yy, dada
la correspondencia entre fronteras, también el exterior de D" se corresponden con el de D ..

Asi, partiendo de oD en el espacio xyz, se obtiene éD* en el espacio uvw. Dado que el interior de D se
corresponde con el de D*, y también sus exteriores, con ello se determina D*.
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Coordenadas cilindricas

Dado un punto P =(X,y,z) del espacio xyz, para ubicarlo en coordena-

das cilindricas se procede de la siguiente manera: s

1. Se proyecta ortogonalmente el punto contra uno de los planos coor- TGP =(xY.2)
denados, generando el punto P*. :

2. Las coordenadas cilindricas del punto son las polares de P* en el

c ! | : ! oy
plano de proyeccion y la cartesiana del eje perpendicular a dicho « &p >
plano /:i"“ *= (lelo)
En el esquema de la derecha se muestra el caso en que se proyecta contra 6

el plano xy.
En este caso corresponde: (X,y,z) = (rcos(@), rsen(d),z).Con r>0,0<0<2x,zeR.

h(o,r,z)

Por su parte, haciendo los célculos correspondientes resulta |J @,r, z)| = ‘ oxy.2) | _

X
o(0,r,z)

La férmula de cambio de variables queda:
mD f(x,y,z)dxdydz = mD* f (rcos(9), rsen(d), z) rd@drdz.

Se denominan superficies coordenadas de cilindricas en el espacio xyz, a las que resultan de dejar una de
las coordenadas de cilindricas constante. En este caso son:

z z Z4

T 7=10 0=4, T —

20, '
|, T oy
y ‘/é() y /
X X X

Plano paralelo al Semiplano que Superficie cilindrica circular
plano xy contiene al eje z recta con eje z y radio r, =0

En particular, los puntos de r =0 son los del eje z. Para ellos no queda definido el valor de 6.

Si bien puede utilizarse las superficies coordenadas para visualizar los limites de una integral triple en
coordenadas cilindricas, lo més préctico es:

o Comenzar en cartesianas, haciendo la primera integral simple.

« Laintegral doble siguiente, si conviene, la pasamos a polares en el plano de proyeccion.
Esto es equivalente a trabajar en cilindricas (polares en el plano de proyeccion).

Ejemplo: Calcule el volumen del cuerpo D definido por x>+ y? <4, z<2y, z>0, x>0.
El cuerpo se representa en el esquema aproximado de la derecha.

vol(D) = ”J'Ddxdydz = ”ny dxdyJ'OZydz = J.J‘ny 2ydxdy
—

=2y

12 2 /2
vol(D) = ZJ.(;T d¢9_|'0 rsen(@)rdr = %Ig sen(0)do = %.

Lsen(6)r*13 ~[cos(0)15"2

La integral doble en el plano xy (circulo de radio 2, centro (0,0), x>0,y >0) se resolvié pasandola a polares.
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Ejemplo: Calcule la masa del cuerpo D ={(x,y,z) € R*/ 2x* + y? < z <8—y?}, si su densidad de masa
en cada punto es 5(x,Y,z) =k con k >0 constante.

En el esquema, para facilitar la representacion, se muestra la
forma aproximada del cuerpo para Xx,y,z e R; .

La curva C, interseccién de z = 2x? + y? con z =8-y?, pro-
yectada contra el plano xy genera el borde del Dy . S6lo debemos
recordar que es “toda la vuelta”, no sélo x,y e Rg. @ a

{z—Zx +y? {8 y? —2x +y? {x2+y2:4

7=8-y? 7=8-y° 7=8-y? §

Vemos que C también se puede representar como interseccion de z =8—y? con x*+y? = 4.

Esta Gltima es perpendicular al plano xy, con lo cual dicha ecuacion se sostiene como la de la
proyeccion de C como borde de Dyy.
Entonces:

Masa(D) = jﬂD(S(x,y,z)dxdydz = ﬂDXy dxdyjs;zyjyzkdz = 2|<ﬂny (4—x2 - y?)dxdy.
k (8-2x%-2y?)

Ahora conviene pasar a polares pues Dy esta definido por x? + y* < 4, con lo cual:

2 2 2
Masa(D) = 2kj0”dej0(4—r2) rdr = 8kj0”d9 ~16k 7.
e —

[2r2-1r*15

Ejemplo: Calcule el volumen del cuerpo D, en el 1° octante, con x*+2?<9 e y<x.

De acuerdo a la representacion de la derecha, podemos proyec- 24
tar el cuerpo contra el plano xz resultando: 2

vol(D) = IﬂDdxdydz = 'UD dxdzfgdy = ”D x dx dz
X=r cozs)((e)
z=rsen(d)

Ahora planteamos polares con { , con lo cual:

w2 3
vol(D) = ”sz xdxdz = Io do Iorcos(e) rdr =
Lfcos(0)r°13
=9 j ?cos(0)do = 9.

[sen(e)l’”2

(1 Observe que, para proyectar la curva contra el plano xy, la regla practica es buscar un sistema equivalente tal que en una de
las ecuaciones no figure la variable z. Con ello se obtiene la superficie proyectante contra el plano xy.
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Coordenadas esféricas

Considere un punto P = (X, Y, z) del espacio xyz, que lo proyectamos or-
togonalmente contra el plano xy generando el punto P*. @

Observe en el dibujo la semirrecta OP que, con origen en (0,0,0) pasa
por el punto P,y el angulo ¢ que forma con z*.

Por altimo, denotaremos con p a la distancia entre P y el origen. Y >
/\ """ P = (4y,0)

Las coordenadas esféricas del punto son p,6'y ¢, donde & es el mismo
angulo que el de cilindricas (el de polares en el plano de proyeccion).

Es claro que la distancia desde P al eje z, es igual a la que hay desde P* a dicho eje, su valor es r.
Por otra parte, z = pcos(p) y r = psen(g). Con lo cual resulta:
r r

— —
(x,y,2) = (psen(p)cos(@), psen(p)sen(d), pcos(p)) con p>0,0<0<27,0<p<r.
h(p..0)

En la expresion anterior se resalta que psen(e) = r, para facilitar la asociacion de las expresiones de pola-

res en el plano xy.
Realizando las derivadas y calculos correspondientes, resulta:

o(x,y,2) 2
J(p,0,0)| = sen(o),
[3(p.0.0) =150, 00y |= P"sen(e)
con lo cual la formula de cambios de variables de cartesianas a esféricas es:

mD f(x,y,z)dxdydz = IJ.ID* f (psen(p)cos(d), psen(p)sen(d), pcos(p)) p*sen(p)dpdedo.

En este caso tiene importante practica conocer las superficies coordenadas de esféricas en el espacio xyz.

z
z z t
| P =Pos Po#0 0 =6, Cbggzgp]
O<@y<m/2
O ., . ?
i Poy %0 y YV \op,
X X / y
X
Superficie esférica con centro idem cilindricas,
en el origen y radio p,#0. semiplano que Q=
p =0 : el origen del xyz. contiene al eje z CDM <py <7

Para las superficies coordenadas de ¢ constante, analizando la imagen a través de h, corresponde:
e« @=0: (0,0,p), degenera en el semieje positivo de z incluyendo al origen.
e ¢@=urx: (00,—p), degeneraen el semieje negativo de z incluyendo al origen.
e @=xl2: z2=0con x,yeR,eselplano xy.

e 0#0A@=7rl2A @+ semicono de ecuacion z = cotg(e)+ x* + y? , observe el gréafico.

@ Lo presentamos proyectando contra el plano xy, andlogamente podria comenzarse proyectando contra xz o yz.
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Ejemplo: Calcule el volumen del cuerpo D definido por /x? +y? <z </8—x?—y?.
Comenzamos analizando cuéles son las superficies que limitan al cuerpo.

o z=+x2+y? — 7% = x*+y? es una superficie conica. Volviendo hacia el dato, de esta ul-

tima resulta z = ++/x*+ y? , pero el dato es z = y/x* + y* semicono con z > 0.

o 7=+8-xX2-y* 57°=8-x>-y?* > x*+y?+2? =8 es una superficie esférica. Vol-
viendo hacia el dato, de esta Gltima resulta z=+,8-x?-y?, pero el dato es
z=+8-x*—-y* semiesferacon z>0.

Conclusion: /x?+y? <z <,/8-x?—y?, el cuerpo tiene el aspecto del dibujo.
[ | ——

sup.semic. sup.semies
El cuerpo se parece a un “cucurucho con helado”, vemos 2
que un semiplano de @ = 6, constante lo corta en forma de

“oblea” introducida en el “helado”, que tiene —por sime-
tria— la misma forma para todo 6, .

En cada posicion, como la dibujada, ¢ se “abre” desde
¢ =0 hasta ¢ = /4. Note que el semicono tiene ecuacion

z=+x*+y? vy, por ejemplo, cortado con x=0 resulta

z=|y| en el plano yz (de alli el &ngulo de 45° respecto de
Z+). (€)]

Por ultimo, para cada € €[0,27) y cada ¢ [0, /4], vemos que —por el interior del cuerpo— los

puntos del mismo se encuentran con p e [0,\/5], es decir, desde el origen hasta el radio de la

esfera. Con ello, el volumen resulta:

2 zl4 NG 2r nl4
vol(D):jijdxdydz=jO dé |, d(pjo pPsen(p)dp = 182 ; dejo sen(e)de =
%f—/

Lsen(o)[p° 1" ~[cos(p)I5"*

2
_ w Oﬁdﬁ = 3—327z(\/5—1)

También se podria haber trabajado comenzando el razonamiento en cartesianas, en ese caso, la
curva C “mas externa” del cuerpo es la que resulta de la interseccion de ambas superficies:

c. X*+y?+2°=8 [X’+y*+x°+y*=8 | x*+y’=4
z=x*+y? B =X +y? Clz=x2+y?
Con lo cual proyecta contra el plano xy en la region sombreada x? + y? < 4. De donde:

vol(D) = [[[_ dxay dz :ﬂny dxdy [V

y2
dz = _UD (J8-x2 —y? —/x% + y2)dxdy
Xy
Pasando ahora la integral doble a polares:

2
x2+y2

® También podria trabajar desde la ecuacién de la superficie coordenada z = cotg(¢)+/x* + y° para O<g@<z/2 . En este caso
corresponde cotg(p) = 1 —>1/tg(p) =1 —> tg(p) =1 > @ =x/4.
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2 2 2
vol(D) = [ d0 [ (V8-r? ~r)rdr = 16021 Tdo=2r(J2-1).

[—%(8—[‘2)3/2—% I’3](2)

2 2 \8-r?
El planteo completo en cilindricas es vol(D) = jijdxdydz = Ioﬁdej‘ordrjr ' dz que, cla-

ramente, lleva al mismo resultado que comenzar en cartesianas y luego pasar a polares.

Ejemplo: Calcule la masa del cuerpo D definido por x* + y? + 22 <4, z > —/3x* +3y? , si su densidad
en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xy.
En este caso la densidad es 6(x,y,z) =k|z| con k> 0 constante, debemos calcular:
masa(D) = mD k| z|dxdydz.

Segun se indica en el dibujo el cuerpo es el interior de la esfera
de radio 2 con centro en el origen, pero por encima (hacia z*) del
semicono de ecuacion

Z=—3x%+3y? = /3 x> +y?,
que es la superficie coordenada de esféricas con cotg(e) =—/3.
Es decir, tg(¢) =-1/+/3 — ¢ =z —tan*(1/v/3) =57/6. @

Entonces, pasando a esféricas queda:
plcos(o)l

2 ——— 27 | (576
do |, | pcos(p) | psen(p)dp = 4k [ do [ " |cos(p) Isen(p)do.
lcos(¢)|510* 13
Dado que para 7z/2< ¢ <57x/6 resulta cos(p) <0 (en lazonade z <0), debemos subdividir en
dos partes la integral respecto de ¢ .
w12 5716
1.3
Io cos(p)sen(p)de + LHZ (—cos(p))sen(p)dp =5 +3

Lsen?(p)]5'2-1 Lsen? ()74 -2

2 5716
masa(D):kJ‘OEdH Oﬁ

7
g

De donde:
2
masa(D) =4k%j0”d9=7k7z.

® Siendo la tangente negativa, tg(p) = —1/\@ con0<p<zmA@=nrl2,resulta p =7 — tan’l(llxﬁ). Es decir, calculamos

el &ngulo del semicono superior (¢, = tan'l(llx@) ) y —por simetria— obtenemos ¢ =7 — ¢, .
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