Juarez Andrés — curso 6

PRACTICA VI

Ecuaciones diferenciales ordinarias — 1ra parte

Ej. 3) En los siguientes casos, para cada EDO (ecuacion diferencial ordinaria) se indica su SG
(soluciéon general). Verifique que la SG dada es correcta y grafique a mano alzada la solucion
particular (SP) que satisface las condiciones dadas.

a) y—3y=-3 SG: y =1+ Ce3* SP: y(0) =2

En primer lugar, verificamos que la EDO es de orden 1 (la maxima derivada es la primera) por lo
gue debemos tener una constante en la SG y, efectivamente, tenemos una constante C.

Ahora debemos verificar que al reemplazar la SG en la EDO la igualdad se cumpla. Por lo tanto,
derivamos:

y' =0+ Ce3*.3 =3Ce3*
Y reemplazamos:
3Ce3* —3(1+ Ce3¥) =3Ce3* —3—3Ce3* = -3
Vemos que cumple, por lo tantoy = 1 + Ce3* es SG.
Para encontrar la SP simplemente reemplazamos y despejamos la constante:
y(0)=1+Ce3°=1+C=2

Porloque C =1, entonceslaSPes: y=1+ e3*, una funcién exponencial creciente, con AH:
y=1.
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Ej 4) Halle una ecuacion diferencial tal que la familia de curvas dada sea su SG.

c) Pardbolas con eje x y vértice en el origen de coordenadas.

La consigna de este ejercicio consiste en construir una ecuacion diferencial dada su SG. En este
item nos piden:
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Por lo tanto, la SG serd x = Cy?

Para buscar la ecuacidn diferencial debemos derivar para plantear la ecuacién cuidando que no
guede la constante, eso es importante. En este ejemplo, si pensamos la variable y en funcién de
X:

1=2Cyy'
Pero C = x/y?, asumiendo que y # 0, entonces, reemplazamos en la ecuacién:

1 2xyy'  2xy’
y? y

Por lo tanto: y = 2xy’
Si hubiéramos planteado la variable x en funcién de y:
x' =2Cy

Y reemplazando C:

Entonces: yx' = 2x

Ej. 5) Dada la ecuacion diferencial y' + 2xy = 4x, hallar la solucién que pasa por (0, 3).

En general, para resolver una EDO, siempre trataremos en primer lugar de separar las variables,
salvo que uno reconozca la forma a primera vista. En este caso nos indican que es de variables
separables, por lo que:

y'=4x —2xy =2x(2 —y)

Si asumimos que y # 2, entonces:

!

y
=2
2—y x

Aca hacemos un alto: cada uno de los miembros, lo integramos con respecto a x, por lo tanto,

gueda:
f 4 dx=f2xdx
2—-y

Del lado izquierdo, si reemplazamos la variable y por f(x), la funcién que estamos buscando
queda:
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f'(x)
2-f(x)
Ya que al derivar y aplicar regla de la cadena nos queda la expresion que esta en la integral. Pero

esto es: —In|2 — y| + C; que es como si hubiéramos integrado con respecto a y. Por lo que a los
fines practicos hacemos:

y' fdy/dx
d j—
2—-y

glx) = dx = —In|2 — f(x)| + C;

2—y

1
dxzfmdy=—ln|2—y|+C1

Que es como si hubiéramos “simplificado los diferenciales con respecto a x” e integraramos con
respecto a y. Si bien esto no es asi, esta aceptado para simplificar la busqueda de la solucion.

Volviendo al ejercicio, del lado derecho queda:
] 2xdx = x%+ C,
Como C, — C, es otra constante, directamente ponemos una sola:
—n|2—-y|=x%*+C
Por propiedades de logaritmo:

m2-yl"t=x%+¢C

B 1 | = pXHC — px?5C — K pX*
-y

Haciendo que e = K
Hay que tener en cuenta que K es una constante positiva. Entonces:

1 1, 2
|2_y|:W:Ee = He

ConH =1/K
- Si y < 2, queda el valor absoluto de algo positivo: 2 —y = He‘xz, y=2- He

- Si y > 2,quedael valor absoluto de algo negativo, cambiamos el signo: —2 + y = He‘xz,
y = He ™" 42

Y, como nos piden la SP que pasa por (0, 3), al ser y = 3 nos queda:
3=H.e'+2=H+2

Entonces: H = 1, por lo tanto, la SP sera:

y=e‘x2+2
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Ej. 8) Halle la familia de curvas tales que, en cada punto...

c) La recta tangente en el punto tiene ordenada al origen igual al doble de la ordenada del
punto.

Planteamos la ecuacién de una recta tangente al grafico de una funcion f genérica en un valor xo.

y = fxo) + f(x0) (x — xp)

Ecuacion vista en Analisis Matematico |. Esta recta cruzara al eje y cuando x valga 0. Por lo tanto,
reemplazamos la x por el valor 0, y el valor correspondiente de la y deberia darnos dos veces el
valor de la funcion en el xo.

Entonces:
f(xo) + f/(x0)(0 = x0) = fxo) + f'(x0)(—x0) = 2f (x0)

Pero esto debe cumplirse para todo xo, entonces reemplazamos xo por x y, llamando y = f(x)
nos queda:

y+y'(—=x) =2y
Que, luego de operar, queda:

y+xy' =0

Al resolver esta EDO de variables separables queda:

xy' = -y
dy  dx
y B X

Integrando:
Inly| = —In|x| + In|C| = In|C /x|
lyl = 1C/x|
Como C es una constante positiva:
y=%C/x
Y asumiendo que K = +C # 0, en un abuso de notacién, queda:
y=K/x

Estas curvas son las que conocemos como graficos de funciones homograficas, si K es positivo,
estaran en el primer y tercer cuadrante, si K es negativo, en el segundo y cuarto.
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Vemos que su recta tangente en (1/2, 2) corta al eje y en (0, 4) donde 4 es el doble de 2. Esto
sucede para cualquier punto que uno elija.

Ej 9) Halle en cada caso la familia de curvas ortogonales a la familia dada. llustre mediante un
grdfico.

a) y=Cx?

En primer lugar, graficamos la familia de curvas para darnos cuenta qué nos estan pidiendo:

Nos piden que hallemos curvas que vayan cortando en forma perpendicular a estas parabolas, a
todas, en cada punto. Para que corten en forma perpendicular, sus tangentes tienen que ser
ortogonales. Por lo tanto, el producto de sus pendientes tiene que dar — 1: ml1 * m2 = — 1.
Entonces: m, = —1/m,
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Segun el grafico, podemos prever que esas curvas deberdn tener formas elipticas para que corten
a las parabolas ortogonalmente.

Si derivamos ambos miembros de la ecuacidon propuesta, vamos a tener las pendientes de las
tangentes: y’' = 2Cx, y al igual que vimos antes, debemos plantear la ecuacion sin ninguna
constante, un error comun es dejarla.

Entonces, como C = y/x2 , asumiendo x # 0, entonces:

, _2yx 2y
Y= T

Como buscamos una perpendicular, planteamos:

, X
YO - zy
Resolviendo esta EDO, queda:
2=—-x*+K
y zx
De donde:
1
2 + — 2 K
y 2x

Como tenemos la suma de términos al cuadrado, K serd mayor o igual a cero, por lo tanto
planteamos K = r?, asi:

Elipses (era lo que esperabamos), con semiejes x, = V2ry Yy, = r. Mostramos el grafico donde
vemos que cortan en forma perpendicular a las parabolas.
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Ejercicio de ecuaciones diferenciales lineales

Halle la solucidn particular de la siguiente ecuacion diferencial lineal de 12 orden:

cos(x)y' +sen(x)y =1 conx € (—g,g)

Con la condicion y G) =0

Resolucion (1ra forma):

Llevemos esta ecuacidon a una de la forma

y'+a(x)y = b(x)
Para que tenga la forma de una ecuacién diferencial lineal.

Notemos que cos (x) # 0 paratodox € (— g, g), entonces podemos dividir a ambos miembros

de la ecuacion original por cos (x); quedando:

) sen(x) 1 1
Y cos(x) Y= cos(x) )
__ sen(x) _ 1
Donde a(x) === v b(x) =

Consideremos el llamado “factor integrante”:

sen(x)
efa(x)dx — efcos(x)dx = g~nlcos()|+C

Para resolver la integral hicimos la sustitucion t = cos (x) con dt = —sen(x)dx
Si tomamos C = 0 y teniendo en cuenta que el cos (x) es positivo en el intervalo de estudio,
queda:

1

e—lnlcos(x)|+C — e—ln (cos(x)) —
cos(x)

Multiplicamos ambos miembros de (1) por este factor integrante:

!

y sen(x) 1

(2)

cos(x) cos?(x) Y= cos?(x)

Notemos que el lado izquierdo de (2) es la derivada de un producto, pues
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y' sen(x) 1 )

i ret)
cos(x) cos?(x) cos(x)

Entonces, reemplazando esto en (2) e integrando en ambos miembros:

y' sen(x) ( 1 y)l 1

cos(x) cosz(x)y: cos(x) :cosz(x)

f <cosl(x) y)l dx = J- COSi(x) ax

sen(x)
cos(x)

cos(x) y() =

T T
y(x) = sen(x) + Kcos(x), KER, Vx€ (_E'E)

Por ultimo, usando la condicion adicional, despejamos K:

y(z) =sen(z)+l(cos(z) =\/§+K\/§=O

4 4 4) 2 "2
Por lo tanto, K = —1. De esta forma, la solucion particular queda:
T I
y(x) = sen(x) —cos(x), VxE€ (_E'E)
22 forma:

Otra manera de resolver esta EDO es realizar el siguiente cambio: y(x) = u(x)v(x). Estamos
pensando a la variable y que depende de x como el producto de dos funciones de x. Por lo tanto:
y' =u'v+uw

Y sustituyendo en (1) queda:
sen(x) 1

! ! — 3
u'v+uv' + c0s(x) uv c0s(0) 3)
Sacando factor comun u:
'+ 'y sen(x) 1 4
wrm cos(x) V1= cos(x) (4)

Elegimos que lo de adentro del corchete valga cero para poder anular el segundo término. Esto
lo podemos hacer porque aun no hemos determinado ninguna de las dos funciones, por lo que
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tenemos la libertad de elegirla, con la restante debemos hacer los ajustes correspondientes para
gue la solucidn sea valida.

De esta forma:

sen(x)
ges

cos(x) v=_0

Es una EDO de variables separables:

, sen(x)
T cos(x) v

dv sen(x)
dx  cos(x)
dv sen(x)

v

v cos(x)

1 sen(x)
J-—dv = f— dx
v cos(x)
In|v| = In|cos (x)| + C

Elegimos C = 0 y v = cos (x), entonces, volviendo a (4) queda:

sen(x) 1

cos(x) V1= cos(x)

u'v+ ulv’ +

Pero el segundo término es nulo dado que forzamos para que lo sea

, 1
wv= cos(x)
Y, como v = cos (x)
1
u'cos (x) = c0s(x)
Es otra EDO de variables separables:
du _ 1
dx  cos?(x)
1
du =————d
u cos?(x) x

fduszi(x)dx
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_ sen(x)

U= Cos (%)

Como hallamos u y v, el producto de ambos nos da y:

sen(x)

y(x) = ux)v(x) = [ + K] cos(x) = sen(x) + Kcos(x)

cos (x)

Llegando al mismo resultado anterior.
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Resoluciéon problema 10, guia VI

Una linea de campo del campo F es una curva tal que en cada punto, el campo resulte
tangente a la curva. Si la linea de campo estd parametrizada con una parametrizacion regular
G(t), t € (a,b), resulta que ¢/(t) es un vector tangente a la curva en cada punto. Luego, debe ser
g?(t) paralelo al campo F en los puntos de la curva. Es decir, 5’(25) paralelo a ﬁ(ﬁ(t))

Veamos ahora el problema 10 de la guia VI. En cada inciso, se debe verificar que la curva
definida por la parametrizacion dada es una linea de campo del campo dado.

a. La parametrizacion y el campo dados son: §(t) = (t2,2t —1,/t), parat > 0y ﬁ(:c, y,z) =
(y+1,2,5;)
La direccion de la curva en cada punto es:

J() = 26,2, )

2Vt

Por otro lado, F en los puntos de la curva es

) — (2n,
Fa(e) = (26.2.57)

Claramente ¢'(t) = F(g(t)) para todo t > 0, por lo tanto la parametrizacion § define una
linea de campo de F.

b. La parametrizacion y el campo dados son: §(t) = (t73, e, t1) y F(z,y, z) = (=32*,y, —22)

Un vector tangente a la curva en cada punto es
g(t) = (=3t~ ¢, —t7?)

y el campo en los puntos de la curva es

-
/

ﬁ(é’(t» = (_3(t_1)476t7 _(t_1)2) = (_St_47 6t7 _t_2) = (t)
Se comprueba asi que ¢/(t) es paralelo a F(§(t)).

c. La parametrizacion y el campo dados en el tltimo inciso son: §(t) = (sen(t), cos(t),e') y
F(z,y,2) = (y,—x, 2).
La velocidad es
F(t) = (cos(t), —sen(t), ¢!
y el campo en los puntos de la curva es

-
/

F(§(t)) = (cos(t), — sen(t), ') = (1)

Se comprueba asf que ¢/(t) es paralelo a F(§(t))
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Resoluciéon problema 11, guia VI

En el problema 11 se pide hallar lineas de campo para campos dados.
En R2, el problema consiste en hallar una curva §(t) = (z(t), y(t)), tal que ¢'(¢) = (2/(¢), y/'(t))

—

sea paralela al campo dado. Si el campo es F(x,y) = (P(x,y),Q(z,y)), debe ser

@ 0./0) = (% 0 50 ) 1 (P00, QL) 0)

Esto pueden plantearse como

dy _ Qz,y)
dr  P(z,y)

Veamos ahora como se resuelven algunos incisos del problema 11.

a. El campo dado es ﬁ(x, y) = (—y, z). Entonces, la ecuacion diferencial que define las lineas

de campo es
dy

de  —y

Es una ecuacién de variables separables:

—ydy = xdx
Que tiene como solucion
2 2
2 2
o equivalentemente
2yt =a

para cualquier constante a > 0.

Por lo tanto, las lineas de campo de F(x,y) = (—y,x) son circunferencias centradas en el
origen. En la siguiente imagen se observa el campo de direcciones de F' y algunas lineas de
campo. Observe que en cada punto, la linea de campo tiene la misma direccién que el campo.
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c. El campo dado en este inciso es F(z,y) = (2;73,’ 1).

El dominio de este campo es el conjunto de puntos (x,y) tales que 2z —y # 0y = # 0. La
ecuacion diferencial que define las lineas de campo es

dy 2x—y

der
O equivalentemente

dy y

Z_9_Z

dx x

Es una ecuacion diferencial de tipo homogénea. Haciendo la sustitucion y = wux, resulta
dy _ pdu
dz — Vi +u.

Reemplazando en la ecuacion:

du =9
r—4+u=2—u
dx
Reordenando:
du
— =2-2
xdm U
Asumiendo que 1 —u # 0:
du B
1—u =z

Integrando:
—In|l —u| =2In|z|+¢

Esto es equivalente a

(1—u)"t = ka?
Volviendo a las variables z, y:
(1— 2t = ka?
x

Esta es una familia de lineas de campo del campo F.

Cuando u = 1 tenemos y = x, que también es solucion, ya que verifica la ecuacion diferencial:

2r—x  2r—y

dy_l_
der T

Obviamente, debemos considerar estas lineas de campo restringidas al dominio del campo.
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En la siguiente figura se muestran las direcciones del campo y algunas lineas de campo.

L



