FIUBA Andlisis Matematico II- Primer Parcial 22-10-2022

Un resolucién explicadal

Tema 1

e Ejercicio 1. Sea

fla,y) = (VBr — 42 + 4y —y? —4,In(y —z — 1))
y sea D C R? el dominio natural de f Grafique D, su interior y su frontera. Indique si D es

compacto y describa mediante ecuaciones/inecuaciones el interior de D.

Solucién:
El dominio natural D de f es la intersecciéon de los dominios naturales de sus componentes
filz,y) = /8r — 42 +4y —y2 — 4y fo(x,y) =In(y —z — 1),

Si D es el dominio natural de f;, entonces

Di={(z,y) eR*: 8z — 42" +4y —y* —4 >0} .

Como
8r—42x? +4y —y* —4>0 <= 42 —8x+y*—4dy+4<0,

4o? —8r =4(2? =22+ 1—-1)=4(z - 1) -4 A 3y’ —dy+4=(y—2)?
tenemos que
8 —dr* +4y —y* —4>0 <= 4(r -1+ (y—-2)?°<4 <= (v -1+ "—"
Por lo tanto
D, = {(x,y) € R?: ($—1)2+@ < 1},
cuyo grafico es la siguiente elipse junto con su interior.
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Por otro lado, el dominio natural D, de f; es el conjunto
Dy={(z,y) eR*: y—2—1>0} ={(z,y) e R*: y >z +1},

que es un semiplano sin su borde cuyo gréfico es
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Entonces el dominio natural de f es
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y el interior int(D) y la frontera D son



-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

El conjunto D es acotado, pero no cerrado pues no contiene parte de su frontera. Entonces D
no es compacto. Finalmente, el interior de D esta descripto por las inecuaciones:

(y —2)

1 <1l ANy>z+1.

int(D): (z—1)*+

Ejercicio 2. Sea

x2 3
f@w=5+w+f+%

Halle los puntos (xg,yo) para los cuales el plano tangente al grafico de f en (xo, yo, f(%0, %0))
es paralelo al plano zy y determine, en cada uno de ellos, si se produce un extremo relativo.

Indique tipo y valor del extremo en caso afirmativo.

Solucion:

Como la funcién f es un polinomio, ésta tiene derivadas parciales de todos los érdenes y son

continuas. En particular f es diferenciable en cada punto (zg,yo) de R?, con lo cual el gréifico



de f admite plano tangente en (zo, yo, f(Zo,%0)), siendo

z = f(z0,90) + f2 (20, y0)(x — x0) + f,(x0,90) (¥ — o),
una ecuacioén para ese plano.

Como el plano tangente al gréfico de f en (xg, yo, f (%0, yo)) resulta paralelo al plano zy si y solo

si admite la ecuacién z = f(xg, yo), tenemos que los puntos (g, yo) buscados deben cumplir las
condiciones (o, y0) = 0y f (0, y0) = 0.

Teniendo en cuenta que f,(z,y) =z +yy que f,(z,y) =z + 2y + y?, tenemos que

fi(x,y) =0 r+y=0 r+y=0 T =—y
— —
fo(z,y) =0 r4+2y+y* =0 y+y*=0 y=0Vy=—1

Luego los puntos pedidos son:

P =(0,0] A [P=(1-1)]

Tanto P; como P, son puntos criticos de f pues en ellos el gradiente de la funcién es nulo. Para
determinar si se produce o no un extremo relativo en esos puntos utilizamos el criterio de las
segundas derivadas, el cual es aplicable en este caso porque f es de clases C2.

"

Teniendo en cuenta que f,,(z,y) = 1, i, (z,y) = fi.(x,y) =1y f),(2,y) = 2+ 2y resulta que

T Ty vy
v(P (P, 11
L) =120 A A:‘ ol P) S ”‘: _1s0,
yx(Pl) fy (P1> 1 2
con lo cual se produce un minimo relativo en P; cuyo valor es f(P;) = 0.
Respecto de P,
2 P " P 1
fr(P)=1>0 A A= ff( 2) f;;( . =-1<0,
yz(PQ) fy (Pz) 1o

y por lo tanto no se produce extremo relativo en ese punto.

Ejercicio 3. Sea ¥ C R? la superficie descripta por la ecuacién vectorial

X = (u+v,v,uw), (u,v)€R

Encuentre todos los P € X para los cuales el plano tangente a > en P resulta ortogonal a la recta
normal a la superficie de nivel 6 de f(z,y,2) = x* + 4y + 2% en el punto (xg,1,1), con ¢ < 0.
Para los puntos P hallados, dé una ecuacién cartesiana del plano tangente correpondiente.

Solucion:

Como el punto A = (xg,1,1) debe pertenecer a la superficie de nivel 6 de f, f(zo,1,1) =
73+ 5=6. Luego 22 = 1 y por lo tanto xy = 1 0 1y = —1. Dado que zy < 0, resulta entonces
que zp = —1y A= (-1,1,1).



La funcién f es de clase C! y
Vf(A) = (22,4,22)[a = (—2,4,2) #0.

Por lo tanto la superficie de nivel 6 de f admite plano tangente en A y Vf(A) es un vector
normal a éste. En consecuencia, si ry es la recta normal a dicha superficie de nivel en A,

U= (—2,4,2) es un vector director para ella.

Por otro lado, para que el plano tangente a 3 en un punto P € 3 sea ortogonal a ry es necesario
y suficiente que un vector director cualquiera de ry sea normal a dicho plano. Por ende el vector

v debe ser normal al plano tangente a ¥ en P.

Como gg(u, v) = (u+v,v,uv), (u,v) € R?, es una parametrizacién de clase C! de ¥ y el vector

('LL,’U) X %(u,’u) = (—U,U —U,l) 7é 67
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n=

7 es normal al plano tangente a X en el punto P = gz;(u, v).

En los puntos P que estamos buscando debe ocurrir que 7 || U, ya que ambos vectores son

normales a un mismo plano. Entonces debe existir un escalar e # 0 tal que
(—v,v—u,1) = a(-2,4,2).

Igualando componente a componente y resolviendo las ecuaciones resultan o« = 1/2, u = -1y

v = 1. Entonces | P = qg(—l, 1) = (0,1, —1) | es el tinico punto de ¥ donde se cumple lo pedido.

Una ecuacién cartesiana para el plano tangente a 3 en el punto P hallado viene dada por la
férmula

7 (X-P)=0

ya que ¥ es un vector normal a ese plano. Entonces, como (—2,4,2) - (x,y — 1,24+ 1) = 0 es

equivalente a —2x + 4y — 4 4 2z + 2 = 0, una posible ecuacién cartesiana resulta ser

’—2x+4y+2z:2‘

Ejercicio 4. Justifique, mediante el teorema de la funcion implicita, que existe zg € R tal que
en un entorno del punto (zg,yo) = (0,—1) la ecuacién e*z + yz? + 2° = 1 define una funcién

z = h(z,y) de clase C! que cumple h(0, —1) = z.

Calcule mediante una aproximacién lineal el valor de h(0.1,—1.05) y halle el versor que hace

méxima la derivada direccional de h en el punto (0, —1).
Solucién:

Definimos F(x,vy, z) = ez +yz?+ 2% — 1. Esta funcién es de clase C' en R?. Dado que queremos

justificar que la ecuacién ez + yz? + 22 = 1, que es equivalente a la ecuacién F(x,vy,z) = 0,



define una funcién z = h(z,y) tal que h(xg,yo) = 2o para cierto zg, ese valor z, debe cumplir

la condicién F(xg, Yo, 20) = €20 + Yozo + 25 — 1

=0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que (g, o) = (0, —1), 2o debe satisfacer la ecuacién

2 3
20 — 2y + 29
Como

2, .3 3_ 2
20—25+25—1=20—1+25— 25 = (20

—1=0. (1)

— 1)+ 25(20—1) = (20 — 1)(25 + 1),

la ecuacién (1) tiene una tnica solucién que es .

Tenemos entonces que:

1. F es de clase C' en R3;

2. F(l’o”yo, Zo) = 0;

3. F!(z0, %0, 20) = €™ + 2yo20 + 322 = 2, con lo cual F!(zq,vo,20) # 0.

Por lo tanto, en el punto (zg,yo,20) = (0,—1,1) se cumplen las hipdtesis del teorema de la

funcién implicita y podemos garantizar entonces que la ecuacion dada define en forma implicita

una funcién z = h(z,y) que es de clase C! en un entorno V' del punto (0, —1) y que cumple

h(0,—1) = 1.

Como h es diferenciable en (0, —1), pues las derivadas parciales son continuas alli, admite un

aproximacién lineal en es punto. Para calcular esa aproximacion tenemos primero que hallar

las derivadas parciales de h en (0, —1), para ello usamos las férmulas

F/(O —1 1) €$Z|(0_1 1) 1

h, 0 —]_ = — x ! ! = — ? ? — —_

A e TS TEY 2 2

Y Fl0,-1,1) 2| 1
h/ (O7 _1) — Y ) ) — _ (07_171) E—

v F1(0,—1,1) 2 2

La aproximacién lineal de h alrededor del punto (0, —1) es entonces

r y+1

L(z,y) = h(0,—1) + hL(0,—1)x + h;(O, -Dy+1)=1- SR

2

y por lo tanto | (0.1, —1.05) ~ L(0.1,—1.05) = 0.

975 |.

Finalmente, como h es diferenciable en (0, —1) todas las derivadas direccionales de h existen en

ese punto y alcanzan su valor maximo en el versor

o= Vh(0,-1)/|[VR(0,=1)|| = (=1/v/2,-1/v/2)|.

e Ejercicio 5. Sea f : R?> — R el campo escalar

sen(x3)—y3

flay)=4 =
0

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)




Pruebe que f admite en el origen derivadas direccionales en todas las direcciones. Calcule
f2(0,0), f,(0,0) y halle los versores v para los cuales f'((0,0),7) = 0.

Solucion:

Sea ¥ = (a,b) un versor, es decir, a® + b* = 1.

Entonces
§ . f(tv) = £(0,0) , sen(t3a®) — t30?
! _ ) -
f((0,0),U) _12% t _15% tg(a2+2b2)
, 1 sen(t3a®) 4
_11—{%(124—262[ t3 -0
CL3 - b3
a? + 20
pues
lm sen(t3a?) — lm sen(a’u) — lim a? cos(au) _ &

donde en la primera igualdad se empled el cambio de variable u = t3 y en la segunda se aplico
la regla de LL’Hopital. Hemos entonces probado la existencia de las derivadas direccionales en

el origen.

Respecto de las derivadas parciales de f en (0,0), tenemos que

£2(0,0) = £((0,0),(1,0)) =1 A £,(0,0) = f’((O,O),(0,1)):_%,

Finalmente, si v = (a, b)
f(0,0,0) =0 +—= ——x=0 <= a1 =0.

Entonces a® = b® y por lo tanto a = b. Como ¥ es un versor, a2 + b?> = 2a® = 1, con lo cual
a=1/ V2oa=-1 / V2. En conclusion, hay dos versores para los cuales se anula la derivada

direccional y estos son

U = (1/\/5’ 1/\/5) N Vg = (_1/\/57_1/\/5) :

Si bien la pregunta sobre si f es o no diferenciable en (0,0) no es parte del enunciado del
problema, es interesante notar que estamos en condiciones de dar una respuesta a la misma. Si
f fuese diferenciable en el origen, entonces V f(0,0) = (1,—1/2) y f'((0,0),9) = Vf(0,0) -0 =
a — b/2. En particular, tendriamos que f’((0,0),0;) = ﬁ # 0, lo cual es imposible, porque en
ese versor la derivada es nula. En consecuencia, la funcion f no puede ser diferenciable en el

origen.

Como el tema 2 se resuelve de forma similar, solo presentamos su enunciado.



Tema 2

e Ejercicio 1. Sea

f(a:, ) = (\/4a:—x2+8y—4y2—4,ln(m—y—1))

y sea D C R? el dominio natural de f Grafique D, su interior y su frontera. Indique si D es

compacto y describa mediante ecuaciones/inecuaciones el interior de D.

e Ejercicio 2. Sea ¥ C R3 la superficie descripta por la ecuacién vectorial
X = (u,u+v,w), (u,v)€ R

Encuentre todos los P € Y. para los cuales el plano tangente a > en P resulta ortogonal a la recta
normal a la superficie de nivel 6 de f(z,y,2) = 4z + y*> + 2% en el punto (1, o, 1), con 3y < 0.
Para los puntos P hallados, dé una ecuacién cartesiana del plano tangente correpondiente.

e Ejercicio 3. Sea
2 3

Xz
f(x,y)z%—l—xy—l—ﬁ%—g.

Halle los puntos (xg,yo) para los cuales el plano tangente al grafico de f en (xo, %o, f(x0, %0))
es paralelo al plano zy y determine, en cada uno de ellos, si se produce un extremo relativo.

Indique tipo y valor del extremo en caso afirmativo.

e Ejercicio 4. Justifique, mediante el teorema de la funcién implicita, que existe un z5 € R tal
que en un entorno del punto (g, ) = (—1,0) la ecuacién e?z +z2%+ 23 = 1 define una funcién
z = h(z,y) de clase C' que cumple h(—1,0) = 2.
Calcule mediante una aproximacién lineal el valor de h(—1.05,0.1) y halle el versor que hace

maxima la derivada direccional de h en el punto (—1,0).

e Ejercicio 5. Sea f : R?> — R el campo escalar

sen(y)—a® (. 0,0
fog) = BT (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

Pruebe que f admite en el origen derivadas direccionales en todas las direcciones. Calcule
f2(0,0), f,(0,0) y halle los versores v para los cuales f'((0,0),7) = 0.



