
Una resolución explicada del parcial del 11/12/18 
 

 

C. Unger, S. Gigola, E. Zitto, R.O. Sirne                                                                                      Página 1 de 6.- 
 

TEMA 1 

1. Sean 1C  y 2C  dos curvas incluidas en la superficie regular S . Sabiendo que ambas curvas con-

tienen al punto )3,4,4(=A  y que sus correspondientes ecuaciones vectoriales son: 

ÂÎ-= ttttXC con)12,,2(: 2
1

r
    y   ÂÎ-+-= uuuuXC con)6,1,22(: 2

2

r
, 

analice si la recta normal a S  en A  tiene algún punto en común con el plano 27=++ zyx . 
 

Denotando: )12,,2()( 2 -= ttttg
r

, )6,1,22()( 2 -+-= uuuuw
r

, siendo )2(gA
r

=  y )3(wA
r

= , 

dos vectores tangentes a 1C  y 2C  son, respectivamente: 

)2,4,2()2,2,2()2( 21 ==¢= =ttgd
rr

    y   )6,1,2()2,1,2()3( 32 ==¢= =uuwd
rr

 

Entonces, dado que las rectas que pasan por A  dirigidas por estos vectores (tangentes a las men-

cionadas curvas) están incluidas en el plano tangente a S  en dicho punto, un vector normal a la 

superficie en A   es )6,8,22(
612
24221 --==´=
kji

ddn

(((

rrr
. 

Con ello, una ecuación para la recta normal 0r  a S  en A  es: 

)6,8,22()3,4,4( --+= lX
r

 con ÂÎl , es decir, los puntos 0),,( rzyxX Î=
r

 son: 

)63,84,224(),,( lll --+=zyx  con ÂÎl . 

Para que la recta tenga algún punto en común con el plano dado debe existir l  tal que: 

2276384224 =Û=-+-++ llll , 

con lo cual existe el punto común, este es: )9,12,48( -- . 
 

 

2. Verifique que la ecuación  06)32(ln2 =--+++ xzzxzyx  define implícitamente ),( yxfz =  

en un entorno del punto )2,1(),( 00 =yx  y calcule )98.1,02.1(f  mediante una aproximación li-

neal. 
 

Denotando 6)32(ln),,( 2 --+++= xzzxzyxzyxF , vemos que se cumplen las siguientes tres 

propiedades. 

· 06)1ln(3),2,1( 000 =--+= zzzF , se cumple únicamente para 20 =z . 

· ),,2(),,(
32

1
32

2 22

-+-+ ++++=Ñ
xzxz

xyxzxzzyxzyxF  es continuo en un entorno del 

punto )2,2,1(=A  , porque sus componentes lo son dado que son polinómicas o suma de po-

linomio con función continua (cociente de polinomio con denominador no nulo). 

· 04)( ¹=¢ AFz , se cumple. 

Entonces se verifica que la ecuación dada define ),( yxfz =  en un entorno del punto 

)2,1(),( 00 =yx , f es diferenciable en )2,1(  y 2)2,1(0 == fz . Con esto, una expresión para 

aproximar linealmente los valores de f  en un entorno de )2,1(  es: 

)2()2,1()1()2,1()2,1(),( -¢+-¢+@ yfxffyxf yx  

Siendo 3
4

12
)(

)(
)2,1( -=-=¢

¢
-=¢

AF

AF

z

x
xf   y  

2
1

4
2

)(

)(
)2,1( -=-=¢

¢
-=¢

AF

AF

z

y
yf , entonces: 

)2()1(32),(
2
1 ----@ yxyxf  Þ  )298.1()102.1(32)98.1,02.1(

2
1 ----@f  

Con lo cual resulta:  95.1)98.1,02.1( @f . 
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3. Dado )9,)ln((),(/: 2222 xyxyyxfDf ---=Â®ÂÌ
rr

, donde D  es el dominio natural 

de f
r

, determine y grafique el mencionado dominio D  y el conjunto H  en cuyos puntos alguna 

de las componentes del campo resulte nula. 
 

Los puntos ),( yx  del dominio natural son aque-

llos que cumplen con: 

ïî

ï
í
ì

³--ÞÂÎ--

>ÞÂÎ-

099

)ln(
22

22

xyxy

xyxy
 

de donde resulta: 

 }9/),{( 222 xyxyyxD -£Ù>ÂÎ=  

que se representa sombreado en la figura de la 

derecha.  
Por su parte, alguna de las componentes del campo resulta nula en todos los puntos de D  donde  

0909

10)ln(
bieno

22

22

=--Þ=--

=-Þ=-

xyxy

xyxy
. Entonces }91/),{( 22 xyxyDyxH -=Ú+=Î=  

que son los dos arcos de curva (incluidos en D ) que se representan en el gráfico en color rojo. 
 

 

4. Analice extremos locales de 
y

eyxxyxf )(),( 2 +=  para 
2),( ÂÎyx , indicando punto(s) donde 

se producen, tipo(s) de extremo(s) y su(s) correspondiente(s) valor(es). 

La función f  es continua pues su expresión es el producto de un polinomio y una exponencial, 

también sus derivadas sucesivas son continuas por ser suma de expresiones del tipo mencionado. 

Siendo entonces )( 22 ÂÎCf  comenzamos aplicando el procedimiento típico de análisis de ex-

tremos. 

yy
y

y
x

eyxxexyxf

eyxyxf

)(),(

)2(),(
2 ++=¢

+=¢
  ¾¾¾¾¾¾¾ ®¾ iosestacionarpuntos

î
í
ì

=++
=+

)2(0)1(

)1(0)2(
y

y

eyxx

eyx
 

Dado que ÂÎ"¹ ye
y

0 , en (1) debe resultar )3(202 xyyx -=Þ=+  , que reemplazada 

en (2) impone 100)1( =Ú=Û=+- xxxx  )2,1(y)0,0( 21

)3( -==¾®¾ PP  son los pun-

tos estacionarios. 

Cálculo de las derivadas en cada punto )0,0(1 =P  )2,1(2 -=P  

y
xx eyxf 2),( =¢¢  2 22 -e  

yy
xy eyxeyxf )2(),( ++=¢¢  1 2-e  

yyy
yy eyxxexexyxf )(),( 2 +++=¢¢  0 2-e  

 

Þ<-== 01
01
12)0,0(H  )0,0(f  no es extremo local. 

Þ>==- -
--

--

0
2

)2,1( 4

22

22

e
ee

ee
H )2,1( -f  es extremo local. 

Como 02)2,1( 2 >=-¢¢ -efxx , 
2)2,1( --=- ef es mínimo local. 
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5. Sea S  la superficie de ecuación  )),(( yxgfz
r

=   con )(, 21 ÂÎCgf
v

. Si ),(),( 2 yxyxyxg =
r

,  

4)0,0( =f  y para todo punto A  y versor ),( vur =
(

 la derivada direccional vurAf 42),( +=¢ (
, 

halle los puntos de S  donde su plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy ). 

 

Dado que fCf ÞÂÎ )( 21  diferenciable en 
2ÂÎA Þ ),()(42),( vuAfvurAf ×Ñ=+=¢ (

 , de 

donde )4,2()( =Ñ Af  para todo punto A . 

Como )(, 21 ÂÎCgf
v

 Þ  su composición es diferenciable, con lo cual, para que el plano tangente 

a S  sea horizontal debe cumplirse que las derivadas parciales de primer orden resulten nulas.  

Es decir, aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que las componentes del )(AfÑ  

son los elementos de la matriz jacobiana )(ADf : 

( ) ( ) ( )00
2

42
2

)(),()(),(),(
22

),(

=÷
ø

ö
ç
è

æ
=÷

ø

ö
ç
è

æ
==¢¢

ab

aba

xy

xyx
ADfbagDADfbazbaz

ba
yx

r
 

200)2(2

(*)

042

044
2 -=Ú=Û=+Þî

í
ì

=+
=+

aaaaaa

bba
 

)4,0,0())0,0(,0,0()))0,0((,0,0(0040
(*) ==®=Þ=¾®¾= fgfbba

r
 

)4,0,2())0,0(,0,2()))0,2((,0,2(0042
(*) -=-=--®=Þ=-¾®¾-= fgfbba

r
 

 

Conclusión: S  tiene plano tangente horizontal en los puntos  )4,0,2(y)4,0,0( - . 
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TEMA 2 

1. Sean 1C  y 2C  dos curvas incluidas en la superficie regular S . Sabiendo que ambas curvas con-

tienen al punto )4,3,4(=A  y que sus correspondientes ecuaciones vectoriales son: 

ÂÎ-= ttttXC con),12,2(: 2
1

r
    y   ÂÎ+--= uuuuXC con)1,6,22(: 2

2

r
, 

analice si la recta normal a S  en A  tiene algún punto en común con el plano 5-=++ zyx . 
 

Denotando: ),12,2()( 2ttttg -=
r

, )1,6,22()( 2 +--= uuuuw
r

, siendo )2(gA
r

=  y )3(wA
r

= , 

dos vectores tangentes a 1C  y 2C  son, respectivamente: 

)4,2,2()2,2,2()2( 21 ==¢= =ttgd
rr

    y   )1,6,2()1,2,2()3( 32 ==¢= =uuwd
rr

 

Entonces, dado que las rectas que pasan por A  dirigidas por estos vectores (tangentes a las men-

cionadas curvas) están incluidas en el plano tangente a S  en dicho punto, un vector normal a la 

superficie en A   es )8,6,22(
162
42221 -==´=
kji

ddn

(((

rrr
. 

Con ello, una ecuación para la recta normal 0r  a S  en A  es: 

)8,6,22()4,3,4( -+= lX
r

 con ÂÎl , es decir, los puntos 0),,( rzyxX Î=
r

 son: 

)84,63,224(),,( lll ++-=zyx  con ÂÎl . 

Para que la recta tenga algún punto en común con el plano dado debe existir l  tal que: 

258463224 =Û-=++++- llll , 

con lo cual existe el punto común, este es: )20,15,40(- . 
 

 

2. Verifique que la ecuación  06)32(ln2 =--+++ yzzyzyx  define implícitamente ),( yxfz =  

en un entorno del punto )1,2(),( 00 =yx  y calcule )02.1,98.1(f  mediante una aproximación li-

neal. 
 

Denotando 6)32(ln),,( 2 --+++= yzzyzyxzyxF , vemos que se cumplen las siguientes tres 

propiedades. 

· 06)1ln(3),1,2( 000 =--+= zzzF , se cumple únicamente para 20 =z . 

· ),2,(),,(
32

1
32

2 22

-+-+ ++++=Ñ
yzyz

yyxzzyxzyzyxF  es continuo en un entorno del 

punto )2,1,2(=A  , porque sus componentes lo son dado que son polinómicas o suma de po-

linomio con función continua (cociente de polinomio con denominador no nulo). 

· 04)( ¹=¢ AFz , se cumple. 

Entonces se verifica que la ecuación dada define ),( yxfz =  en un entorno del punto 

)1,2(),( 00 =yx , f es diferenciable en )1,2(  y 2)1,2(0 == fz . Con esto, una expresión para apro-

ximar linealmente los valores de f  en un entorno de )1,2(  es: 

)1()1,2()2()1,2()1,2(),( -¢+-¢+@ yfxffyxf yx  

Siendo 
2
1

4
2

)(

)(
)1,2( -=-=¢

¢
-=¢

AF

AF

z

x
xf   y  3

4
12

)(

)(
)1,2( -=-=¢

¢
-=¢

AF

AF

z

y
yf , entonces: 

)1(3)2(2),(
2
1 ----@ yxyxf  Þ  )102.1(3)298.1(2)02.1,98.1(

2
1 ----@f  

Con lo cual resulta:  95.1)02.1,98.1( @f . 
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3. Dado )9,)ln((),(/: 2222 yxyxyxfDf ---=Â®ÂÌ
rr

, donde D  es el dominio natural 

de f
r

, determine y grafique el mencionado dominio D  y el conjunto H  en cuyos puntos alguna 

de las componentes del campo resulte nula. 
 

Los puntos ),( yx  del dominio natural son 

aquellos que cumplen con: 

ïî

ï
í
ì

³--ÞÂÎ--

>-ÞÂÎ-

099

0)ln(
22

22

yxyx

yxyx
 

de donde resulta: 

 }9/),{( 222 yxyxyxD -³Ù>ÂÎ=  

que se representa sombreado en la figura de la 

derecha.  
Por su parte, alguna de las componentes del campo resulta nula en todos los puntos de D  donde  

0909

10)ln(
bieno

22

22

=--Þ=--

=-Þ=-

yxyx

yxyx
. Entonces }91/),{( 22 yxyxDyxH -=Ú+=Î=  

que son los dos arcos de curva (incluidos en D ) que se representan en el gráfico en color rojo. 
 

 

4. Analice extremos locales de 
xeyxyyxf )(),( 2 +=  para 

2),( ÂÎyx , indicando punto(s) donde 

se producen, tipo(s) de extremo(s) y su(s) correspondiente(s) valor(es). 

La función f  es continua pues su expresión es el producto de un polinomio y una exponencial, 

también sus derivadas sucesivas son continuas por ser suma de expresiones del tipo mencionado. 

Siendo entonces )( 22 ÂÎCf  comenzamos aplicando el procedimiento típico de análisis de ex-

tremos. 

x
y

xx
x

exyyxf

eyxyeyyxf

)2(),(

)(),( 2

+=¢
++=¢

  ¾¾¾¾¾¾¾ ®¾ iosestacionarpuntos

î
í
ì

=+
=++

)2(0)2(

)1(0)1(
x

x

exy

eyxy
 

Dado que ÂÎ"¹ xex 0 , en (2) debe resultar )3(202 yxxy -=Þ=+  , que reemplazada 

en (1) impone 100)1( =Ú=Û=+- yyyy  )1,2(y)0,0( 21

)3( -==¾¾®¾ PP  son los pun-

tos estacionarios. 

Cálculo de las derivadas en cada punto )0,0(1 =P  )1,2(2 -=P  

xxx
xx eyxyeyeyyxf )(),( 2 +++=¢¢  0 2-e  

xx
xy exyeyxf )2(),( ++=¢¢  1 2-e  

x
yy eyxf 2),( =¢¢  2 22 -e  

 

Þ<-== 01
21
10)0,0(H  )0,0(f  no es extremo local. 

Þ>==- -
--

--
0

2
)1,2( 4

22

22

e
ee

eeH )1,2(-f  es extremo local. 

Como 0)1,2( 2 >=-¢¢ -efxx , 
2)1,2( --=- ef es mínimo local. 
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5. Sea S  la superficie de ecuación  )),(( yxgfz
r

=   con )(, 21 ÂÎCgf
v

. Si ),(),( 2 yxyxyxg =
r

,  

4)0,0( =f  y para todo punto A  y versor ),( vur =
(

 la derivada direccional vurAf 24),( +=¢ (
, 

halle los puntos de S  donde su plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy ). 

 

Dado que fCf ÞÂÎ )( 21  diferenciable en 
2ÂÎA Þ ),()(24),( vuAfvurAf ×Ñ=+=¢ (

 , de 

donde )2,4()( =Ñ Af  para todo punto ),( baA = . 

Como )(, 21 ÂÎCgf
v

 Þ  su composición es diferenciable, con lo cual, para que el plano tangente 

a S  sea horizontal debe cumplirse que las derivadas parciales de primer orden resulten nulas.  

Es decir, aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que las componentes del )(AfÑ  

son los elementos de la matriz jacobiana )(ADf : 

( ) ( ) ( )00
2

24
2

)(),()(),(),(
22

),(

=÷
ø

ö
ç
è

æ
=÷

ø

ö
ç
è

æ
==¢¢

ab

bab

xy

yxy
ADfbagDADfbazbaz

ba
yx

r
 

(*)

2/100)12(2

028

024 2 -=Ú=Û=+Þ

î
í
ì

=+
=+ bbbb

aba

bb  

)4,0,0())0,0(,0,0()))0,0((,0,0(0020
(*) ==®=Þ=¾®¾= fgfaab

r
 

)4,,0())0,0(,,0())).0((,,0(002
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 (*) -=-=--®=Þ=-¾®¾-= fgfaab

r
 

 

Conclusión: S  tiene plano tangente horizontal en los puntos  )4,2/1,0(y)4,0,0( - . 

 


