Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

TEMA 1
1. Sean C; y C, dos curvas incluidas en la superficie regular X . Sabiendo que ambas curvas con-
tienen al punto 4 = (4,4,3) y que sus correspondientes ecuaciones vectoriales son:
C :X=(2t,1*2t-1) con teR y Cy: X =Qu—-2,u+1,u*-6) con ucR,
analice si la rectanormal a £ en 4 tiene algun punto en comun con el plano x+ y+z =27.

Denotando: g(r) = (2¢, t*, 2t —1), w(u) = (2u—2, u+1,u* —6), siendo 4= g(2) y A= w(3),
dos vectores tangentes a C; y C, son, respectivamente:
c?l =g8'(2)=(2,2t,2),.,=(2,42) y d,=wW3) =(2,1,2u),3=(2,1,6)

Entonces, dado que las rectas que pasan por A dirigidas por estos vectores (tangentes a las men-
cionadas curvas) estan incluidas en el plano tangente a £ en dicho punto, un vector normal a la
N
superficieen 4 es n=d;xd, =2 4 2|=(22,-8,-0).
216

Con ello, una ecuacion para la recta normal , a £ en 4 es:
X =(4,4,3)+1(22,-8,—6) con 1eR, es decir, los puntos X = (x,y,z) ery son:
(x,y,2)=(4+222,4—81,3—61) con LeNR.
Para que la recta tenga algun punto en comun con el plano dado debe existir A tal que:

44+221+4-8A43-61=27 < A1 =2,

con lo cual jexiste el punto comun, este es: (48,—12,— 9)‘.

2. Verifique que la ecuacion x’yz+xz+In(z+2x-3)—6=0 define implicitamente z = f(x, y)
en un entorno del punto (x,,y,) = (1,2) y calcule f(1.02,1.98) mediante una aproximacion li-
neal.

Denotando F(x,y,z) = x*yz+xz+In(z+2x-3)—6, vemos que se cumplen las siguientes tres

propiedades.
e F(,2,zy) =3zy+In(z, —1) =6 =0, se cumple inicamente para z, = 2.
— 2 2 2 1 ;
o VF(,y,z)=2xyz+z+ a3 X Z. X yHxst z+2x—3) es continuo en un entorno del

punto 4=(1,2,2) , porque sus componentes lo son dado que son polindmicas o suma de po-

linomio con funcién continua (cociente de polinomio con denominador no nulo).
o FJ(A)=4#0,secumple.
Entonces se verifica que la ecuacion dada define z =f(x,y) en un entorno del punto
(x9,¥0) = (1,2), fes diferenciable en (1,2) y z,=f(1,2) =2. Con esto, una expresion para
aproximar linealmente los valores de f en un entorno de (1,2) es:

Sy = A2+ /12 (x =D+ f7,(1,2) (y—2)
) , _ PR 12 , __F}(A)__;__l )
Siendo f{(1,2) = FlA) - 4 ° 3y fy(L2) = FlA)~ 4~ 2 entonces:
f(x,py) = 2—3(x—1)—%(y—2) = f(1.02,1.98) = 2—3(1.02—1)—%(1.98—2)

Con lo cual resulta: ’f(1.02,1.98) = 1.95‘.
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Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

3. Dado f :Dc R >R/ f(x,y) =(In(y—x?),9—y—x?), donde D es el dominio natural

de f,determine y grafique el mencionado dominio D y el conjunto H en cuyos puntos alguna

de las componentes del campo resulte nula.
Los puntos (x,y) del dominio natural son aque-
llos que cumplen con:
n(y—x)eR = y>x’
{\/9—y—x2 ER=9-y-x*20
de donde resulta:
D={(x,y)eR*/ y>x* A y<9—x?}
que se representa sombreado en la figura de la
derecha.

Xx

Por su parte, alguna de las componentes del campo resulta nula en todos los puntos de D donde

n(y-x)=0 = y—x*=1

o bien . Entonces

\/9—y—x2 =0= 9—y—x2=0

H={(x,y)eD/y=x*+1vy=9-x%}

que son los dos arcos de curva (incluidos en D) que se representan en el grafico en color rojo.

4. Analice extremos locales de f(x,y) = (x> + x y)e” para (x,y) € R?, indicando punto(s) donde

se producen, tipo(s) de extremo(s) y su(s) correspondiente(s) valor(es).
La funciéon f es continua pues su expresion es el producto de un polinomio y una exponencial,

también sus derivadas sucesivas son continuas por ser suma de expresiones del tipo mencionado.

Siendo entonces f € C*(R?*) comenzamos aplicando el procedimiento tipico de analisis de ex-

tremos.
fr(6,y)=Q2x+ Y)ey puntos estacionarios
fy(x,p) = xed +(x* +xy)e’

Q2x+y)e’ =0 Q)
x(x+y+De’ =0 (2)

Dado que ¢’ #0 Vy e R, en (1) debe resultar 2x+y=0 = y=-2x (3) , que reemplazada

en (2) impone x (—x+1)=0 < x=0 v x=1
tos estacionarios.

A3)

—=— B =(0,0) y P =(1,-2) son los pun-

Cdlculo de las derivadas en cada punto B =(0,0) P, =(1,-2)
7 (x,y) =2e" 2 2¢7

L5 (ey) =¢¥ +2x+y)e” 1 ¢

f)',g,(x,y)zxey+xey+(x2 +xy)e” 0 e 2
H(0,0) = H (1)‘ =-1<0 = £(0,0) no es extremo local.

2 2
H(1,-2)= 2672 672 —e* >0 = f(1,-2) es extremo local.
e’ e
Como [} (1,-2) = 2¢72>0 ,|f(1,=2) = —e"? es minimo local|.
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Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

5. Sea X la superficie de ecuaciéon z = f(g(x,y)) con f,ge€ C'(R?). Si g(x,y)=(x*y, xy),
£(0,0) =4 y para todo punto 4 y versor 7 =(u,v) la derivada direccional f'(4,7)=2u+4v,
halle los puntos de ¥ donde su plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy ).

Dado que f € C'(R*)= f diferenciable en 4 € R* = (A, 7)=2u+4v=Vf(A)-(u,v) ,de
donde Vf(A4) =(2,4) paratodo punto 4.
Como 1,8 eC'(R?) = su composicion es diferenciable, con lo cual, para que el plano tangente

a X sea horizontal debe cumplirse que las derivadas parciales de primer orden resulten nulas.
Es decir, aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que las componentes del Vf'(A4)

son los elementos de la matriz jacobiana Df'(A):

2 2
(=4.(a.b) Z),(a.b))=Df (4) Dg(a,b) =Df (4) (”;y x j( ., (2 4)(2“” @ j=(0 0)

X b a

4ab+4b=0 (*)
2a°> +4a =0 =2a(@+2)=0 < a=0v a=-2

a=0—354p=0=b=0 — (0,0, £(5(0,0))) = (0,0, £(0,0)) = (0,0,4)
a=-2—Y 5 4h=0=b=0 — (-2,0, £(3(~2,0))) = (2,0, £(0,0)) = (-2,0,4)

Conclusion: | tiene plano tangente horizontal en los puntos (0,0,4) y (-2,0,4) ‘
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Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

1.

TEMA 2

Sean C, y C, dos curvas incluidas en la superficie regular X . Sabiendo que ambas curvas con-
tienen al punto 4 = (4,3,4) y que sus correspondientes ecuaciones vectoriales son:

C:X=2t,2t-1,*)conteR y C: X=Qu-2,u>-6,u+1) con ucR,
analice si la rectanormala £ en A tiene algun punto en comun con el plano x+ y+z=-35.
Denotando: g(¢) = (21,2t —1,1%), wu) = (2u—2,u* —6,u+1), siendo 4= g(2) y A= w(3),
dos vectores tangentes a C; y C, son, respectivamente:

dl = g'(z) = (29 2a 21)1:2 = (292:4) y d2 = \7{/’(3) = (27 2“9 l)u:3 = (29651)

Entonces, dado que las rectas que pasan por A dirigidas por estos vectores (tangentes a las men-
cionadas curvas) estan incluidas en el plano tangente a £ en dicho punto, un vector normal a la

i Jk
superficieen 4 es n =d,xd, = % % 4|=(-22,6,8).
1

Con ello, una ecuacion para la recta normal , a £ en 4 es:

X =(4,3,4)+1(-22,6,8) con AeR, es decir, los puntos X = (x,y,z) er, son:
(x,7,2) = (4—222,3+61,4+82) con A eR.

Para que la recta tenga algun punto en comun con el plano dado debe existir A tal que:

4-221434+6A+4+81=-5 < A1=2,

con lo cual jexiste el punto comun, este es: (—40,15,20) ‘

. Verifique que la ecuacion xy?z+ yz+In(z+2y—3)—6=0 define implicitamente z = f(x,y)

en un entorno del punto (x,,»,) =(2,1) y calcule f(1.98,1.02) mediante una aproximacion li-

neal.

Denotando F(x,y,z)=xy*z+ yz+In(z+2y—-3)—6, vemos que se cumplen las siguientes tres

propiedades.
e F(2l,z))=3zy+In(z, —1) =6 =0, se cumple tnicamente para z, = 2.
o VF(x,,2)=0"z, 2xyz+z+ z+22y—3 , XV Y+ Z+21y_3) es continuo en un entorno del

punto 4=(2,1,2) , porque sus componentes lo son dado que son polindmicas o suma de po-
linomio con funcién continua (cociente de polinomio con denominador no nulo).
o FJ(A)=4#0,secumple.
Entonces se verifica que la ecuacion dada define z =f(x,y) en un entorno del punto
(x9,70) = (2,1), fesdiferenciableen (2,1) y z, = f(2,1) = 2. Con esto, una expresion para apro-
ximar linealmente los valores de f en un entorno de (2,1) es:

Sy = fRD+ 2D -2+ /2D (-1

' F (A
Siendo f{(2,1)=— ?’ng‘jg = —% = —% y [y@2h)=- FZEA; = —% = -3, entonces:

f(x,y) = 2—%(x—2)—3(y—1) = f(1.98,1.02) = 2—%(1.98—2)—3(1.02—1)
Con lo cual resulta: ’ 7(1.98,1.02) =1.95 ‘
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Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

3. Dado f DR >R/ f(x,y) = (In(x—y?),/9-x—»* ), donde D es el dominio natural

de f,determine y grafique el mencionado dominio D y el conjunto H en cuyos puntos alguna

de las componentes del campo resulte nula.
Los puntos (x,y) del dominio natural son
aquellos que cumplen con:
n(x-y?)eR = x—y* >0
{meﬁ% = 9-x-y»">0
de donde resulta:
D={(x,y)eR*/ x> y* Ax>29-)%}
que se representa sombreado en la figura de la
derecha.

Por su parte, alguna de las componentes del campo resulta nula en todos los puntos de D donde

o In(x—»H)=0 = x—y* =1
o bien 5 5
9-x-y"=0=>9-x-y"=0

. Entonces

H={(x,y)eD/x=y*+1vx=9-y%}

que son los dos arcos de curva (incluidos en D) que se representan en el grafico en color rojo.

4. Analice extremos locales de f(x,y) = (y* + xy)e* para (x,y) € R*, indicando punto(s) donde

se producen, tipo(s) de extremo(s) y su(s) correspondiente(s) valor(es).
La funcién f es continua pues su expresion es el producto de un polinomio y una exponencial,

también sus derivadas sucesivas son continuas por ser suma de expresiones del tipo mencionado.
. 2 2 . . , . Sqe .
Siendo entonces f € C*(R”) comenzamos aplicando el procedimiento tipico de analisis de ex-

tremos.

2
fr(xy)=ye' +(y" +xy)e” puntos estacionarios {

[(6y)=Q2y+x)e’

y(x+y+Dhet =0 (1)
Q2y+x)e =0 (2)

Dado que ¢* #0 Vxe R, en (2) debe resultar 2y+x=0 = x=-2y (3) , que reemplazada

en (1) impone y (—y+1)=0 < y=0v y=1
tos estacionarios.

3

——— B =(0,0) y B, =(-2,1) son los pun-

Célculo de las derivadas en cada punto P, =(0,0) P =(-2,1)
e (x,) = ye' +ye’ (3 +xy)e’ 0 e

fo(uy)=e* +Q2y+x)e’ 1 e?

Siy(x,p) =2e" 2 2¢7?

H(0,0) = ‘(1) %‘ =-1<0 = £(0,0) no es extremo local.

-2 -2
e e

H(_zal) = e—z 26—2

=e* >0 = f(-2,1) es extremo local.

Como f1(-2,)=e2>0,|f(~2,1) = —e es minimo local.
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Una resolucion explicada del parcial del 11/12/18

5. Sea T la superficie de ecuacién z= f(g(x,y)) con f,geC' (R?).Si 8(x,y)=(xy*, xy),
£(0,0) =4 y para todo punto 4 y versor 7 =(u,v) la derivada direccional f'(4,7)=4u+2v,
halle los puntos de ¥ donde su plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy ).

Dado que f € C'(R*)= f diferenciable en 4 € R* = (A7) =4u+2v=Vf(A4A)-(u,v) ,de
donde Vf(A) =(4,2) paratodo punto 4= (a,b).
Como 1,8 eC'(R?) = su composicion es diferenciable, con lo cual, para que el plano tangente

a X sea horizontal debe cumplirse que las derivadas parciales de primer orden resulten nulas.
Es decir, aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que las componentes del Vf'(A)

son los elementos de la matriz jacobiana Df'(A):

(=%(a,b) =(a,b))=Dr (4) Dg(a,b) =Df (4) (yy 2”] — (4 2)(”2 2"”} =(00)
(a,b)

X b a

4p> +2b=0 =2b2b+1)=0 <= b=0v b=-1/2
8ab+2a =0 (%)

b=0—"32a=0=a=0 — (0,0, £(2(0,0))) = (0,0, £(0,0)) = (0,0,4)

b=-1-"05-2a=0=a=0 > (0.-4. f(800.-1)) = (0.-1.7(0.0))=0.-1.4)

Conclusion: |2 tiene plano tangente horizontal en los puntos (0,0,4) y (0,—1/ 2,4)‘.
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