Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

TEMA'1
1. Dada f(x,y)= In(x?y) definida en su dominio natural D, determine y grafique el mencionado do-
minio y el conjunto de puntos H para los cuales fyy (X, y)— fy (X, y) =0.

<

-

Los puntos (x,y) que pertenecena D son aquellos para los

cuales x?y > 0, por ello:
D={(x,y)eR?*/ x=0Ay>0}
que se representa sombreado en el grafico de la derecha.

! 2 " -
00y =gy = 2V y)eD = f5(6y) =-2x"% V(x,y)<D.
Por otra parte: , ,
' _ _ 1 " _ —
fy(x,y)_xé—y_VV(x,y)eD: foy (X y) ==y “V(xy)eD,

Con lo cual fg (x,y)— fyy(x,y) =0 impone que —2x+y™ =0 = x* =2y* V(x,y)eD. Entonces
el conjunto de puntos H para los cuales se cumple esta propiedad, son los puntos de las rectas de
ecuaciones X =2y y X= 2y que pertenecen al dominio D de f . Asi:

H={(x,y)eDcR2/x=+2y v x==2y} enel grafico se representa en color rojo.

2. Siendo C la curva de ecuacion X = (t* —2t%,t3—2t, t3—-3t) con teR, halle las ecuaciones de las
rectas tangentes a C en aquellos puntos donde dichas rectas son paralelas al ““ eje y ” y analice si existe
un plano que contenga a dichas rectas; en caso afirmativo halle una ecuacion para ese plano.

Denotando §(t) = (t* —2t2, t3 —2t, t* —3t), buscamos los puntos donde la recta tangente (dirigida por
§'(t)) es paralela al eje y, paraello: (4t*—4t,3t>—2,3t?-3) =k (0,1,0) con k = 0, es decir:

43 —4t=0 < 4t(t*°-1)=0 ot=0vt=-1vt=1

3tP-2=k

3t2-3=0 < 3(t°-1)=0 ot=-1vit=1

Los posibles valores de t son “—1"y “1”, entonces los puntos en los que la recta tangente es paralela
al eje y son:

A=G(-)=(-1,1,2)y |B=§Q) =(-1,-1,-2)|,
Las correspondientes ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos son:

ry: X =(-112)+1(0,1,0) con 1eR| y [ry : X =(-1,-1,-2)+x(0,1,0) con ueR

Como son dos rectas paralelas, queda definido un plano que las
contiene. La siguiente es una forma de obtener ese plano.

Observando el esquema de la derecha, donde C esun punto de
r, distinto del A , es claro que los vectores B—A y C-A
estan incluidos en el plano que contiene a ambas rectas.

Por ejemplo, con A =1, obtenemos C = (-1,2,2).
Un vector normal al plano es N =(B—A)x(C—A) = (0,—2,—-4)x(0,1,0) = (4,0,0), entonces una
ecuacion cartesiana para el plano buscado es: ((x,y,z)—A)-N =0, es decir 4(x+1) =0, o bien:

=1
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Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

sen(y—2) xcos(y—2)
3 2y
jacobiana de § . Sabiendo que §(1,2) =(3,1) y que h=f g, halle los versores seguin los cuales la

funcién h tiene derivadas direccionales méaxima, minimay nula en el punto (1,2) y calcule los valores
de dichas derivadas.

3. Sean f,§ definidosen %2 con f(u,v) =u?v+v® y DG(x,y) :( J la matriz

Dado que f e C'(%?%) por ser polinémica (gradiente continuo) y g  C*(%?) pues D§ tiene elementos
continuos, ambas son diferenciables en todo punto. Entonces h= f o g resulta diferenciable, en parti-
cular en el punto (1,2), con lo cual la maxima derivada direccional se produce en la direccién del
Vh(L,2), la minima en la direccién opuesta y la nula en las ortogonales.

Aplicando la regla de la cadena:

3 3 . 01 01
Dh(L2) = Df (§(1,2)) DG(L2) = (2uv u? +3v )](3,1) (3 4} =(6 12)(3 4J=(36 54)

Entonces Vh(L,2) = (36,54), siendo || Vh(L,2)|| =18+/13, con lo cual:

Direccion deriv. maxima: r, =% = (2/+/13, 3/+/13 ). Valor derivada maxima: 18413
Direccion deriv. minima: F; = —% = (-2/+/13,-3/413 ) . Valor derivada minima: —18+/13 .

Direcciones de derivada nula: r”“'ﬁ = (-3/4/13,2/\13) y Fnulaz = (3/~/13, —2/~/13 ) . En ambas direc-

ciones la derivada resulta igual a “0 .

4. Dada f:DcR?> >R/ f(x,y)=3xy—x>—y?+4 con D ={(x,y) e R?/ x* + y®> <1}, determine
y clasifique los extremos locales y absolutos de los valores de f en D indicando sus valores y en qué
puntos se producen (al menos un punto para cada extremo).

Anélisis en el interior de D (x* + y® <1). Siendo f polindmica, los puntos criticos los obtenemos
imponiendo que ambas derivadas parciales resulten nulas.

fr(xy) =3y-2x 3y-2x=0 - y=2x/3 — 55%x/3=0 - x=0

Sistema a resolver: {

fy(x,y) =3x-2y 3x-2y =0 (%)

Con x =0 —Y=2Y3 5 y—0. Luego, tinico punto critico: (0,0).
f)&(x, y) =-2 92 3
f)&(x, y)=3 = H(0,0) :‘ 3 2‘ =-5<0= ] f (0,0) no es extremo local |
fy (X, y) =-2

Analisis en la frontera de D (x? + y? =1). Parametrizando la circunferencia resulta, por ejemplo:
X = (cos(t),sen(t)) con 0<t<2rx
g
Entonces f(g(t)) = h(t) = 3cos(t)sen(t) +3 = %(sen(Zt) +2) con 0<t< 27 conlocual, dado

que —1<sen(e) <1, los extremos son 9/2'y 3/2.

Para sen(2t) =1 —> t=2 v t="7 | {(2/2,42/2) = f(—/2/2,~212) = Iméx. absoluto,
Para sen(2t):—1—>t=37”vt:77”—> f(—\/§/2,\/§/2):f(\/§/2,—\/§/2):% min. absoluto,
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Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

5. Sea X la superficie de ecuacion z = x f(x,y) con (x,y) en un entorno de A=(2,1). Halle el punto

en el que la recta normal a £ en (2,1,z,) interseca al plano yz, sabiendo que la funcion f queda

definida implicitamente mediante la ecuacion ux+e*™2Y™~7 _7 - 0.

Una ecuacion vectorial de = es X = (x, y, x f(x,y)) con (x,y) € E(A), con lo cual suponiendo f

F(x.y)
diferenciable en E(A) también lo sera F y un vector normal a = en (2,1,z,) es:
o ij k ij k
N =[FxxFyley =11 0 f(xy)+xfi(xy) =11 0 f@2D+21021) &
01 x fy (%, y) . 01 21fy(21)
Para obtener el valor de f y de sus derivadas en (2,1), dado que la funcion esta definida implicita-
X+2 y+u—7

mente, denotamos G(x,y,u) =ux+e

e GLu)=2u e -7-0 <u, =3.

— 7 observando que:

X+2 y+u—7 2ex+2 y-+u—7 X+2 y+u—7

e VG(Xy,u)=(u+e , X+¢e ) es continuo por tener componentes
continuas (del tipo composicién de polinomio con exponencial o idem anterior mas polinomio).

e G,(213)=2+1=3%0.

Por lo tanto la ecuacion G(x,y,u) = 0 define implicitamente u = f (x,y) enunentorno de (2,1), siendo

f diferenciable en dicho punto, resultando f(2,1) =u, =3 y las siguientes derivadas:

o G213 4 oqy L Oy(@13) o
K2h=-Geiy=-"3 ¥ WeD=-G a3
ij ok
Con esto, reemplazando en (*), resulta fi, = (1) (lJ 14?3 =(-1/3,4/3,1) que dirige la recta nor-

mal a £ en el punto (2,1,6), yaque z, =2 f(2,1). Entonces la ecuacion de dicha recta es:
X =(216)+A(-1/3,4/3,1)
X =(2-4/3,1+4113,6+1) con 1eNR.
Dado que la ecuacion del plano yz es x =0, la recta interseca a dicho plano en el punto para el cual
resulta 2—1/3=0 = A =6, resultando el punto (0,9,12).
Respuesta: | La recta normal a £ en (2,1,6) interseca al plano yz en el punto (0,9,12)‘.
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Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

TEMA 2
1. Dada f(x,y)= In(xy?) definida en su dominio natural D, determine y grafique el mencionado do-
minio y el conjunto de puntos H para los cuales fy, (x,y)— fyy (x,y) =0.

Los puntos (x,y) que pertenecen a D son aquellos para los cuales xy? >0, Yy
por ello:

D={(x,y)eR?/ y=0 x>0}
que se representa sombreado en el gréfico de la derecha. Por otra parte:

2
fx(x,y) = xy_yz =L v(xy)eD= fg(xy)=-x7V(xy)eD.

' _ny_z " _ -2
fy(x,y) “Xy2 Ty V(X y)eD = fiy(xy)=—-2y~ V(x,y)eD.

Con lo cual fy(x,y)— fy (x,y) =0 impone que —x* +2y™ =0 = y* = 2x* ¥(x,y)eD. Entonces
el conjunto de puntos H para los cuales se cumple esta propiedad, son los puntos de las rectas de
ecuaciones y =+/2x y y=—+/2x que pertenecen al dominio D de f . Asi:

H={(x,y)eDcR?/y=~2x v y=—+/2x}, enel grafico se representa en color rojo|.

2. Siendo C la curva de ecuacion X = (t°+t, t* —2t?,t3—3t) con t eR, halle las ecuaciones de las
rectas tangentes a C en aquellos puntos donde dichas rectas son paralelas al “ eje X y analice si existe

un plano que contenga a dichas rectas; en caso afirmativo halle una ecuacion para ese plano.
Denotando §(t) = (t* +t, t* —2t?, t* — 3t) buscamos los puntos donde la recta tangente, dirigida por
§'(t), es paralela al eje y . Paraello: (3t? +1, 4t> —4t, 3t> —3) =k (1,0,0) con k = 0, es decir:

2t2+1 =k

43 -4t=0 < 4t (t°-1)=0 <t=0vt=—1vt=1

3t2-3=0 < 3(t*-)=0t=-1vt=1

Los posibles valores de t son “—1”y “1”, entonces los puntos en los que la recta tangente es paralela
al eje x son:

A=g(D)=(-2,-1,2)|y [B=g®) =(2,-1,-2)|
Las correspondientes ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos son:

ry: X =(-2-12)+4(1,0,0) con AeR| y |rg : X =(2,-1,-2)+1(1,0,0) con xR

Como son dos rectas paralelas, queda definido un plano que las
contiene. La siguiente es una forma de obtener ese plano.

Observando el esquema de la derecha, donde C esun punto de
r, distinto del A , es claro que los vectores B—A y C-A
estan incluidos en el plano que contiene a ambas rectas.
Por ejemplo, con A =1, obtenemos C = (-1,-1,2).
Un vector normal al plano es N =(B—A)x(C — A) = (4,0,—4)x(1,0,0) = (0,—4,0), entonces una
ecuacion cartesiana para el plano buscado es: ((x,y,z)—A)-N =0, es decir —4(y+1) =0, o bien:
y =-1|
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Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

ycos(x—2) sen(x—2)

2X 3
jacobiana de §. Sabiendo que §(2,1) =(1,3) y que h=1f g, halle los versores segun los cuales la
funcién h tiene derivadas direccionales méaxima, minimay nula en el punto (2,1) y calcule los valores
de dichas derivadas.

3. Sean f,§ definidosen R? con f(u,v) =uv? +u® y Dg(x,Y) :( j la matriz

Dado que f e C*(%?) por ser polinémica (gradiente continuo) y § € C*(%R?) pues D tiene elementos
continuos, ambas son diferenciables en todo punto. Entonces h= f o g resulta diferenciable, en parti-
cular en el punto (2,1), con lo cual la maxima derivada direccional se produce en la direccion del
Vh(2,1), la minima en la direccién opuesta y la nula en las ortogonales.

Aplicando la regla de la cadena:

Dh(2:) = Df (§(21)) DG(21) = (v’ +3u” 2uv)}y 5 (}1 g) ~(12 6) (}1 gj — (36 18)

Entonces Vh(2,1) = (36,18), siendo || Vh(1,2)|| =18+/5, con lo cual:

Direccion deriv. maxima: f 4, :% = (2/~/5,1/+/5 ) . Valor derivada maxima: 18+/5 .
Direccion deriv. minima: f;, = —% = (=2/+/5,-1/+/5 ). Valor derivada minima: —18+/5 .
Direcciones de derivada nula: Fy, = (-1/+/5,2/\5) y Fute, = (1//5, —2/+/5 ). En ambas direccio-

nes la derivada resulta igual a “0”.

4. Dada f :DcR?2 >R/ f(x,y)=4xy—x2—y?>+7 con D ={(x,y) e R?/ x* + y? < 2}, determine
y clasifique los extremos locales y absolutos de los valores de f en D indicando sus valores y en qué
puntos se producen (al menos un punto para cada extremo).

Analisis en el interior de D (x*+y®<2). Siendo f polinémica, los puntos criticos los obtenemos
imponiendo que ambas derivadas parciales resulten nulas.
fy(x,y) =4y-2x 4y-2x=0 5 y=x/2 —53x=0 > x=0

Sistema a resolver: {

fy(x,y) =4x-2y 4x—-2y=0 (¥

Con x=0—Y=*2 5 y—0. Luego, Unico punto critico: (0,0).
fx (X, y) =-2 9
fuy(X,y)=4 = H(0,0) =‘ 4 _2‘=—12 <0= | (0,0) noesextremo local |
fy (X, y) =-2

Anélisis en la frontera de D (x? + y? = 2 ). Parametrizando la circunferencia resulta, por ejemplo:
X = (/2cos(t),/2sen(t)) con 0<t<2x
a(t)
Entonces f(g(t)) = h(t) =8cos(t)sen(t)+5=4sen(2t)+5 con 0 <t < 27 con lo cual, dado que
—1<sen(e) <1, los extremosson9y 1.

Para sen(2t)=1—>t=% v t=ST”—>\ f(@,1) = f(-1,-1) =9 max. absoluto, Corregido

Para sen(2t) =—1 — t =27 v t="7 [ f(-1,1) = f (1,~1) =1 min. absoluto, Corregido
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Una resolucion explicada del parcial del 11/05/19

5. Sea X lasuperficie de ecuacion z =y f(x,y) con (x,y) enunentorno de A=(L,2). Halle el punto
en el que la recta normal a £ en (1,2,z,) interseca al plano xz, sabiendo que la funcion f queda

definida implicitamente mediante la ecuacién uy +eY"2*~" _7 0.

Una ecuacion vectorial de = es X = (x,y, y f(x,y)) con (x y) e E(A), con lo cual suponiendo f

F(xy)
diferenciable en E(A) también lo serd F y un vector normal a X en (1,2,z,) es:
o ij k i j k
R, =[FxxFyluy =1 0 y fx(x.y) =10 2 1(1,2) (*)
01 f(xy)+yfy(xy) 01 f(L2)+2fy(12)

12)
Para obtener el valor de f y de sus derivadas en (1,2), dado que la funcion esté definida implicita-

mente, denotamos G(x,y,u) =uy + QY +2x+u=T

. GUL2,u)=2u,+e" -7-0 < u,=3.

—7 observando que:

. VG(x y,u) = (28YT2XTUTT e 2XHUTT 1y | oYF2XHUSTY o continuo por tener componentes
continuas (del tipo composicion de polinomio con exponencial o idem anterior mas polinomio).

e G((1,23)=2+1=3=%0.

Por lo tanto la ecuacion G(x, y,u) = 0 define implicitamente u = f (x,y) enun entorno de (1,2), siendo

f diferenciable en dicho punto, resultando f(1,2) =u, =3 y las siguientes derivadas:

oy Gk@23) 2 1oy 8v(129) 4
kW2 =-Ga23="35 ¥ HEA=-Gaz3="3
i j k
Con esto, reemplazando en (x), resulta i, = (1) (1) _1%3 =(4/3,-1/3,1) que dirige la recta nor-

mal a £ en el punto (1,2,6), yaque z, =2 f(1,2). Entonces la ecuacion de dicha recta es:
X =(1,2,6)+4(4/3,-1/3,1)
X =@1+4413,2-213,6+1) con LeR.
Dado que la ecuacion del plano xz es y =0, la recta interseca a dicho plano en el punto para el cual
resulta 2—1/3=0 = A =6, resultando el punto (9,0,12).
Respuesta: | La recta normal a X en (1,2,6) interseca al plano xz en el punto (9,0,12)‘.
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