Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

TEMA1

1. Analice extremos locales (o relativos) de f(x,y,z) = xy+%z2 +2yz+5 evaluada en puntos de la

superficie de ecuacion X = (uv, u, v) con (u,v)eR?, indicando el/los punto(s) donde se produ-
ce(n) extremo(s), el tipo de extremo y el valor del mismo.
Denotando G(u,v) = (uv, u, v), se pide analizar extremos locales de:
h(u,v) = f(G(u,v)) =u?v+1v?+2uv+5 con (u,v) e R?
Dado que h e C?(%R?) por ser del tipo polinémica, comenzamos determinando los puntos criticos:
h;(u,v) = 2uv+2v 2uv+2v=0 —5>2v(@u+)=0—->u=-1vv=0
{h\’,(u,v) =u?+v+2u {uz +v+2u=0 (¥

u=-1—9 sy 1-0=>v=1—> A=

v=0—Y5u24+2u=0 - u(U+2)

(_111)

A=(-11 B=(0,0) | C=(-2,0)
hiy(u,v) = 2v 2 0 0
hiy (u,v) =2u+2 0 2 -2
hiv(u,v) =1 1 1 1

—0=u=0vu=-2 —B=(0,0), C=(-2,0)

2 0

H(-11 = ‘0 1‘ 2 >0 = h(-11) =9/2 es extremo local, como h/{,(-11) =2 > 0 es minimo.
0 2

H(0,0) = ‘2 1‘ =—4 <0 = h(0,0) no es extremo local.

0 -2
H(-2,0) = =—-4 <0 = h(-2,0) no es extremo local.
-2 1

Dado que h(-11) = f(-1-11) = El Gnico extremo es‘ f (-1,-11) = 9/2, que es minimo Iocal‘.

. Sea f:DceRZ2 5> R2 1 f(xy)=(In(y=x), In(x>=xy)) donde D es su dominio natural. Deter-
mine y grafique D y el conjunto de puntos H para los cuales f;(x, y)+ f)’,(x, y) =(0,-1).

¥ #
Los puntos de D son aquellos para los cuales: . T e
~
K<y AN
X2 =xy>0 > X (x—y)>0 > (x>0AX>Yy) v(X<0AX<Y) = //: *
-
Entonces [D ={(x,y) e R* / y > x A x < 0}|, que Se representa som- g :
breado en el grafico de la derecha. y |
v |
7 -1 2x-y
Por otra parte fy(X,y) :(y_x,x2 Xy) y f! (x y)—(y X' 32 ) definidasen D.
De donde ﬂ;(x, y)+ ﬂ',(x, y) = (0, x(x y)) =(0,x") en D, luego debe ser x ' =-1=x=-1en D.

Entonces el conjunto ‘ H={(x,y)eD/x= —1}\, que se representa en color rojo en el grafico.
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Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

3. Sea r, la recta normal a la superficie de ecuacion x =yz?+z en el punto (2,1,1). Determine los
puntos en los que r, interseca a los planos coordenados y halle la ecuacion de un plano que contenga
a dichos puntos y al origen de coordenadas.

Denotando F(x,y,z) = yz?+z—x la ecuacion de la superficie es F(x,y,z) =0, donde F e C}(%®?)
pues es polinémica, F(211) =0 y VF(211) = (-1, z?, 2yz+D]o1p =(-1,1,3) #0. Entonces di-
cho vector gradiente es perpendicular a la superficie, de donde, una ecuacion para r, es:
X =(211)+A(-113) con 1R, obien, X =(2-4,1+1,1+31) con L eNR.
Los puntos en que r, interseca a los planos coordenados son:
Enel plano xy, con 1=-1/3,|A=(7/3,2/3, 0)

Enel plano xz,con 1=-1,|B = (3, 0, -2)

Enel plano yz,con A=2,|C =(0,3,7)

Dado que B,C y 0=(0,0,0) deben pertenecer al plano que
los contiene, los vectores

BE-0=By C-0=C
también pertenecen al plano, con lo cual un vector normal al
mismo es:

representacion esquematica

i j k
A=BxC=[3 0 —-2/=(6,-21,9)
0 3 7

Entonces una ecuacion para el plano buscado es ((x,Y,z)-(0,0,0))-(6,-219) =0, es decir, el plano
que contiene a los cuatro puntos tiene ecuacién cartesiana ‘GX -21y+9z = O‘ .

Nota: Es claro que el punto A, que no fue utilizado, esta contenido en el plano
(verifiquelo) pues pertenece a la recta r, que pasa por B y C.

4. Siendo f(x,y)=x+sen(xy), halle los versores r tales que la derivada direccional de f en
A= (\/5,0) segun r resulte igual al 50% de la maxima derivada direccional en dicho punto.

Siendo Vf (x,y) = (1+ycos(xy), xcos(xy)) continuo por tener componentes continuas (composicion
de polinomio con coseno multiplicada por polinomio + constante), resulta f eC* = f diferenciable
en todo punto. Siendo VT (A) = (1, V3).

La maxima derivada direccional s f'(A Frg.) = || VF (A)[|= 2 con Fry, = oA

Ahora buscamos I =(a,b) tales que f'(A,F)=Vf(A)-F = w =1, es decir:

f'(AF)=Vf(A)-F=(13) (a,b)=a+b+/3 =1, donde a®>+b? =1 por ser F un versor

Entonces a® +[(1-a)/+/3? =1—>4a>-2a-2=0 > a,, = Zi“g+32 = 2§6 —a=12a-=-3%

Conlocual b, =0y b, :(1+1/2)/\/§=\/§/2.
Los versores pedidos son: |, = (1,0) y F, = (=1/2,+/3/2)|.
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Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

5. Calcule una aproximacion lineal de f(1.98,0.99), verificando previamente que la ecuacién
3xyv+In(l+2v—-xy)—-6=0 define implicitamente a v=1f(x,y) en un entorno de un punto

(X5, Y,) apropiado.

Siendo (x,,Y,) =(21) y A=(21v,), comenzamos viendo si se cumplen las condiciones para que la
ecuacion dada defina implicitamente a v = f (X, y) en un entorno de (X,,Y,) -
Denotando F(X,y,v) =3xyv+In(1+2v—-xy) —6, tenemos que:

F(A) =6v,+In(2v,-1)-6=0 < v, = f(21) =1.

— _ y _ X 2 i -
VFE(x,y,v) = (3yv 1+2V_Xy,3xv 1+2V_Xy,3xy+1+2\l_xy) es continuo en un en

torno de A pues sus componentes son continuas (suma de polinomio mas cociente de poli-
nomios con denominador no nulo).
F/(A)=6+2=8=%0.
Como se cumplen las mencionadas condiciones f queda definida, resultando diferenciable en
(X5, Yo) - Entonces la expresion para realizar la aproximacion lineal solicitada es:

fix,y)= £(21)+ £ (2D (x-2) + fy(21)(y-1) para (X,y) € E((X;.Y,)) (N
vx(21) vy, (22)

Como se cumplen las hipo6tesis del teorema podemos aplicar las formulas de derivacion, es decir:

Fy(A) -2
F(A) 8

__1
2

, Fi(A) _ 3o ,
V(20 = - FLSEA; =311 yen=-

Con lo cual, reemplazando en (I):

f(xy) =1-7(x=2)~5(y-1) para (x,y) < E(@2D)

Resultando que | f (1.98,0.99) = 1—%(1.98 -2)- % (0.99-1) =1.01]
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Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

TEMA 2
1. Analice extremos locales (o relativos) de f(x,y,z) = xy+%z2 +2xz+5 evaluada en puntos de la

superficie de ecuacién X = (v, uv, u) con (u,v) € R?indicando el/los punto(s) donde se produce(n)
extremo(s), el tipo de extremo y el valor del mismo.
Denotando g(u,v) = (v, uv, u), se pide analizar extremos locales de:
— o _qnvy2 1,2 2
h(u,v) = f(G(u,v)) =uv® +5u”+2uv+5 con (u,v) e R
Dado que h e C%(%R?) por ser del tipo polinémica, comenzamos determinando los puntos criticos:

hy (U,v) =v2 +u+2v vZ+u+2v=0 (¥
hy (u,v) = 2uv+2u 2uv+2u=0 —>2u(v+)=0->u=0vyv=-1

u=0—5v242v=0 5>v(V+2)=0 =>v=0vv=-2 > A=(0,0), B=(0,-2)
=-1-Y5y-1=0 =u=1->C=(1,-1)

A=(0,0) | B=(0,-2) | C=(@1,-)
hiju (u,v) =1 1 1 1
h{y(U,v) =2v+2 2 -2 0
hy(U,v) = 2u 0 0 2

H(0,0) = ‘% g =—-4 <0 = h(0,0) no es extremo local.

H(0,-2) = 2 _02‘ =—-4 <0 = h(0,-2) no es extremo local.

H(@-1) = ‘(1) 2‘ =2>0 = h(,-1) = 9/2es extremo local, como h/;, (1,-1) =1 > 0 es minimo.

Dado que h(1,-1) = f(-1,-11) = El Gnico extremo es\ f (-1,-11) = 9/2, que es minimo Iocal\.

2. Sea f:DcR2>R2 /1 f(x,y)=(In(y—x), In(y2=xy)) donde D es su dominio natural. Deter-
mine y grafique D y el conjunto de puntos H para los cuales ﬂQ(x, y)+ ﬂ',(x, y) =(0,2).

v 7
Los puntos de D son aquellos para los cuales: s g
7
y>X 1 H s
y2—-xy>0 > y(y-x)>0 > (y>0Ay>x) v(y<OAy<X) y
-
Entonces [D ={(x,y) e R* | y>x A y >0}, que se representa som- 4
T AN -
breado en el grafico de la derecha. x

|
Por otra parte ﬂ;(x, y) = (y__lx, 72 Xy) y f! y(Xy) = (y e 52 ) definidasen D.

De donde f, x (X, y)+f (x,y)=(0, )=(0,y™) en D, luego debe ser 1/y=1=y=1en D.

y(y X)
Entonces el conjunto \ H={(x,y)eD/y= 1}\, que se representa en color rojo en el grafico.
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Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

3. Sea r, la recta normal a la superficie de ecuacion y =xz?+z en el punto (1,2,1). Determine los
puntos en los que r, interseca a los planos coordenados y halle la ecuacion de un plano que contenga
a dichos puntos y al origen de coordenadas.

Denotando F(x,y,z) = xz?+z—y la ecuacion de la superficie es F(x,y,z) =0, donde F e C!(%®?)
pues es polindmica, F(1,21) =0 y VF(1,21) = (z?, -1, 2x2+1)]q01) =@, -1,3) 0. Entonces di-
cho vector gradiente es perpendicular a la superficie, de donde, una ecuacion para r, es:
X =(@1,21)+4(L-13) con LR, obien, X = (1+A1,2-1,1+31) con 1eR
Los puntos en que r, interseca a los planos coordenados son:
Enel plano xy, con 1=-1/3,|A=(2/3,7/3,0)

Enel plano xz,con 1=2,|B =(3,0,7)

Enel plano yz,con A=-1,|C = (0, 3, —2)

Dado que B,C y 0=(0,0,0) deben pertenecer al plano que
los contiene, los vectores

BE-0=By C-0=C
también pertenecen al plano, con lo cual un vector normal al
mismo es:

represent%ic’)n esquematica

i j kK
=BxC=[3 0 7|=(-21,6,9)
0 3 -2
Entonces una ecuacion para el plano buscado es ((x,Y,z)-(0,0,0))-(-21,6,9) =0, es decir, el plano
que contiene a los cuatro puntos tiene ecuacién cartesiana ‘— 21x+6y+9z = 0‘ .

Nota: Es claro que el punto A, que no fue utilizado, esta contenido en el plano
(verifiquelo) pues pertenece a la recta r, que pasa por B y C.

4. Siendo f(x,y)=y+sen(xy), halle los versores r tales que la derivada direccional de f en

A=(0,/3) segun r resulte igual al 50% de la maxima derivada direccional en dicho punto.
Siendo VT (x,y) =(ycos(xy), 1+ xcos(xy)) continuo por tener componentes continuas (composicion

de polinomio con coseno multiplicada por polinomio + constante), resulta f eC* = f diferenciable
en todo punto. Siendo VT (A) = (\/§,1).

La maxima derivada direccional es f'(A Frg ) =||VF (A)[|= 2 con Fry = ||g;5ﬁ§|| ~ (J3/2,1/2).
Ahora buscamos 1 =(a,b) tales que f'(A,F)=Vf(A)-F = w =1, es decir:

f'(AF)=Vi(A) - =(/31)-(ab)=a+3+b =1, donde a?+b? =1 por ser I un versor

Entonces [(L—b)/v3T? +b% =1 — 4b? ~2b-2=0 — by, = 22 20 g p, 1

Conlocual =0y a, =(1+1/2)/\/_=\/_/2.
Los versores pedidos son: |, =(0,1) y F, = (+/3/2,-1/2)|.

M. Sassano, E. Zitto, R.O. Sirne Pagina 5 de 6.-



Una resolucién explicada del parcial de 19/10/19

5. Calcule una aproximacion lineal de f(0.99,1.98), verificando previamente que la ecuacién
3xyv+In(l+2v—-xy)—-6=0 define implicitamente a v=1f(x,y) en un entorno de un punto

(X5, Y,) apropiado

Siendo (x,,Y,)=(@2) y A=(2,v,), comenzamos viendo si se cumplen las condiciones para que la
ecuacion dada defina implicitamente a v = f (X, y) en un entorno de (X,,Y,) -
Denotando F(X,y,v) =3xyv+In(1+2v—-xy) —6, tenemos que:

F(A) =6v,+In(2v,-1)-6=0 < v, = f(1,2) =1.

— _ y _ X 2 i -
VFE(x,y,v) = (3yv 1+2V_Xy,3xv 1+2V_Xy,3xy+1+2\l_xy) es continuo en un en

torno de A pues sus componentes son continuas (suma de polinomio mas cociente de poli-
nomios con denominador no nulo).
F/(A)=6+2=8=%0.
Como se cumplen las mencionadas condiciones f queda definida, resultando diferenciable en
(X5, Yo) - Entonces la expresion para realizar la aproximacion lineal solicitada es:

fx,y) = f(L2)+ fyL2) (x-1) + fy(L2)(y—2) para (x,y) € E((X,,Y,)) (N
v, (1,2) v, (12)

Como se cumplen las hipotesis del teorema podemos aplicar las formulas de derivacion, es decir:

HA 3
F(A 8

-1
4

Fy (A _ ,
v (1,2) = - F>V,<§A; --822. 1 wa2)-

Con lo cual, reemplazando en (1):

f(xy)=1-3(x-1)-1(y-2) para (x,y) € E((1.2)

Resultando que| f(0.99,1.98) =1-2(0.99-1) - 2(1.98-2) =1.01]
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