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TEMA 1 

1. Analice extremos locales (o relativos) de 52),,( 2

2
1 +++= zyzyxzyxf  evaluada en puntos de la 

superficie de ecuación ),,( vuvuX =


 con 
2),( vu , indicando el/los punto(s) donde se produ-

ce(n) extremo(s), el tipo de extremo y el valor del mismo. 
 

Denotando ),,(),( vuvuvug =


, se pide analizar extremos locales de: 

52)),((),( 2

2
12 +++== vuvvuvugfvuh


 con 2),( vu  

Dado que )( 22 Ch  por ser del tipo polinómica, comenzamos determinando los puntos críticos: 





++=

+=

uvuvuh

vvuvuh

v

u

2),(

22),(
2

→


 =−=→=+→

=++

=+

(*)

010)1(2

02

022
2

vuuv

uvu

vvu
 

)1,1(1011
(*)

−=→==−⎯→⎯−= Avvu  

)0,2(,)0,0(200)2(020 2(*)
−==→−===+→=+⎯→⎯= CBuuuuuuv  

 )1,1(−=A  )0,0(=B  )0,2(−=C  

vvuhuu 2),( =  2 0 0 

22),( += uvuhuv  0 2 2−  

1),( = vuhvv  1 1 1 
 

2/9)1,1(02
10

02
)1,1( =−==− hH es extremo local, como 02)1,1( =−uuh  es mínimo. 

)0,0(04
12

20
)0,0( hH −==  no es extremo local. 

)0,2(04
12

20
)0,2( −−=

−

−
=− hH no es extremo local. 

Dado que −−=− )1,1,1()1,1( fh El único extremo es 2/9)1,1,1( =−−f , que es mínimo local.  
 

2. Sea ))ln(,)ln((),(/: 222 yxxxyyxfDf −−=→


 donde D  es su dominio natural. Deter-

mine y grafique D  y el conjunto de puntos H  para los cuales )1,0(),(),( −=+ yxfyxf yx


. 

Los puntos de D  son aquellos para los cuales: 





→−→−



)0()0(0)(02 yxxyxxyxxyxx

yx
 

Entonces }0/),{( 2 = xxyyxD , que se representa som-

breado en el gráfico de la derecha. 
 

Por otra parte )
21
2

,(),(
yxx

yx
xyyxfx

−

−
−
−

=


 y )
1

2
,(),(

yxx

x
xyyxf y −

−
−=


 definidas en D . 

De donde ),0()
)(

1,0(),(),( −
=

−

−
=+ x

yxx

yx
yxfyxf yx


 en D , luego debe ser 111 −=−=− xx  en D . 

Entonces el conjunto }1/),({ −== xDyxH , que se representa en color rojo en el gráfico. 
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3. Sea or  la recta normal a la superficie de ecuación zzyx += 2  en el punto )1,1,2( . Determine los 

puntos en los que or  interseca a los planos coordenados y halle la ecuación de un plano que contenga 

a dichos puntos y al origen de coordenadas. 
 

Denotando xzzyzyxF −+= 2),,(  la ecuación de la superficie es 0),,( =zyxF , donde )( 31 CF  

pues es polinómica, 0)1,1,2( =F  y 0)3,1,1()]12,,1()1,1,2( )1,1,2(
2


−=+−= zyzF . Entonces di-

cho vector gradiente es perpendicular a la superficie, de donde, una ecuación para or  es: 

)3,1,1()1,1,2( −+= X


 con  , o bien, )31,1,2(  ++−=X


 con  . 

Los puntos en que or  interseca a los planos coordenados son: 

En el plano xy , con 3/1−= , )0,3/2,3/7(=A


 
 

En el plano xz , con 1−= , )2,0,3( −=B


 
 

En el plano yz , con 2= , )7,3,0(=C


 
 

Dado que )0,0,0(0y, =


CB  deben pertenecer al plano que 

los contiene, los vectores 

BB


=− 0   y  CC


=− 0  

también pertenecen al plano, con lo cual un vector normal al 

mismo es: 

)9,21,6(

730

203 −=−==

kji

CBn




 

 

representación esquemática 

Entonces una ecuación para el plano buscado es 0)9,21,6())0,0,0(),,(( =−−zyx , es decir, el plano 

que contiene a los cuatro puntos tiene ecuación cartesiana 09216 =+− zyx  . 

Nota: Es claro que el punto A


, que no fue utilizado, está contenido en el plano 

(verifíquelo) pues pertenece a la recta or  
que pasa por CB


y .  

 

4. Siendo )(sen),( yxxyxf += , halle los versores r


 tales que la derivada direccional de f  en 

)0,3(=A  según r


 resulte igual al 50% de la máxima derivada direccional en dicho punto. 
 

Siendo ))cos(,)cos(1(),( yxxyxyyxf +=   continuo por tener componentes continuas (composición 

de polinomio con coseno multiplicada por polinomio + constante), resulta fCf  1
 diferenciable 

en todo punto. Siendo  )3,1()( = Af . 

La máxima derivada direccional es 2||)(||),( máx == AfrAf


 con )2/3,2/1(
||)(||

)(
máx =




=
Af
Af

r


. 

Ahora buscamos ),( bar =


 tales que 1
2

||)(||
)(),( =


==

Af
rAfrAf


, es decir:  

13),()3,1()(),( =+=== babarAfrAf


, donde 122 =+ba  por ser r


 un versor 

Entonces 
2
1

8
62

8
3242

212,1
222 ,102241]3/)1[( −====→=−−→=−+

+
aaaaaaa  

Con lo cual 01 =b  y 2/33/)2/11(2 =+=b . 

Los versores pedidos son:  )0,1(1 =r


 y )2/3,2/1(2 −=r


. 
 

 B


 

 C


 

 0


 

 n

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5. Calcule una aproximación lineal de )99.0,98.1(f , verificando previamente que la ecuación 

06)21ln(3 =−−++ yxvvyx  define implícitamente a ),( yxfv =  en un entorno de un punto 

),( oo yx  apropiado. 
 

Siendo )1,2(),( oo =yx  y ),1,2( ovA = , comenzamos viendo si se cumplen las condiciones para que la 

ecuación dada defina implícitamente a ),( yxfv =  en un entorno de ),( oo yx . 

Denotando 6)21ln(3),,( −−++= yxvvyxvyxF , tenemos que: 

▪ 1)1,2(06)12ln(6)( ooo ===−−+= fvvvAF . 

▪ )3(),,(
21

23,
21

3,
21 yxv

x
yxv

x
yxv

y
yvxvyvyxF

−+−+−+
+−−=  es continuo en un en-

torno de A  pues sus componentes son continuas (suma de polinomio más cociente de poli-

nomios con denominador no nulo). 

▪ 0826)( =+= AFv . 

Como se cumplen las mencionadas condiciones f  queda definida, resultando diferenciable en 

),( oo yx . Entonces la expresión para realizar la aproximación lineal solicitada es: 
 

                        )1()1,2()2()1,2()1,2(),(

)1,2()1,2(

−+−+



yfxffyxf

y

y

x

x

vv


 para )),((),( oo yxEyx                 (I) 

Como se cumplen las hipótesis del teorema podemos aplicar las fórmulas de derivación, es decir: 

4
1

8
13

)(

)(
)1,2( −=−−=




−=

AvF

AxF
xv  ,  

2
1

8
26

)(

)(
)1,2( −=−−=




−=

AvF

AyF

yv  

Con lo cual, reemplazando en (I): 

)1()2(1),(
2
1

4
1 −−−− yxyxf  para ))1,2((),( Eyx   

Resultando que 01.1)199.0()298.1(1)99.0,98.1(
2
1

4
1 =−−−−f . 
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TEMA 2 

1. Analice extremos locales (o relativos) de 52),,( 2

2
1 +++= zxzyxzyxf  evaluada en puntos de la 

superficie de ecuación ),,( uvuvX =


 con 
2),( vu indicando el/los punto(s) donde se produce(n) 

extremo(s), el tipo de extremo y el valor del mismo. 
 

Denotando ),,(),( uvuvvug =


, se pide analizar extremos locales de: 

52)),((),( 2

2

12 +++== vuuvuvugfvuh


 con 2),( vu  

Dado que )( 22 Ch  por ser del tipo polinómica, comenzamos determinando los puntos críticos: 





+=
++=

uvuvuh

vuvvuh

v

u
22),(

2),( 2

→




−==→=+→=+

=++
100)1(2

(*)

022

022

vuvuuvu

vuv
 

)2,0(,)0,0(200)2(020 2(*)
−==→−===+→=+⎯→⎯= BAvvvvvvu  

)1,1(1011
(*)

−=→==−⎯→⎯−= Cuuv  

 )0,0(=A  )2,0( −=B  )1,1( −=C  

1),( = vuhuu  1 1 1 

22),( += vvuhuv  2 2−  0 

uvuhvv 2),( =  0 0 2 

 

)0,0(04
02
21)0,0( hH −== no es extremo local. 

)2,0(04
02
21)2,0( −−=

−
−=− hH  no es extremo local. 

2/9)1,1(02
20
01)1,1( =−==− hH es extremo local, como 01)1,1( =−uuh  es mínimo. 

 

Dado que −−=− )1,1,1()1,1( fh El único extremo es 2/9)1,1,1( =−−f , que es mínimo local. 
 

2. Sea ))ln(,)ln((),(/: 222 yxyxyyxfDf −−=→


 donde D  es su dominio natural. Deter-

mine y grafique D  y el conjunto de puntos H  para los cuales )1,0(),(),( =+ yxfyxf yx


. 

Los puntos de D  son aquellos para los cuales: 





→−→−



)0()0(0)(02 xyyxyyxyyyxy

xy
 

Entonces }0/),{( 2 = yxyyxD , que se representa som-

breado en el gráfico de la derecha. 

 

Por otra parte )
1

2
,(),(

yxy

y
xyyxfx −

−
−
−

=


 y )
21

2
,(),(

yxy

xy
xyyxf y −

−
−=


 definidas en D . 

De donde ),0()
)(

1,0(),(),( −
=

−

−
=+ y

xyy

xy
yxfyxf yx


 en D , luego debe ser 11/1 == yy  en D . 

Entonces el conjunto }1/),({ == yDyxH , que se representa en color rojo en el gráfico. 
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3. Sea or  la recta normal a la superficie de ecuación zzxy += 2  en el punto )1,2,1( . Determine los 

puntos en los que or  interseca a los planos coordenados y halle la ecuación de un plano que contenga 

a dichos puntos y al origen de coordenadas. 
 

Denotando yzzxzyxF −+= 2),,(  la ecuación de la superficie es 0),,( =zyxF , donde )( 31 CF  

pues es polinómica, 0)1,2,1( =F  y 0)3,1,1()]12,1,()1,2,1( )1,2,1(
2


−=+−= zxzF . Entonces di-

cho vector gradiente es perpendicular a la superficie, de donde, una ecuación para or  es: 

)3,1,1()1,2,1( −+= X


 con  , o bien, )31,2,1(  +−+=X


 con   

Los puntos en que or  interseca a los planos coordenados son: 

En el plano xy , con 3/1−= , )0,3/7,3/2(=A


 
 

En el plano xz , con 2= , )7,0,3(=B


 
 

En el plano yz , con 1−= , )2,3,0( −=C


 
 

Dado que )0,0,0(0y, =


CB  deben pertenecer al plano que 

los contiene, los vectores 

BB


=− 0   y  CC


=− 0  

también pertenecen al plano, con lo cual un vector normal al 

mismo es: 

)9,6,21(

230

703 −=

−

==

kji

CBn




 

 

representación esquemática 

Entonces una ecuación para el plano buscado es 0)9,6,21())0,0,0(),,(( =−−zyx , es decir, el plano 

que contiene a los cuatro puntos tiene ecuación cartesiana 09621 =++− zyx  . 

Nota: Es claro que el punto A


, que no fue utilizado, está contenido en el plano 

(verifíquelo) pues pertenece a la recta or  
que pasa por CB


y .  

 

4. Siendo )(sen),( yxyyxf += , halle los versores r


 tales que la derivada direccional de f  en 

)3,0(=A  según r


 resulte igual al 50% de la máxima derivada direccional en dicho punto. 

Siendo ))cos(1,)cos((),( yxxyxyyxf +=  continuo por tener componentes continuas (composición 

de polinomio con coseno multiplicada por polinomio + constante), resulta fCf  1
 diferenciable 

en todo punto. Siendo  )1,3()( = Af . 

La máxima derivada direccional es 2||)(||),( máx == AfrAf


 con )2/1,2/3(
||)(||

)(
máx =




=
Af
Af

r


. 

Ahora buscamos ),( bar =


 tales que 1
2

||)(||
)(),( =


==

Af
rAfrAf


, es decir:  

13),()1,3()(),( =+=== babarAfrAf


, donde 122 =+ba  por ser r


 un versor 

Entonces 
2
1

8
62

8
3242

212,1
222 ,102241]3/)1[( −====→=−−→=+−

+
bbbbbbb  

Con lo cual 01 =a  y 2/33/)2/11(2 =+=a . 

Los versores pedidos son:  )1,0(1 =r


 y )2/1,2/3(2 −=r


. 
 

 B


 

 C


 

 0


 

 n


 



Una resolución explicada del parcial de 19/10/19 
 

M. Sassano, E. Zitto, R.O. Sirne                                                                                              Página 6 de 6.- 

5. Calcule una aproximación lineal de )98.1,99.0(f , verificando previamente que la ecuación 

06)21ln(3 =−−++ yxvvyx  define implícitamente a ),( yxfv =  en un entorno de un punto 

),( oo yx  apropiado 
 

Siendo )2,1(),( oo =yx  y ),2,1( ovA = , comenzamos viendo si se cumplen las condiciones para que la 

ecuación dada defina implícitamente a ),( yxfv =  en un entorno de ),( oo yx . 

Denotando 6)21ln(3),,( −−++= yxvvyxvyxF , tenemos que: 

▪ 1)2,1(06)12ln(6)( ooo ===−−+= fvvvAF . 

▪ )3(),,(
21

23,
21

3,
21 yxv

x
yxv

x
yxv

y
yvxvyvyxF

−+−+−+
+−−=  es continuo en un en-

torno de A  pues sus componentes son continuas (suma de polinomio más cociente de poli-

nomios con denominador no nulo). 

▪ 0826)( =+= AFv . 

Como se cumplen las mencionadas condiciones f  queda definida, resultando diferenciable en 

),( oo yx . Entonces la expresión para realizar la aproximación lineal solicitada es: 
 

                        )2(

)2,1(

)2,1()1(

)2,1(

)2,1()2,1(),( −



+−



+ y

v

fx

v

ffyxf

yx

yx 
 para )),((),( oo yxEyx                 (I) 

Como se cumplen las hipótesis del teorema podemos aplicar las fórmulas de derivación, es decir: 

2
1

8
26

)(

)(
)2,1( −=−−=




−=

AvF

AxF
xv  ,  

4
1

8
13

)(

)(
)2,1( −=−−=




−=

AvF

AyF

yv  

Con lo cual, reemplazando en (I): 

)2()1(1),(
4
1

2
1 −−−− yxyxf  para ))2,1((),( Eyx   

Resultando que 01.1)298.1()199.0(1)98.1,99.0(
4
1

2
1 =−−−−f . 

 

 

 

 


