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TEMA 1 

1. Sea 
1

)ln(
),(/: 2

−

−
=→

x

yx
yxff , donde D es el dominio natural de la función. 

Determine y grafique el dominio D y el conjunto de nivel 0 de f . Indique un ejemplo de punto 

interior y otro de punto frontera de D. 

Para que los valores de f  sean reales debe cumplirse que: 

a) − 0yx yx   

b) − 01x 1x  

con lo cual resulta: 

}1/),({ 2 = xyxyxD  

Al conjunto 0L  de nivel 0 pertenecen los puntos del dominio 

para los cuales 10)ln( =−=− yxyx . De donde: 

}1/),({0 −== xyDyxL  

En la representación gráfica el dominio D está sombreado 

en gris, el conjunto 0L  se indica en rojo.  

Un ejemplo de punto frontera de D es el D)0,1( , un ejemplo de punto interior es el )0,2( . 
 

2. Sabiendo que los puntos de la curva de ecuación )4,12,( 2 tttX +=


 con t  pertenecen a la super-

ficie de ecuación ),( yxfz =  con )( 21 Cf , halle una aproximación lineal para )01.3,98.0(f te-

niendo en cuenta que 5)3,1( =
xf . 

 

Dado que )( 21 Cf  es diferenciable en 2  con lo cual, para puntos ),( yx  cercanos al )3,1( , se puede 

utilizar la siguiente aproximación lineal: 

                                            )3()3,1()1()3,1()3,1(),( −+−+ yfxffyxf yx           (a) 

Por otra parte, los puntos X


 del espacio xyz  que pertenecen a la curva dato son tales que 

)4,12,(),,( 2 tttzyx +=  

y pertenecen -por enunciado- a la superficie de ecuación ),( yxfz = , es decir, debe cumplirse que: 

                                                          

)(

)12,(4 2

th

ttft +=   con t                            (b) 

Para obtener )3,1(f  alcanza con evaluar esta última en 10 =t , con ello resulta 4)3,1( =f .  

Por otra parte, dado que ))(()( twfth


=  donde )12,()( 2 += tttw


 siendo wf


,  diferenciables, podemos 

derivar ambos miembros de (b) obteniendo  )())((4 twtwf =


 con )2,2()( ttw =


. 

En particular, para 10 =t  se tiene que: 

)1())1((4 wwf =


 )2,2()3,1(4 = f , es decir: )2,2())3,1(,)3,1((4 = yx ff  

Como por enunciado 5)3,1( =
xf , de esta última se obtiene que 3)3,1( −=

yf . Así en (a) queda: 

)3(3)1(54),( −−−+ yxyxf , 

de donde resulta )01.3,98.0(f =−−−+ )301.3(3)198.0(54 87.3 , con lo cual: 

87.3)01.3,98.0( f  

Otra forma de obtener )3,1(yf   es mediante la siguiente consideración geométrica. 
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Dado que la curva está incluida en la superficie, en el punto )4,3,1(=A  un vector 

d  tangente a la curva debe ser ortogonal a un vector n


 normal a la superficie. 

Es decir: 0=nd


. 

Para la curva: 





)(

)4,12,( 2

tg

tttX +=      )4,2,2()1( == gd


. 

Para la superficie: 0),(

),,(

=−

zyxF

zyxf      )1,)3,1(,)3,1(()4,3,1(

5

−==

=

yx ffFn



 

 

De donde 0)1,)3,1(,5()4,2,2( =− yf      3)3,1( −=
yf  

 

 

 

3. Analice si la ecuación  010)62ln(2 =−+−+++ zyzyxzx  define implícitamente a la superficie  S 

de ecuación ),( yxfz = con  ),( yx  en un  entorno del punto )1,2( . En caso afirmativo, estudie si la 

recta normal a S en ))1,2(,1,2( f  tiene algún punto en común con el plano de ecuación yz = . 
 

Denotando 10)62ln(),,( 2 −+−+++= zyzyxzxzyxF ,  para que se cumpla que 0),1,2( 0 =zF  debe 

ser  210)1ln(510)65ln(4 000000 ==−+=+−++ zzzzzz . 

Si ahora denotamos )2,1,2(=A , vemos que se cumplen las siguiente tres propiedades: 

• 0)( =AF  , pues así se impuso para determinar 0z . 

• ),2(),,(
62

1,
62

1
62

2 2 yxzzxzyxF
zyxzyxzyx

+++=
−++−++−++

+  que es continuo en un en-

torno del punto A , pues cada componente es suma de un polinomio+ el cociente de constante 

dividido polinomio con denominador no nulo. 

• 06)( = AFz . 

con esto se puede afirmar que la ecuación 0),,( =zyxF  define implícitamente a la superficie S de 

ecuación ),( yxfz =  con ),( yx  en un entorno del punto )1,2( , siendo f  diferenciable en ese punto. 

En estas condiciones la recta normal a  S en A  está dirigida por )6,3,10()( = AF , con lo cual una 

ecuación para dicha recta es )6,3,10()2,1,2()(  +=+= AFAX


con  . Es decir, los puntos 

),,( zyxX =


 que pertenece a la recta cumplen con: 

)62,31,102(),,(  +++=zyx   con   , 

para que la recta tenga algún punto en común con el plano de ecuación zy =   debe existir algún valor 

de   tal que las coordenadas y  y z  resulten iguales. Es decir, debería cumplirse que: 

3/16231 −=+=+   

Para este valor de   le corresponde el punto  )0,0,3/4(−   de la recta, que es el punto que tiene en 

común con el plano mencionado. 
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4. Sea ),( yxp  el polinomio de Taylor de 2º orden que permite aproximar  226),( yxxyxf += en un 

entorno del punto )2,1( . Analice si p  produce extremos locales, en caso afirmativo indique en qué 

punto(s) y cuál es el valor de dicho(s) extremo(s). 

Dado que: 

][
2
1 22 )2()2,1()2()1()2,1(2)1()2,1(

)2()2,1()1()2,1()2,1(),(

−+−−+−+

+−+−+=

yfyxfxf

yfxffyxp

yyxyxx

yx

     (*) 

siendo 10)2,1( =f  ,    1612)2,1( )2,1(
2 =+= yxfx  ,    42)2,1( )2,1( == yxf y  ,    1212)2,1( )2,1( ==

xxf  , 

  42)2,1( )2,1( == yfxy  ,    22)2,1( )2,1( == xf yy . Reemplazando en (*) resulta: 

22 )2()2()1(4)1(6)2(4)1(1610),( −+−−+−+−+−+= yyxxyxyxp  

Buscamos ahora los puntos críticos, siendo p  diferenciable, los que p  es nulo. 

)2(2)1(44),(

)2(4)1(1216),(

−+−+=

−+−+=

yxyxp

yxyxp

y

x
 de donde  





=−+

=−+

0424

04412

yx

yx
   )4,1(−=A  

Siendo )( 22 Cp , con 2)4,1(,4)4,1(,12)4,1( =−=−=−
yyxyxx ppp , el Hessiano en A  es: 

08
24

412
)4,1( ==−H      )4,1(−p  es extremo local. 

como 012)4,1( =−
xxp , )4,1(−p es un mínimo local de valor 2)4,1( −=−p . 

 

5. Sea ),(),( 2 yxxfyxh =  siendo →2:f  una función de clase 1C en 2 . Sabiendo que 

)3,1()2,4( =f , halle la dirección para la cual la máxima derivada direccional de h  en )1,2(  es má-

xima y calcule el valor de dicha derivada. 

 

Se tiene que )),((),( yxgfyxh


=  con ),(),( 2 yxxyxg =


 con )(, 21 Cgf


,  f  por enunciado y g


 

por tener componentes polinómicas. Entonces f  y g


 son diferenciables, resultando h  diferenciable 

en 2 . Por ello, para todo punto A  podemos calcular la derivada direccional ),( rAh


  mediante: 

rAhrAh

= )(),(  

En este caso, aplicando la regla de la cadena, se tiene: 

                                                            )())(()( ADgAgDfADh


=                      (*) 

con )1,2(=A  resulta )2,4()( =Ag


 y 







=








=

21

0402
)1,2(

)1,2(
xy

x
gD


 . 

Los elementos de la matriz jacobiana )2,4(Df , por ser f  una función escalar, son las componentes de 

su gradiente, entonces –reemplazando en (*)– queda: 

( ) ( ) ( )67
21

04
31)()( =








= AhAh yx  

de donde resulta )6,7()( = Ah . 

En este caso, h  diferenciable con gradiente no nulo, la dirección de máxima derivada direccional es  

||)(||
)(

máx Af
Ah

r



=


 y el valor de la misma es la norma del gradiente. Entonces la respuesta es: 

 








=
85
6,

85
7

máxr


    y   85),( máx = rAf
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TEMA 2 

1. Sea 
1

)ln(
),(/: 2

−

−
=→

y

xy
yxff , donde D es el dominio natural de la función.  

Determine y grafique el dominio D y el conjunto de nivel 0 de f . Indique un ejemplo de punto 

interior y otro de punto frontera de D. 

Para que los valores de f  sean reales debe cumplirse que: 

c) − 0xy xy   

d) − 01y 1y  

con lo cual resulta: 

}1/),({ 2 = yxyyxD  

Al conjunto 0L  de nivel 0 pertenecen los puntos del dominio 

para los cuales 10)ln( =−=− xyxy . De donde: 

}1/),({0 +== xyDyxL  

En la representación gráfica el dominio D está sombreado 

en gris, el conjunto 0L  se indica en rojo.  

Un ejemplo de punto frontera de D es el D)1,0( , un ejemplo de punto interior es el )2,0( . 
 

2. Sabiendo que los puntos de la curva de ecuación )4,,12( 2 tttX +=


 con t  pertenecen a la super-

ficie de ecuación ),( yxfz =  con )( 21 Cf , halle una aproximación lineal para )01.1,98.2(f  te-

niendo en cuenta que 4)1,3( =
xf . 

 

Dado que )( 21 Cf  es diferenciable en 2  con lo cual, para puntos ),( yx  cercanos al )1,3( , se puede 

utilizar la siguiente aproximación lineal: 

                                           )1()1,3()3()1,3()1,3(),( −+−+ yfxffyxf yx              (a) 

Por otra parte, los puntos X


 del espacio xyz  que pertenecen a la curva dato son tales que 

)4,,12(),,( 2 tttzyx +=  

y pertenecen -por enunciado- a la superficie de ecuación ),( yxfz = , es decir, debe cumplirse que: 

                                                          


)(

),12(4 2

th

ttft +=   con t                            (b) 

Para obtener )1,3(f  alcanza con evaluar esta última en 10 =t , con ello resulta 4)1,3( =f . 

Por otra parte, dado que ))(()( twfth


=  donde ),12()( 2tttw +=


 siendo gf


,  diferenciables, podemos 

derivar ambos miembros de (b) obteniendo:  )())((4 twtwf =


 con )2,2()( ttw =


 

En particular, para 10 =t  se tiene que: 

)1())1((4 wwf =


 )2,2()1,3(4 = f , es decir:  )2,2())1,3(,)1,3((4 = yx ff  

Como por enunciado 4)1,3( =
xf , de esta última se obtiene que 2)1,3( −=

yf . Así en (a) queda: 

)1(2)3(44),( −−−+ yxyxf , 

de donde resulta: 

)01.1,98.2(f =−−−+ )101.1(2)398.2(44 90.3  

90.3)01.3,98.0( f  
 

En la resolución del “Tema 1” se muestra otra forma de obtener )1,3(yf   mediante una interpretación geométrica. 
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3. Analice si la ecuación  010)62ln(2 =−+−+++ zxzxyzy  define implícitamente a la superficie  S 

de ecuación ),( yxfz =  con ),( yx  en un  entorno del punto )2,1( . En caso afirmativo, estudie si la 

recta normal a S en ))2,1(,2,1( f  tiene algún punto en común con el plano de ecuación xz = . 
 

Denotando 10)62ln(),,( 2 −+−+++= zxzxyzyzyxF ,  para que se cumpla que 0),2,1( 0 =zF  debe 

ser  210)1ln(510)65ln(4 000000 ==−+=+−++ zzzzzz . 

Si ahora denotamos )2,2,1(=A , vemos que se cumplen las siguiente tres propiedades: 

• 0)( =AF  , pues así se impuso para determinar 0z . 

• )2,(),,(
62

1,
62

2
62

1 2 xyzyzzyxF
zxyzxyzxy

+++=
−++−++−++

+  que es continuo en un en-

torno del punto A  pues cada componente es suma de un polinomio+ el cociente de constante 

dividido polinomio con denominador no nulo. 

• 06)( = AFz . 

con esto se puede afirmar que la ecuación 0),,( =zyxF  define implícitamente a la superficie S de 

ecuación ),( yxfz =  con ),( yx  en un entorno del punto )2,1( , siendo f  diferenciable en ese punto. 

En estas condiciones la recta normal a  S en A  está dirigida por )6,10,3()( = AF , con lo cual una 

ecuación para dicha recta es )6,10,3()2,2,1()(  +=+= AFAX


con  . Es decir, los puntos 

),,( zyxX =


 que pertenece a la recta cumplen con: 

)62,102,31(),,(  +++=zyx   con    

para que la recta tenga algún punto en común con el plano de ecuación zx =   debe existir algún valor 

de   tal que las coordenadas x  y z  resulten iguales. Es decir, debería cumplirse que: 

3/16231 −=+=+   

Para este valor de   le corresponde el punto  )0,3/4,0( −   de la recta, que es el punto que tiene en 

común con el plano mencionado. 
 

4. Sea ),( yxp  el polinomio de Taylor de 2º orden que permite aproximar  
226),( xyyyxf += en un 

entorno del punto )1,2( . Analice si p  produce extremos locales, en caso afirmativo indique en qué 

punto(s) y cuál es el valor de dicho(s) extremo(s). 

Dado que: 

][
2
1 22 )1()1,2()1()2()1,2(2)2()1,2(

)1()1,2()2()1,2()1,2(),(

−+−−+−+

+−+−+=

yfyxfxf

yfxffyxp

yyxyxx

yx

     (*) 

siendo 10)1,2( =f  ,    42)1,2( )1,2( == yxfx  ,    1612)1,2( )1,2(
2 =+= xyf y  ,    22)1,2( )1,2( == yfxx  , 

  42)1,2( )1,2( == xfxy  ,    1212)1,2( )1,2( ==
yyf . Reemplazando en (*) resulta: 

22 )1(6)1()2(4)2()1(16)2(410),( −+−−+−+−+−+= yyxxyxyxp  

Buscamos ahora los puntos críticos, siendo p  diferenciable, los que p  es nulo. 

)1(12)2(416),(

)1(4)2(24),(

−+−+=

−+−+=

yxyxp

yxyxp

y

x
 de donde  





=−+

=−+

04124

0442

yx

yx
   )1,4( −=A  

Siendo )( 22 Cp  con 12)1,4(,4)1,4(,2)1,4( =−=−=−
yyxyxx ppp , el Hessiano en A  es: 

08
124

42
)1,4( ==−H      )1,4( −p  es extremo local. 

como 02)1,4( =−
xxp , )1,4( −p es un mínimo local de valor 2)1,4( −=−p . 
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5. Sea ),(),( 2yyxfyxh =  siendo →2:f  una función de clase 1C en 2 . Sabiendo que 

)1,3()4,2( =f , halle la dirección para la cual la máxima derivada direccional de h  en )2,1(  es má-

xima y calcule el valor de dicha derivada. 

 

Se tiene que )),((),( yxgfyxh


=  con ),(),( 2yyxyxg =


 con )(, 21 Cgf


,  f  por enunciado y g


 

por tener componentes polinómicas. Entonces f  y g


 son diferenciables, resultando h  diferenciable 

en 2 . Por ello, para todo punto A  podemos calcular la derivada direccional ),( rAh


  mediante: 

rAhrAh

= )(),(  

En este caso, aplicando la regla de la cadena, se tiene: 

                                                            )())(()( ADgAgDfADh


=                      (*) 

con )2,1(=A  resulta )4,2()( =Ag


 y 







=








=

40

12

20
)2,1(

)2,1(
y

xy
gD


 . 

Los elementos de la matriz jacobiana )4,2(Df , por ser f  una función escalar, son las componentes de 

su gradiente, entonces –reemplazando en (*)– queda: 

( ) ( ) ( )76
40

12
13)()( =








= AhAh yx  

de donde resulta )7,6()( = Ah . 

En este caso, h  diferenciable con gradiente no nulo, la dirección de máxima derivada direccional es  

||)(||
)(

máx Af
Ah

r



=


 y el valor de la misma es la norma del gradiente. Entonces la respuesta es: 

 








=
85
7,

85
6

máxr


    y   85),( máx = rAf


  

 


