Una resolucion explicada del parcial de 21/10/19

TEMA1

1. Sea X la superficie de ecuacién X = (uv, 2u®+v, u—v) con (u,v) e R*. Halle ecuaciones para la
recta normal (n,) y el plano tangente (z,) a £ en el punto A = (2,4,-1) y determine los puntos de
n, cuya distanciaa 7z, resulte igual a 2+/38 .

Denotando F(u,v) = (uv, 2u? +v, u—v), primero hallamos (u,,V,) tal que F(u,,v,) = (2,4,-1).
uv=2 (a)

Paraello { 2u?+v=4 (b). De (a) »>v=2/u que reemplazada en (c) impone u—2/u=-1.
u-v=-1 (c)

Esdecir, U’ +u—-2=0—>@U=1Av=2) v (u=-2 Av=-1). De estas posibilidades la tnica que

cumple con (b) es la primera, luego (u,,v,) =(2).

Como el (u,,V,) es dnico para el que F(u,,V,) = (2,4,~1), el punto A = (2,4,-1) es simple. Ademas

F es diferenciable, por tener componentes polinémicas. Por otra parte,

I j kK i j kK
Ay = Fix iy =V 4u 1] =2 4 1|=(-53,-2)=0.
U1 - 11 -

12
Con esto podemos afirmar que fi, esnormal a X en A y las ecuaciones pedidas son:
r,: X = A+Af, con 1eR, es decir, |r,: X = (2-54,4+31,-1-21) con 1eR|
7y (X =A)-A, =0, es decir, [7,: —5(x—2)+3(y—4)-2(z+1) =0,
Por ltimo, dado r, L 7z, en A, la distancia desde un punto X er, a 7, es || X — Al = || Af, ||.

Entonces los puntos X e r, cuya distanciaa =, esigual a 2+/38 , son aquellos para los cuales

JA2(25+9+4) = 2438 = |A|=2 = A=-2v A=2, es decir (reemplazando en la ecuacion de la
recta), dichos puntos son (12,—2,3) y (-8,10,—-5) ‘

In(4—x2
2_

_y2
2. Sea f(x,y)= Xzy ) definida en su dominio natural D . Determine y grafique D vy el conjun-

tode nivel 0 de f.
Los puntos (X,y) € D deben cumplir con: ¥

X2+yi<dy yrx?,

Por lo tanto: / 0 =
F xl‘ '_; ",l‘.
T o o 1,

D={(x,y)eR* I X+ y? <4 AYy£XAYy#—X}

gue se representa sombreado en el gréafico. e g

Por su parte el conjunto L, de nivel 0 de f contiene a los
puntos del dominio para los cuales f(x,y) = 0.

Esto se cumple cuando 4—x? —y? =1. Asf, el conjunto de nivel 0 de f es:

L, ={(x,y)eD / x> +y*> =3}
el cual se representa en color rojo en la figura.
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3. Dada f:R®* >R/ f(x,y,z)=xy-62, calcule el maximo absoluto y el minimo absoluto de los va-
lores de f cuando se la evalta en puntos del arco de curva definido por la interseccién de las superfi-

cies de ecuaciones z° = y+3x® y z=2xentre los puntos (-3,9,-6) y (5,2510) . Indique en qué
puntos la funcion produce dichos valores extremos.
El arco de curva dado admite la ecuacion X = (x, x*, 2x) con —3<x<5.
%/_J
g(x)
Entonces los valores de f en puntos de la curvason f(g(x)) = x®—12x con —3<x<5.
[ —
h(x)
Dado que h es derivable, comenzamos buscando extremos locales para —3 < x <5 (el interior del in-
tervalo [-3,5]) en puntos con derivada nula.

h'(x) = 3x* —12. Puntos criticos: 3x*-12=0 — X, =—-2, X, = 2.
h"(-2) =—-12 < 0 = h(-2) =16 esmaximo local.
h"(x) =6x — 2) 2) -
h'"(2) = 12 >0 = h(2) = —16 esminimo local.
En los puntos frontera del intervalo resulta: h(-3) =9y h(5) = 65.
Comparando los valores de extremos en el interior y en la frontera se concluye que:

‘h(Z) = f(2,4,4) =-16 es el minimo absoluto y h(5) = f (5,25,10) = 65 es el maximo absoluto,

4. Siendo z=f(u) con u=x*+2xy resulta z=h(x,y). Sabiendo que f queda definida implicita-
mente mediante la ecuacion zu+e®?—15 =0 en un entorno del u, adecuado, calcule una aproxi-
macion lineal para h(1.02,2.99).

Trabajaremos en un entorno de A = (1,3), si suponemos que h es diferenciable la expresién para su

aproximacion lineal es:
h(x,y) = h(1L3) +hi (L3) (x-1)+h{ (L.3) (y—3) para (x,y) € E((13)) 0

Con (X,,Y,) = (1,3) corresponde u, = 7. Denotando ahora F(u,z) = zu+e*? -15 se observa que:
- F(U,,z)=Tz,+€° —15=0 <>z, =2.

= VF@U,z)=(z,u +ez_2) es continuo = F e C* en R? (componentes polinémicas o suma de po-
linomio + composicién de polinomio con exponencial).
« Fj(U,,2,)=F;(7,2)=7+1=8%0.

Con esto se puede afirmar que la ecuacion zu+e“ 2 —15 = 0 define implicitamente a z = f(u) en

O’ZO

un entorno de u, = 7, siendo f diferenciable. Con lo cual h es diferenciable en A por ser composi-

cioén de funciones diferenciables: z = h(x,y) = f (x> +2xy).
Para remplazar en () corresponde:
« h@3)=2z,=2.

, ) R (7.2
C ) = (L) U Vo) =~ P [2X+ 2]y = —28=-2.
'(u,)
Fi(7,2)

- hG3) = F1(U0) Uy (%, Yo) = — ¢ 75y [2X0s = —é 2=-1/2.

Entonces h(x,y) = 2-2 (x-1)-3(y-3) = |h(1.02,2.99) = 2-2 (0.02) -1 (-0.01) =1.965|
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5. Sabiendo que f(x,y)=——= si (x,¥)#(0,0) y que f(0,0)=0, verifique que f admite derivada

direccional en toda direccmn en (0,0)y determine los versores para los que dicha derivada resulta
nula.
Considerando el versor genérico F = (u,v) con u? +v?® =1, planteamos:

im fO.0+huv)-f(0,0) _ o f(huhv)-0 _
h—0 h h—0 h

(hu)®hv
_im (hu)? + 2 (hv)?
h—>0 h
= Jim UV
h—0 h2(u2+2v?2)
uv  ulv

= lim — = —
h—01+v2  1+v2

Dado que el limite existe y es finito, por definicion la funcion tiene derivada direccional en el origen
en toda direccion, su valor es:

2
£/((0,0),F) = % VF = (u,v) e R

2

. . usv /
Dicha derivada es nula cuando - 0 < u=0vv=0.Dadoque u?+v?=1, los versores segin

los cuales la derivada resulta nula son los siguientes: ‘(0,—1) , (0,1, (-1,0)y (1,0 ‘
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