Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

TEMA1

1. Siendo T(x,y) = x*=6xy+3xy® con (x,y)e%R?, grafique el conjunto de puntos H* del plano
xy para el cual el determinante hessiano H(x,y) de f resulta positivo y analice en cuéles de dichos
puntos la funcion f produce extremo local, clasificAndolo y calculando su valor.

Nota: interprétese “determinante hessiano” o bien “determinante de la matriz hessiana”.

Las derivadas de f son: fy(x,y) =3x*—6y+3y®, fy(x,y) = —6x+6xy,
fa(xy)=6x, fr(xy)=-6+6y, fy(xy)=6x

v

Dedonde H(x,y) = | g6y  ox = |= 36X —(6y-6)7" e | e
El hessiano H(x,y) > 0 cuando: ‘ o
36 x*>(6y-6)° < [x|>|y-1, \':;‘;;s;f:.
entonces:
HY ={(x,y)eR*/ |x|>|y-1} -°1 "1
que se representa sombreado en el grafico de la derecha. | \

Dado que f eC?, por ser polinémica, para que la funcién produzca extremo local es necesario que
ambas derivadas parciales de primer orden resulten nulas, es decir:

3 —6y+3y? =0 (%)

-6x + 6xy =0 —>6x(y-1)=0 > x=0vy=1
y=0 >R =(0,0)¢gH"
y=2—->P,=(0,2)gH"
x=1 ->P=Ll)eH"
X=-1—->P, =(-1LD)eH"

Con x=0—4 5 _6y+3y? =O—>3y(—2+y)=0—>{

Con y=1—0 5352 _6+3=0— x> =1_>{

Los Unicos puntos estacionarios de H *son P, =(1,1) y P, =(-11); como en ellos el hessiano es po-

sitivo, la funcién produce extremo local.
Dado que fy,(1,1) =6 >0, f(1,1) =—2 es un minimo local,

Dado que fy,(—1,1) =—6<0,|f(-11) = 2 es un maximo locall

sen(2x3+xy)

2. Dada f(x,y)= 242 ]
(x.y) X Sy si (x,y) = (0,0) respecto de la variable x para todo (x,y) € RZ2.

si (x,y) = (0,0) Analice si f admite derivada parcial de 1° orden

Aplicando regla practica: | £ (x, y) = S0S@X*+X y)(6xz+(y)2("2:)y;)‘Se”(zxs“ Y)2X sj (x,y) = (0,0)
X24+y

Para (x,y) = (0,0), analizamos:

sen(2h3)
2 - 3y L'H 3 2
_lim h _lim sen(2h®) ~ im cos(2h3) 6h

h—s0 h h—>0 h3 h—0 3h2

lim
h—0

f (0+h,0)—f (0,0) K 3y)
: = r!ino (2cos(2h®)) =2

Como el limite existe y es finito, por definicion su valor es el de la derivada parcial respecto de x en el
origen. Es decir, f4(0,0)=2. Con lo cual, |queda definida fy paratodo (x,y) € R?|
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Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

1'% 7-4=0

xz+e’7242y-5=0
Verifique que dicho sistema define implicitamente z = f(x,y) y u=g(x,y) en un entorno de (1,1)
y halle una ecuacion para el plano tangente a la superficie £ de ecuacion z = f(x,y) en (11, f(L1).

3. El sistema de ecuaciones { se cumple en (X, Yo,Zg,Ug) = (1,1,2,1).

Dado que el sistema es de dos ecuaciones y se desea que las variables independientes sea x e y, las
dependientes seran U y z.

Denotando F(x,y,z,u) = xy+eu
plen las siguientes tres propiedades:

-2 yz-2

+z-4 y G(x,y,z,u) =xz+e +2Yy -5, veamos si se cum-

_ 0,95 _a— - :
o F@121) =1+ eo+ 2-4=0 , e cumplen, tal como se indica en el enunciado.
G(1121)=2+e"+2-5=0

o JVF(Xy,zu)=(y,x,ue'”?+1,ze""?%)
VG(x,y,z,u) =(z,zeY" 2 +2, x+ye¥* 2 0)

Ambos gradientes son continuos en R*, es decir F,G e C*(R*), por tener componentes polinémi-
cas 0 con producto de funciones continuas (polindmica compuesta con exponencial) y suma de
continuas. Se cumple F,G e C* en un entorno de (X, Yo.Zg,Ug) = (1L,1,2,1).

o(F,G)
o(z,u)

Con lo cual se puede afirmar que el sistema dado define implicitamente z= f(x,y) y u=g(x,y),
siendo ambas diferenciables en el punto (X, ¥,) = (L1).

En particular, la superficie de ecuacion z = f (X, y) admite plano tangente en (X,, Yo, Zo) = (1,1, 2) cuya
ecuacion es:

112)) = ‘% %‘ =—-4=0, se cumple.

z= AN+ HAD-D+fyAD(y-)

donde f(L1) =z, =2,y las derivadas son:

o(F,G) 192
(11,2.1)
TN hasacdil X A
) =~ (@) =~ GG:G)alzn 4 =——;="1.
d(z,u)
o(F,G) 192
11,22
paaay _ O oy O(Y,U) _‘40‘__—_8__
w@n_@a@_ “FGNHZD — =T =2
a(z,u)

Con lo cual, reemplazando en (*), una ecuacion del plano tangente es \z =2-(x-1D)—-2(y —1)| :
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Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

4. Dada h(x,y)= f(x?*-y?) con feC!(R), calcule una aproximacion lineal para h(2.02,0.99) sa-
biendo que la curva de ecuacion v =u?+ f (u?—1) del plano uv tiene recta tangente horizontal (para-
lela al eje u) en el punto (2,5).

Considerando el punto A=(2,1), la expresion para aproximar los valores de h en un entornode A es:
h(x,y) = h(A) +h, (A) (x=2) + hy (A) (y-1) *)
hy (A) =[F'(x* ~ y?) 2X] o0y = 4 1'(3)
hy (A) =[f'(X* = y*) (:2Y)]oyy = -2 ')
Por enunciado, la curva de ecuacion v =u? + f (u? —1) tiene pendiente nula en el punto (2,5), luego:
_— 7

donde h(A)=f(3) y {

w(u)

W) =4+f@) =5 = f(3)=1 = h(A)=1

W(2) =[2u+ f'(u?-1)2u],_, =0 = 4+4f"})=0= f'(J=-1 > {h’x(A)=—4

hy (A) =2
Reemplazando entonces en (*) se tiene: h(x,y) 21-4(x—2)+2(y-1), con lo cual:
h(2.02,0.99) ~1-4(2.02—-2)+2(0.99-1) =0.90. ‘Es decir, h(2.02,0.99) = 0.90‘.

5. Halle el punto (xy,Y,2,) donde la recta definida por la interseccion de los planos de ecuaciones
X—y+z=7 y 2y—x+3z=18 esnormal a la superficie de ecuacion z = x+y x?.

define a la recta como interseccion de dos su-
perficies planas. Siendo F,G e C* por ser po-

F(x,y,2) . .
—— linbmicas, un vector director de la recta en \

X—y+z-7=0 .
2y _x+37-18=0 cada uno de sus puntos es:

i jk
G(X,y,2) VExVG=|1 -11|=(-5-4,1)
-12 3

El sistema

Por su parte, la superficie puede expresarse x+ yx*—z =0, de donde, en cada punto de la misma un
H(x.y,z)

vector normal es VH(x,y,2) = (1+2xy, X%, -1) que —como vemos- es continuo y no nulo.

Para que se cumpla la perpendicularidad buscada, es necesario que el director de la recta resulte paralelo

al normal a la superficie, es decir, (1+2XYy, X2, -1) =k (-5,-4,1).

1+2Xy=5 (%)
Entonces debe ser k=—1 y { 2 4 = x=2 v x=2
— 2
Conx=-2-—® 51 4y=-5—=y=—1_ 27X ;66— B=(-2-1-6).
Z=X+Yy x?

Conx=2 —& 5144y=5 = y=1 z7=6 = P,=(2,1,6).

Si bien ambos puntos pertenecen a la superficie, por simple reemplazo se observa que sélo el punto P,

también pertenece a la recta (se busca el punto en que la recta -pertenece a la recta- interseca ortogo-
nalmente a la superficie).

Luego el punto buscado es (X, Yo, Zg) = (2,1,6)].
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Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

TEMA 2

1. Siendo f(X,Y)=y>-6xy+3yx* con (xy) e %2, grafique el conjunto de puntos H* del plano xy

para el cual el determinante hessiano H(x,y) de f resulta positivo y analice en cuales de dichos
puntos la funcion f produce extremo local, clasificAndolo y calculando su valor.
Nota: interprétese “determinante hessiano” o bien “determinante de la matriz hessiana”.

Las derivadas de f son: fy(X,y)=-6y+6xy fy(x,y) = 3y* —6x+3x?,
(V) =6Y | (% y) =—6+6X , ,(xy) =6y

De donde H(x,y)= | Y _66“;6)‘ —36y% —(6x—6)°. j .
El hessiano H(x,y) >0 cuando: 15" y
36y2> (6X—6)° < |y|>[x-1|, e
entonces: ny=l-x
H* ={(x.y)eR*/ |y|>|x-1]}} 7
que se representa sombreado en el grafico de la derecha.

Dado que f eC?, por ser polinémica, para que la funcién produzca extremo local es necesario que
ambas derivadas parciales de primer orden resulten nulas, es decir:

-6y + 6xy =0 5 6y(x-1)=0—> x=1vy=0

3y?—6x+3x°=0 (%)
x=0 >R =(0,00gH"
Xx=2—>P,=(20)gH"
y=1 5P, =(L)eH"
y=—1->P,=(1-1)eH"’
Los Unicos puntos estacionarios de H *son P, =(1,1) y P, = (1,—1); como en ellos el hessiano es po-

sitivo, la funcién produce extremo local.
Dado que fy(1,1) =6>0,

Con y=0— 5 _6x+3x> =O—>3x(—2+x)=0—>{

Con x=1—% 53y? _6+3=0— y? =1—>{

f (1,1) = —2 es un minimo local

Dado que fy(1,-1)=-6<0, ‘ f (1,—1) = 2 es un maximo Iocal‘.

2.

Dada f (x,y) %SZXV) si (xy) = (0,0) Analice si f admite derivada parcial de 1° orden
X, y) = _
g § gy si (xy)=(0,0) respecto de la variable y paratodo (x,y) e R°.

Aplicando regla practica: |, (x, y) = cosRy>+xy)(6y? +(X)2(XZ“;)V22)_59”(2 Y+XY)2Y i (x,y) = (0,0)
Xc+y

Para (x,y) = (0,0), analizamos:
sen(2 h3)

- £(0,0+h)—f(0,0) h2 - sen(2h®) FH cos(2hd) 6n2 . 3
lim =lim =lim = lim ——F——=1Iim (2 2h =2
h—0 h h—0 h h—0 h3 h—0 3h? h—>0( cos(2h%))

Como el limite existe y es finito, por definicion su valor es el de la derivada parcial respecto de y en

el origen. Es decir, f{,(0,0) =2. Con lo cual, jqueda definida f)’, para todo (X, y) € R?|
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Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

. _ 1'% 4 7-4=0
3. El sistema de ecuaciones X7-2 se cumple en (X, Yq,Zg,Ug) = (1,1,2,1).
yz+e +2x-5=0
Verifique que dicho sistema define implicitamente z = f(x,y) y u=g(x,y) enun entorno de (1,1)

y halle una ecuacion para el plano tangente a la superficie £ de ecuacion z = f(x,y) en (11, f(L1).

Dado que el sistema es de dos ecuaciones y se desea que las variables independientes sea x e y, las
dependientes seran U y z.

Denotando F(X,Y,z,u) = Xy+e" 2174 y G(x,y,z,u)=yz +eX772 +2Xx-5, veamos si se cum-
plen las siguientes tres propiedades:

_ 0,95 _a— - .
o {F(l’l’z’l) =l+e +2-4=0 , e cumplen, tal como se indica en el enunciado.

G112 =2+e’+2-5=0

o JVF(Xy,zu)=(y,x,ue'"?+1,ze""?)
VG(X,y,z,u) = (ze** 242, 2z, y+xe** 2 ,0)

Ambos gradientes son continuos en R*, es decir F,G e C*(R*), por tener componentes polinémi-
cas 0 con producto de funciones continuas (polindbmica compuesta con exponencial) y suma de
continuas. Se cumple F,G e C* en un entorno de (X, Yo.Zg,Ug) = (1,1, 2,1).

o(F,G)
o(z,u)

112)) = ‘% %‘ =—-4=0, se cumple.

Con lo cual se puede afirmar que el sistema dado define implicitamente z=f(x,y) y u=g(x,y),
siendo ambas diferenciables en el punto (X,,Y,) = (L1).

En particular, la superficie de ecuacion z = f (X, y) admite plano tangente en (X, Yo,2) = (1L1,2) cuya
ecuacion es:

2= FU)+ fUD(-D+ fAD(Y-D (9

donde f(11) =z, =2,y las derivadas son:

o(F,G)

11,22 12‘
, oz a(x,u) ‘40 -8
fr@l) = =@ =- - - =_2,
X OX 8G:G)a123 4 _4
o(z,u)
o(F,G) 19
11,2,1)
= %% a1 - a() _‘20‘__—_4__
o(z,u)

Con lo cual, reemplazando en (*), una ecuacion del plano tangente es \z =2-2(x-1)—(y —1)\ :
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Una resolucion explicada del parcial de 17/11/18

4. Dada h(x,y)= f(y*—x?) con feC*(®R), calcule una aproximacion lineal para h(0.99,2.02) sa-

biendo que la curva de ecuacion v =u?+ f(2u? +1) del plano uv tiene recta tangente horizontal (pa-
ralela al eje u) en el punto (1,4).

Considerando el punto A= (1,2), la expresién para aproximar los valores de h en un entorno de A es:
h(x,y) = h(A) + . (A) (x=1) + hy (A) (y - 2) *)
hy (A) =['(y? = %) (-2X)]z =—21'(3)
hy (A) =[F'(y* =x*) @Y)az =4 ')
Por enunciado, la curva de ecuacion v =u? + f (2u? +1) tiene pendiente nula en el punto (1,4), luego:
N

donde h(A)=f(3) y {

wi(u)
w)=1+f3)=4 = f(3)=3 = h(A)=3
WD) =[2u+ F'QRU2+ D4l =0 = 2+4f"()=0 = F()=-1/2 = {EXE,’X -
L(A) =
Reemplazando entonces en (*) se tiene: h(X,y) = 3+(x-1)—2(y—2), con lo cual:
h(0.99,2.02) = 3+(0.99-1)-2(2.02-2) = 2.95. ‘Es decir: h(0.99,2.02) = 2.95|.

5. Halle el punto (xy,Yy,2,) donde la recta definida por la interseccion de los planos de ecuaciones
y—X+z=7 y 2x-Yy+3z =18 esnormal a la superficie de ecuacion z = y + x y>.

define a la recta como interseccion de dos su-
perficies planas. Siendo F,G e C* por ser po-

F(xy.2)
o xaz-7-0 lindmicas, un vector director de la recta en ™\
Elsistema Y~ X*2- 1= cada uno de sus puntos es:
2x—y+3z-18=0 CoT K _
] \
G(xy.2) VFxVG=|-1 1 1/=(4,5-1)
2 -13

Por su parte, la superficie puede expresarse y+ xy?—z =0, de donde, en cada punto de la misma un
H(x,y,2)

2 .
vector normal es VH(X,Y,z) = (y°,1+2XYy, —-1) que —como vemos- es continuo y no nulo.
Para que se cumpla la perpendicularidad buscada, es necesario que el director de la recta resulte paralelo

al normal a la superficie, es decir, (y*,1+2xy,-1)=k (4,5, -1).

Entonces debe ser k =1 y {1+2>;y :54 (1 yo—2 v y=2

Cony=-2 O y1 ax—5=x——1_2YXY® & p—(-1,-2-6).

Cony=2 ) ,144x-5 = x=1_2ZYXY* 6, P, =(126).

Si bien ambos puntos pertenecen a la superficie, por simple reemplazo se observa que solo el punto p,

también pertenece a la recta (se busca el punto en que la recta -pertenece a la recta- interseca ortogo-
nalmente a la superficie).

Luego el punto buscado es (X,, Yo.2o) = (1,2,6)|

C. Unger, S. Gigola, E. Zitto, R.O. Sirne Pagina 6 de 6.-



