Una resolucion explicada del parcial de 21/11/18

1. Sean f:R?> >R yel punto A=(2,1). Sabiendo que la derivada direccional de f en A segun el

versor F = (u,v) es f'(AF)=2u+3v?, calcule los valores de la derivada direccional méxima y mi-
nima absolutos de la funcién en el punto A e indique segun qué versores se producen dichas derivadas.

Dado que || F||=vu®+Vv? =1 < u?+v? =1, de donde, reemplazando en la expresion dada:
f'(AF) =2u+3(@1-u®) =g(u) conuel[-11]

Con esto todo se reduce a hallar méaximo y minimos de g(u) = 2u+3(1—u?)con -1<u <1.

En el interior del intervalo, —1<u <1, g'(u)=2-6u

Planteando g'(u)=0 —» 2—-6u=0 —> u=1/3e(-1,1). Como g"(1/3) =—6 <0, concluimos que

g(1/3) =10/3 es un maximo local.

Por otra parte, en la frontera del intervalo [-1, 1] resultan g(-1)=-2 y g(}) =2.

Comparando valores es claro que el maximo es g(1/3) =10/3 y el minimo es g(-1) = -2, ambos

son extremos absolutos de los valores de la derivada.

_ 2 _ _ _
Dado que u? +v?® =1, si u=1/3 = \; =8/9 = v=-2V2/3 v v_2\/§/3_ De donde:
Uu=-1=v"=0=v=0
La derivada minimaes f'(Ar,)=—2 para iy, = (-1,0)
L . o , o Y = _ - 1 —2\/7 1 242
a|derivada maximaes f'(A, rméxl) = f'(A rméxz) =10/3 para 1, _( 22y vy maxz =35

2. Siendo que z=f(u,v) con (u,v)=(x? 2xy), resulta z=h(x,y). Calcule una aproximacion
lineal para h(2.02,2.98) sabiendo que f queda definida implicitamente mediante la ecuacion
uv+z+In(z+u-5-50=0.

Eligiendo el punto A=(2,3), {);/ :23 :>{ u=4 = 48+z+In(z-1)-50=0 = z=2=h(A).

=12
La expresion para realizar la aproximacion lineal en un entorno de A=(2,3) es:
h(x,y) = h(A) +h5(A) (x-2) +hy (A) (y-3) *)

Por su parte, denotando F(u,v,z) =uv+z+In(z+u—5)—-50, verificamos que:
e F(412,2) =48+2+In(1)-50 =0, se cumple.

e VF(u,v,2)=(v+ z+L11—5 U, 1+W1—5)’ cumple que es continuo en un entorno de (4,12,2), por

tener componentes polindmicas y suma de polinomio con funcion continua (cociente de polino-
mios con denominador no nulo).
o F;(412,2)=2+0, cumple.
Entonces la ecuacion dada uv+z+In(z+u—5)—50=0 no sdlo define implicitamente a z = f (u,Vv)
sino que f resulta diferenciable en el punto A=(2,3). Por lo cual podemos calcular las derivadas de

h(x,y) = f(g(x y)) aplicando la regla de la cadena, donde g(x,y)=(x?,2xy), que claramente es
diferenciable por tener componentes polindmicas. Asi:

Dh(A) = (i (A) by (A) )= Df (g(A) DI(A) = (;(4.12) f\;(4’12))(§§ 2oxj( |
2,3

(e (A) By (A) )= (fi(412) ,(4,12)) (g 2] (%)
Por su parte: f;(4,12) = _—'E: Ejﬁg =- % fy(4,12) = ——E‘Z’Ejgg = —% =-2
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Reemplazando en (**): (h;((A) hy (A) ) = (— % — )(g 2) =(-38 -8)
Habiendo obtenido estas derivadas y sabiendo que h(A) = 2, al reemplazar en (*) resulta:
h(x,y) =2-38 (x—2)-8 (y—-3)
h(2.02, 2.98) = 2—-38 (2.02—-2) -8 (2.98-3) =1.40
Conclusion, la aproximacion pedida es [h(2.02, 2.98) = 1.40]

Nota: En forma equivalente (sin usar matrices) se puede plantear —desde los datos— una red de depen-
dencia funcional entre las variables involucradas mediante el siguiente esquema:

2
_ u=X /v \‘ _
z=f(u,v) con{ V= 2xy \ My de donde z = h(x,y)
2X 2y
’ ! ’ ! ! !
hy(2,3) = z4(2,3) =[z{; (u,v) Uy (X, ¥) + 24 (U, V) Vi (X, ¥) Ix=2, y=3,u=a,v=12
0 2X

! ! ! 14 ! !
hy(2,3) = zy(2,3) = [z}, (u,v) uy (X, y) + 2y (U,V) Vy (X, ¥) 1xc2, y=3,u=a,v-12
mientras que z,(4,12) = ,(4,12) y z,(4,12) = f,(4,12) se calculan como se indic6 méas
arriba.

3. Dada f:R? >R/ f(x,y)=2x*y-y?, determine y grafique el conjunto H del plano xy en cu-
yos puntos la funcion h = fy f{, resulta con valores positivos y analice si H es conexo.
ey =4xy , f(xy)=2x" -2y
Por lo tanto, del producto de ambas resulta: :
h(x,y) = 4xy(2x* - 2) definida en %2 - y=x
Buscamos el conjunto H « R? tal que Vv (x,y) e H :
resulte (x, y) > 0, es decir:
4xy(2x*-2y)>0 B '

8xy(x*—y)>0

." .‘{

El conjunto H se representa sombreado en el gréfico, para determinarlo alcanza con observar que:

= Enlos cuadrantes 1°y 3° (xy > 0) debe ser y < x2.

» Enlos cuadrantes 2°y 4° (xy < 0) debe ser y > x*. En consecuencia, en el 4° cuadrante —como se
observa en el grafico— no existen puntos de H .

Dado que los ejes coordenados (x e y )y la parabola de ecuacién y = x? no estan incluidos en H , el

conjunto H resulta desconexo (no es conexo). Para justificarlo (ver el gréafico) basta con observar que
no es posible trazar una linea incluidaen H desde el punto A del 1° cuadrante hasta el punto B del 3°

cuadrante.
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4. Lasuperficie ¥ de ecuacion z = xy admite la recta normal r, en el punto A=(1,2,2,), dicha recta
intersecaa £ en otro punto B . Calcule la longitud del segmento cuyos puntos extremos son A 'y B.

De la ecuacion de X resulta z, = 2, entonces A= (1,2,2). La superficie £ admite la representacion
vectorial X =(x,y,xy) con (x,y) e R?. Con F diferenciable (componentes polinémicas), y
%/_/

F(x,y)
o ijk ijk ~
M =[FxxFylay =10yl =1102=(-2-11)#0
01 x|, 011

Entonces la recta normal en A puede dirigirse con el vector 1, . Asi, una ecuacion de r, es:
X =(1,2,2)+1 (-2,-11), es decir,

X=(1-21,2-4,2+A) con LeR *)
Los puntos comunes de esta recta con  son aquellos X = (x,Y,z) € I, que cumplen con la ecuacion
de la superficie. Por lo tanto, debe cumplirse que: 2+ 4 =(@1—2A4)(2— 1) . Operando algebraicamente
queda: 24°-61=0=41=0v A=3.
Reemplazandoen (*):con 1=0 = A=(1,2,2),con 1 =3 = B=(-5-15).
Entonces la longitud pedida es || A— B || = /62 + 3% + (-3)> = V54 = (36

5. Dada la superficie = de ecuacion X = (uv,u+v, 2u—v) con (u,v) € R?, analice si el plano tangente
a X en el punto A=(6,51) tiene puntos en comun con la curva C de ecuacion
2 3 t 21+7t

= (t°, —=—)conteR.
Denotando If(u,v) =(uv,u+v,2u—v), F eCY®R?) por tener componentes polinémicas, ademas
B uv==06

planteando F(uy,vy) = A =<u+v=>5 que se verifican Gnicamente para u, =2 y v, = 3.

2u—-v=1
o ijk ijk B

Por otra parte Ny =[Fjx Ko =(v 1 2 =31 2|=(-3,7,1) #0, con lo cual este vector

' ul-1 21 -1
(2,3)

es normal a la superficie. Una ecuacion para el plano tangente es (X — A)-n, =0, es decir:
-3(x—6)+7(y-5)+(z-1) =0, 0bien: —-3x+7y+z=18.

Si el plano tiene algun punto en comdn con la curva, los puntos de la curva (x,y, z)=(t?, 3 t, 21+7t)

deben cumplir con la ecuacion del plano. Por lo tanto, por simple reemplazo, debe ser:
32473 L BT 18 o 6t 4217142147t =36 <> 1* =1 de donde t=-1v t=1, que
reemplazandolos en la ecuacion de la curva se obtienen los puntos:

R=(1,1,14) vy R =(1,2,7)

gue también pertenecen al plano tangente a X .
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