Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

TEMA1

1. Considere la curva C de ecuacion X = (t* —t, 2t+2,t%) con teR y sea 7, el plano normal a C
en el punto (0,4,1). Determine cual es el punto de 7z, mas cercano al origen de coordenadas y calcu-
le la distancia desde dicho punto al origen.

Denotando g(t) = (t* —t, 2t+2, t?), §(t,) = (0,4,1) para t, =1, con lo cual un vector tangente a la
curvaynormal a 7, en (0,4,1) es g'(1) = (2t-1, 2, 2t)},; = (1,2,2).

Entonces una ecuacion cartesiana para z, es ((X,Y,z)—(0,4,1))-(1,2,2) =0, es decir,x+2y+2z =10.
El punto de 7, mas cercano al origen se obtiene mediante la interseccion de z, con la recta r, que es
perpendicular a 7, y contiene al origen de coordenadas.

Dado que r, tiene ecuacion X = (0,0,0)+4(1,2,2)=(1,21,24). Enel punto A comun entre r, y 7,
debe cumplirse que 1+221+221 =10 = 4 =10/9, de donde A=(10/9,20/9,20/9) vy la distancia
buscada es la de este punto al origen, esto es: || A—(0,0,0) || = %m =10/3.

Respuesta: [El punto de 7z, méas cercano al origen es el (10/9,20/9,20/9) y la distancia es 10/3|.

Nota: También puede plantearse buscando el minimo de la distancia de un punto al origen, es decir de

VX2 +y%+2?, o bien —por ser “\/_” estrictamente creciente— de g(x,y,z) = x? + y? + z°
condicionada a que x+2y+2z =10 (para que el punto pertenezca al plano).

2. Sea h(x,y)=xy?+g(x), donde g queda definida en forma implicita en un entorno de x, =2 me-
diante la ecuacion ux+In(u—x)/x—-6=0. Calcule un valor aproximado de h(1.98,2.02) usando
una aproximacion lineal.

Trabajaremos en el punto A=(X,,Y,)=(2,2) con lo cual, en un entorno de este punto, la aproxima-
cion lineal se obtiene mediante:

h(x,y) =h(A)+hi (A (x-2)+hy (A(y-2)  (*)
Denotando F(x,u) =ux+In(u—x)/x —6, se observa que:

F(2,u,)=u,2+In(u,-2)/2-6=0 < u,=9(2) =3.
—(u—x)"1 x—In(u-x) 1
X2 X (U—x)x
en un entorno de (x,,u,) =(2,3).
Ri@3)=2+5=3=0.
Esto no so6lo confirma lo indicado en el enunciado para la funcion g, sino que permite calcular su de-

IRECIO N P U S
F,(23) 5/2

De esta manera: h(A) =8+g(2) =11, h} (A) =[y? + g'(x)](z'z) =4-1=3, hy(A) = [2xy](2]2) =8.
Reemplazando en (*) resulta h(x,y) =11+3(x—2)+8 (y—2), entonces:

h(1.98,2.02) = 11+3(1.98—2) +8 (2.02-2) =11.10},

VE(x,u) = (u+

) que es continuo por tener componentes continuas

rivada g'(2) mediante g'(2) =
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Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

3. Siendo f(x,y)= (eX2+y2 ~1)/(x*+y?) para (x,y) = (0,0), determine f(0,0) de manera que f
resulte continua en el origen y, en ese caso, analice la derivabilidad de f en (0,0) segun distintas di-
recciones.

im @ 06Eey?) = lim @V -D)/w = fim €Y 1

(x.y)—>(0,0) w=x24y2 W—0 w—0 1

La reduccion a una variable es valida pues se realizo a través de una funcion continua (polinomio:

X% +y?).

Como el limite existe,\ imponiendo f(0,0) =1 resulta f continuaen el origen\.

Para analizar la derivabilidad en el origen consideramos el versor genérico ©=(u,v) con u®+v?=1
y planteamos:

_ _ h2_ 2_ h2_ _n2
lim f ((0,0)+h (u,v))-f(0,0) _ lim f (hu,hv)-1 _ 1im (e" -1)/he1 _1im e ]3. h _
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
i eh®2h-2h im eh’2 o L™ im eh’4h o
" h0 3h2 " h—>0 3h  h>0 3

Por lo tanto | queda definida f'((0,0),F) = O para todo versor F € R?|.

Nota: Al plantear el limite se tuvo en cuenta que (hu)? + (hv)? = h? pues u? +v? =1.

4. Sea f(x,y)=.In(2x+y-1) definida en su dominio natural D, determine y grafique D vy el con-
junto de puntos S donde resulta f *(x,y) < In(3).

En los puntos del dominio deben ser 2x+y-1>0y In(2x+y-1)>0 = 2x+y-1>1, que tam-
bién cumple con la primera.

Entonces el dominio natural es:

R
D={(x,y)eR?/2x+y =2}, %ﬁ;ﬁ%4
"4-"'--:#-"""'-_-_;
que se representa sombreado en el gréfico de la derecha. - g o
- D
Por su parte, en puntos de D, ‘;;:'Efﬂ
f2(x,y) <In@3) = IN(2x+y-1) <In(3) = 2x+y-1<3 -iﬁ}ﬁ
pues el logaritmo es estrictamente creciente. N
\'“{;.::FF_,_,-F"-‘:_,-H
De donde se obtiene que: %;;ﬂ X
N X
S={(x,y)eR?/2<2x+y<4}, f{%

que se representa rayado en rojo. La recta de ecuacion
2X+Yy =2 estaincluidaen S yen D.
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Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

5. Siendo z = f(x—2y,2y—-x) con f eC(®?), analicesi 2z +z} =0 V(x,y) e R

De acuerdo al enunciado z = f(g(x,y)) con G(x,y) = (x—2y, 2y—x) donde f eC*(%?) por
%f—/

h(x,y)
enunciado y ¢ también por tener componentes polindmicas, entonces podemos aplicar la regla de la

cadena V(x, y) € R?.
Siendo z (x,y) = hi(x,y), zy (X, y) =hy(X,y) y suponiendo que f es funcion de las variables u,v,

resulta:
Dh(x, y) = Df (§(x,y)) Dg(x, y)
@y 7009 = (Rix-2y) x-29) (Y )
(zx(xy) zy(x,y)) = (fi(x=2y)— fy(x-2y) -2fi(x-2y)+2 fy(x-2y))
De donde:
225 (x,Y) = 2fi(x=2y)-21f;(x-2y)
Zy (%, y) = —2fg(x=2y)+2 fy(x-2y)

0

225 (%, Y) +2y (%, Y)

Conclusion: Se cumple que 2z, +zy =0 V(x,y) € R2|,
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Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

TEMA 2

1. Considere la curva C de ecuacion X = (2t+2, t* —t, t?) con teR y sea z, el plano normal a C
en el punto (4,0,1) . Determine cudl es el punto de 7, mas cercano al origen de coordenadas y calcu-
le la distancia desde dicho punto al origen.

Denotando §(t) = (2t+2,t*—t,t%), §(t,) = (4,0,1) para t, =1, con lo cual un vector tangente a la
curvaynormal a 7, en (4,0,1) es g'(1) = (2, 2t -1, 2t)];4 =(2,1,2).

Entonces una ecuacion cartesiana para z, es ((X,Y,z)—(4,0,))-(21,2) =0, es decir,2x+y+2z =10.
El punto de 7, mas cercano al origen se obtiene mediante la interseccion de z, con la recta r, que es
perpendicular a 7, y contiene al origen de coordenadas.

Dado que r, tiene ecuacion X = (0,0,0)+4(2,1,2)=(24,4,24). Enel punto A comun entre r, y 7,
debe cumplirse que 224+1+224 =10 = 1 =10/9, de donde A=(20/9,10/9,20/9) vy la distancia
buscada es la de este punto al origen, esto es: || A—(0,0,0) || = %\/m =10/3.

Respuesta: [El punto de 7z, méas cercano al origen es el (20/9,10/9,20/9) y la distancia es 10/3|.

Nota: También puede plantearse buscando el minimo de la distancia de un punto al origen, es decir de

VX2 +y%+2?, o bien —por ser “\/_” estrictamente creciente— de g(x,y,z) = x? + y? + z°
condicionada a que 2x+Yy+2z =10 (para que el punto pertenezca al plano).

2. Sea h(x,y)=x?y+g(x), donde g queda definida en forma implicita en un entorno de x, =2 me-
diante la ecuacion ux+In(u—x)/x —-6=0. Calcule un valor aproximado de h(2.02,1.98) usando
una aproximacion lineal.

Trabajaremos en el punto A=(X,,Y,)=(2,2) con lo cual, en un entorno de este punto, la aproxima-
cion lineal se obtiene mediante:

h(x,y) =h(A)+hi (A (x-2)+hy (A(y-2)  (*)
Denotando F(x,u) =ux+In(u—x)/x —6, se observa que:

F(2,u,)=u,2+In(u,-2)/2-6=0 < u,=9(2) =3.
—(u—x)"1 x—In(u-x) 1
X2 X (U—x)x
en un entorno de (x,,u,) =(2,3).
Ri@3)=2+5=3=0.
Esto no so6lo confirma lo indicado en el enunciado para la funcion g, sino que permite calcular su de-

IRECIO N P U S
F(2.3) 5/2

De esta manera: h(A) =8+9g(2) =11, hy (A) =[2xy+ 9'(X)](2,2) =8-1=7, hy(A) Z[XZ](z,z) =4,
Reemplazando en (*) resulta h(x,y) =11+7(x—2)+4 (y—2), entonces:
h(2.02,1.98) =11+7(2.02—2) +4 (1.98—2) =11.06|

VE(x,u) = (u+

) que es continuo por tener componentes continuas

rivada g'(2) mediante g'(2) =
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Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

. _ 2x242y2 2 2 .
3. Siendo f(x,y)=(e -1/(2x°+2y°) para (X,y) # (0,0), determine f(0,0) de manera que

f resulte continua en el origen y, en ese caso, analice la derivabilidad de f en (0,0) segun distintas
direcciones.
lim (e2x2+2y2 ~1)/(2x* +2y?) = lim (" -1)/w i im €Y _ 1
(x,y)—(0,0) w=2x2+2y2 W—0 w0 1
La reduccion a una variable es valida pues se realizo a través de una funcién continua (polinomio:
2x% +2y?).
Como el limite existe,\ imponiendo f(0,0) =1 resulta f continuaen el origen\.

Para analizar la derivabilidad en el origen consideramos el versor genérico ©=(u,v) con u®+v?=1
y planteamos:

2 2
—f((0,00+h UV)-T(00) . f(huhv)-1 . (2" )/@eh2)1 . e2h 12np2
lim =lim ———~ == lim = lim —— =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 2h
, 2 2 , 2
i €0 4h-ah @M aa Mg
" h—0 6h2 "~ h—0 6h ) 6 Bl

Por lo tanto | queda definida f'((0,0),F) = O para todo versor F € R?|.

Nota: Al plantear el limite se tuvo en cuenta que 2(hu)? +2(hv)? = 2h? pues u? +v?* =1.

4. Sea f(x,y)=.In(x+2y-1) definida en su dominio natural D, determine y grafique D vy el con-
junto de puntos S donde resulta f *(x,y) < In(3).

En los puntos del dominio deben ser x+2y-1>0 y In(x+2y-1)>0 = x+2y-1>1, que tam-
bién cumple con la primera.

Entonces el dominio natural es:

D={(x,y)eR?/ x+2y=>2},

que se representa sombreado en el gréfico de la derecha.

Por su parte, en puntos de D,
f2(x,y) <IN(3) = In(x+2y-1) <In(3) = x+2y-1<3
pues el logaritmo es estrictamente creciente.

De donde se obtiene que:

S={(x,y)eR?/2<x+2y <4},

que se representa rayado en rojo. La recta de ecuacion
X+2y =2 estaincluidaen S yen D.
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Una resolucién explicada del parcial de 02/07/19

5. Siendo z = f(2x-y, y—2x) con f eC'(%R?), analicesi zj +22} =0 V(x,y) e R°.

De acuerdo al enunciado z= f(g(x,y)) con §(xy)=(2x-y,y—2x) donde f eC'(%?) por
[

h(x,y)
enunciado y ¢ también por tener componentes polindmicas, entonces podemos aplicar la regla de la

cadena V(x, y) € R?.
Siendo z (x,y) = hi(x,y), zy (X, y) =hy(X,y) y suponiendo que f es funcion de las variables u,v,

resulta:
Dh(x, y) = Df (G(x,y)) Dg(x,y)
@y 7009 = (Ri@x-y) fi(y-20)( % 7
(zx(xy) zy(xy)) =2 fi(2x-y)-2 fy(y-2%) —fi(2x-y)+ fy(2x-y))
De donde:
zy (X, Y) = 2fi2x-y)-21;(y-2x)
T 27, (x,y) = 26 (2x—y)+2 fi(y—2%)

0

25 (%, y) +22y(X,y)

Conclusion: Se cumple que z§ +2zy, =0 V(x,y) € R2|
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