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TEMA 1 

1. Sea o  el plano tangente en )5,2,10(  a la superficie   de ecuación )2,,( 2 vuvuvuX +−+=


 con 

2),( vu , halle una ecuación para la recta que contiene a los puntos donde o  interseca a los ejes x  

e y . 
 

Denotando )2,,(),( 2 vuvuvuvuF +−+=


, F


 es diferenciable en 
2  por tener componentes poli-

nómicas. Por otra parte: 

)5,2,10(),( =vuF

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


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. Restando m.a.m )()( bc − 133 =→=→ vv  

Con 1=v  en 3)( =→ ub . Se verifica que el par )1,3(),( oo =vu  satisface las tres ecuaciones, es de-

cir, )5,2,10()1,3( =F


. 

Además 0)7,11,3(

211

116

211

112)1,3()1,3(

)1,3(






−−=

−

=

−

=

kji

u

kji

FF vu  

Con lo cual )7,11,3(o −−=n


 es normal a o  y una ecuación para el plano es: 

0)7,11,3())5,2,10(),,(( =−−−zyx , es decir, 277113 −=−− zyx . 

o  interseca al eje x  en el punto )0,0,(a  con )0,0,9(9273 −=→−=→−= Aaa . 

o interseca al eje y  en el punto )0,,0( b  con )0,11/27,0(11/272711 =→=→−=− Bbb  

La recta que contiene a estos dos puntos admite la ecuación: 

)( ABtAX −+=


 con t  

→+−= )0,11/27,9()0,0,9( tX


)0,11/27,99( ttX −=


 con t . 
 

 

2. Dada 
xyx

xxyxf
−

−=
2

),( , determine y grafique su dominio natural D y el conjunto de nivel 1 de f . 

 

Los puntos ),( yx  pertenecientes a D  deben cumplir con: 

• 


0

)10(

1

)10(0)1(02







−−

x

xx

x

xxxxxx  

• )10()10(0)1(0 −− yxyxyxxyx  

Entonces 

})10()11(/),{( 2 = yxyxyxD  
 

que se representa sombreado en la figura de la derecha. 

  

El conjunto L de nivel 1 de f  está formado por los puntos de D  para los cuales xyxxx −=−2
, es 

decir, xyxyxxyxx ==→=−→= 00)(2 , como los puntos de 0=x  no pertenecen a D ,

}/),{( xyDyxL ==  que se representa en color rojo en la figura. 
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3. Sea C  la curva definida por la intersección de las superficies 1  y 2  cuyas ecuaciones son: 

3: 2
1 =+ zxyx     y    1: 2

2 =− zyx . 

Si or  es la recta tangente a C  en )1,2,1(=P , calcule la distancia entre los dos puntos A  y B  donde 

or  interseca a la superficie de ecuación 2xz = . 

Denotando 3),,( 2 −+= zxyxzyxF   y  1),,( 2 −−= zyxzyxG , vemos que




=

=
=

0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
C , 

cumpliéndose que: 

• 0)()( == PGPF , 

• 
)2,,(),,(

),,2(),,( 2

zxyzyxG

xxzyxzyxF

−=

+=
 son continuos por tener componentes polinómicas, 

• 0)3,12,3(
212

115)()(





−=
−

==

kji

PGPFd . 

Entonces d


 es director de la recta tangente a C  en P , con lo cual una ecuación para or  es: 

)31,122,31()3,12,3()1,2,1(  ++−=−+=X


  con   . 

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 2)31(31  −=+ , es decir, 099 2 =−  . Para lo 

cual debe ser 10 ==  , de donde –reemplazando en la ecuación de or – se obtienen los puntos 

)1,2,1(=A  y )4,14,2(−=B . La distancia entre ellos es 2916291449|||| ==++=− BA . 

 

4. Sea )),((),( yxgfyxh


=  con ),(),( 22 xyyxyxg −=


 y  )2,2(),( uvuvuf += .Calcule una apro-

ximación lineal para )97.1,02.1(h sabiendo que el punto )5,2,1(  pertenece a la superficie de ecuación 

),( yxhz =  con 2),( yx . 
 

Dado que gD


 y f  son continuos en 
2 , f  y g


 son diferenciables en 

2 , se puede derivar la 

composición aplicando la regla de la cadena y también h es diferenciable en todo punto. 

La aproximación lineal en un entorno del punto )2,1( se obtiene mediante la siguiente expresión: 

)2()2,1()1()2,1()2,1(),( −+−+ yhxhhyxh yx          (1) 

Como ))2,1(,2,1()5,2,1( h= , 5)2,1( =h , por otra parte, aplicando la regla de la cadena resulta: 

)2,1(

2

12

2
)1,2()2,1())2,1(())2,1()2,1(()2,1( 









−
===

x

xyx
DfgDgDfhhDh yx


 

)2,1(

2

12

2
))1,2()1,2(())2,1()2,1(( 









−
=

x

xyx
ffhh vuyx  

)88(
12
14)44())2,1()2,1(( =





−

= yx hh  

Reemplazando en (1) resulta: 

)2(8)1(85),( −+−+ yxyxh  

)297.1(8)102.1(85)97.1,02.1( −+−+h  

 

92.4)97.1,02.1( h . 
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5. Dada 234),( 231 +−++= − yyxxyxf  definida en }0/),({ 2 = xyxD , halle los puntos en los 

que la superficie   de ecuación ),( yxfz =  con Dyx ),(  tiene plano tangente horizontal (paralelo 

al plano xy ) y determine en cuáles de dichos puntos el valor de la función es máximo o mínimo rela-

tivo indicando en cada caso el valor del extremo correspondiente. 

 

Dado que 2Cf  en D , por ser un polinomio + cociente de polinomio con denominador no nulo, f es 

diferenciable y su gráfica admite plano tangente en todos sus puntos. Puesta la ecuación de  en la 

forma 0),(

),,(

=−

zyxF

zyxf , 

)1),,(),,((),,( −= yxfyxfzyxF yx  es normal a ella en todo punto )),(,,( yxfyx , 

y el plano tangente será horizontal cuando su normal resulte paralela al )1,0,0( , para ello f  debe 

anularse. 







−=

−= −

yyyxf

xyxf

y

x

63),(

41),(
2

2

.  Puntos con f  nulo (puntos críticos): 

)2,2(y)0,2(,)2,2(,)0,2(
200)2(3

224

063

041 2

2

2

−−→




==→=−→

=−=→=→

=−

=− −

yyyy

xxx

yy

x
 

Entonces, los puntos en los que la superficie tiene plano tangente horizontal son: 

)2,0,2( −− , )6,2,2( −− , )6,0,2(   y  )2,2,2( . 

Ahora analizamos los determinantes hessianos en los puntos críticos: 

 )0,2(−  )2,2(−  )0,2(  )2,2(  

38),( −= xyxfxx  1−  1−  1  1  

0),( = yxfxy  0  0  0  0  

66),( −= yyxfyy  6−  6  6−  6  
 

06
60

01)0,2( =
−

−=−H   con 01)0,2( −=−xxf , entonces 2)0,2( −=−f  es máximo local. 

06
60
01)2,2( −=−=−H , entonces )2,2(−f no es extremo local. 

06
60

01)0,2( −=
−

=H , entonces )0,2(f no es extremo local. 

06
60
01)2,2( ==H   con 01)2,2( =xxf , entonces 2)2,2( =f  es mínimo local. 
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TEMA 2 

1. Sea o  el plano tangente en )5,2,10(  a la superficie   de ecuación )2,,( 2 vuuvvuX +−+=


 con 

2),( vu , halle una ecuación para la recta que contiene a los puntos donde o  interseca a los ejes x  

e y . 
 

Denotando )2,,(),( 2 vuuvvuvuF +−+=


, F


 es diferenciable en 
2  por tener componentes poli-

nómicas. Por otra parte: 

)5,2,10(),( =vuF












=+

=−

=+

)(

)(

)(

52

2

102

c

b

a

vu

uv

vu

. Restando m.a.m )()( bc − 133 =→=→ uu  

Con 1=u  en 3)( =→ vb . Se verifica que el par )3,1(),( oo =vu  satisface las tres ecuaciones, es de-

cir, )5,2,10()3,1( =F


. 

Además 0)7,11,3(

116

211

112

211)3,1()3,1(

)3,1(






−=−=−=

kji

v

kji

FF vu  

Con lo cual )7,11,3(o −=n


 es normal a o  y una ecuación para el plano es: 

0)7,11,3())5,2,10(),,(( =−−zyx , es decir, 277113 =++− zyx . 

o  interseca al eje x  en el punto )0,0,(a  con )0,0,9(9273 −=→−=→=− Aaa . 

o interseca al eje y  en el punto )0,,0( b  con )0,11/27,0(11/272711 =→=→= Bbb  

La recta que contiene a estos dos puntos admite la ecuación: 

  )( ABtAX −+=


 con t  

→+−= )0,11/27,9()0,0,9( tX


)0,11/27,99( ttX −=


 con t . 
 

 

2. Dada 
yyx

yy
yxf

−

−
=

2

),( , determine y grafique su dominio natural D y el conjunto de nivel 1 de f . 

 

Los puntos ),( yx  pertenecientes a D  deben cumplir con: 

• 


0

)10(

1

)10(0)1(02







−−

y

yy

y

yyyyyy  

• )10()10(0)1(0 −− xyxyxyyyx  

Entonces 

})01()11(/),{( 2 = yxyxyxD  
 

que se representa sombreado en la figura de la derecha. 

  

El conjunto L de nivel 1 de f  está formado por los puntos de D  para los cuales yyxyy −=−2 , es 

decir, xyyxyyyxy ==→−→= 0)(2
, como los puntos de 0=y  no pertenecen a D ,

}/),{( xyDyxL ==  que se representa en color rojo en la figura. 
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3. Sea C  la curva definida por la intersección de las superficies 1  y 2  cuyas ecuaciones son: 

3: 2
1 =+ zyyx     y    1: 2

2 =− zyx . 

Si or  es la recta tangente a C  en )1,1,2(=P , calcule la distancia entre los dos puntos A  y B  donde 

or  interseca a la superficie de ecuación 2yz = . 

Denotando 3),,( 2 −+= zyyxzyxF   y  1),,( 2 −−= zyxzyxG , vemos que




=

=
=

0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
C , 

cumpliéndose que: 

• 0)()( == PGPF , 

• 

)2,,(),,(

),2,(),,( 2

zxyzyxG

yzyxyzyxF

−=

+=
 son continuos por tener componentes polinómicas, 

• 0)3,3,12(

221

151)()(





−−=

−

==

kji

PGPFd . 

Entonces d


 es director de la recta tangente a C  en P , con lo cual una ecuación para or  es: 

)31,31,122()3,3,12()1,1,2(  −+−=−−+=X


  con   . 

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 2)31(31  +=− , es decir, 099 2 =+  . Para lo 

cual debe ser 10 −==  , de donde –reemplazando en la ecuación de or – se obtienen los puntos 

)1,1,2(=A  y )4,2,14( −=B . La distancia entre ellos es 2916299144|||| ==++=− BA . 

 

4. Sea )),((),( yxgfyxh


=  con ),(),( 22 yxyxyxg −=


 y )2,2(),( vvuvuf += .Calcule una apro-

ximación lineal para )02.1,97.1(h sabiendo que el punto )5,1,2(  pertenece a la superficie de ecuación 

),( yxhz =  con 2),( yx . 
 

Dado que gD


 y f  son continuos en 
2 , f  y g


 son diferenciables en 

2 , se puede derivar la 

composición aplicando la regla de la cadena y también h  es diferenciable en todo punto. 

La aproximación lineal en un entorno del punto )1,2( se obtiene mediante la siguiente expresión: 

)1()1,2()2()1,2()1,2(),( −+−+ yhxhhyxh yx          (1) 

Como ))1,2(,1,2()5,1,2( h= , 5)1,2( =h , por otra parte, aplicando la regla de la cadena resulta: 

)1,2(

2 2

21
)2,1()1,2())1,2(())1,2()1,2(()1,2( 







 −
===

yxy

y
DfgDgDfhhDh yx


 

)1,2(

2 2

21
))2,1()2,1(())1,2()1,2(( 







 −
=

yxy

y
ffhh vuyx  

)88(
41
21)44())1,2()1,2(( =




 −= yx hh  

Reemplazando en (1) resulta: 

)1(8)2(85),( −+−+ yxyxh  

)102.1(8)297.1(85)02.1,97.1( −+−+h  

92.4)02.1,97.1( h . 
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5. Dada 234),( 231 +−++= − xxyyyxf  definida en }0/),({ 2 = yyxD , halle los puntos en los 

que la superficie   de ecuación ),( yxfz =  con Dyx ),(  tiene plano tangente horizontal (paralelo 

al plano xy ) y determine en cuáles de dichos puntos el valor de la función es máximo o mínimo rela-

tivo indicando en cada caso el valor del extremo correspondiente. 

 

Dado que 2Cf  en D , por ser un polinomio + cociente de polinomio con denominador no nulo, f es 

diferenciable y su gráfica admite plano tangente en todos sus puntos. Puesta la ecuación de  en la 

forma 0),(

),,(

=−

zyxF

zyxf , 

)1),,(),,((),,( −= yxfyxfzyxF yx  es normal a ella en todo punto )),(,,( yxfyx , 

y el plano tangente será horizontal cuando su normal resulte paralela al )1,0,0( , para ello f  debe 

anularse. 







−=

−=
−2

2

41),(

63),(

yyxf

xxyxf

y

x
.  Puntos con f  nulo (puntos críticos): 

)2,2(y)2,2(,)2,0(,)2,0(
200)2(3

224

063

041 2

2

2

−−→




==→=−→

=−=→=→

=−

=− −

xxxx

yyy

xx

y
 

Entonces, los puntos en los que la superficie tiene plano tangente horizontal son: 

)2,2,0( −− , )6,2,0( , )6,2,2( −−   y  )2,2,2( . 

Ahora analizamos los determinantes hessianos en los puntos críticos: 

 )2,0( −  )2,0(  )2,2( −  )2,2(  

66),( −= xyxfxx  6−  6−  6  6  

0),( = yxfxy  0  0  0  0  

38),( −= yyxf yy  1−  1 1−  1  
 

06
10

06
)2,0( =

−

−
=−H   con 06)2,0( −=−xxf , entonces 2)2,0( −=−f  es máximo local. 

06
10

06
)2,0( −=

−
=H , entonces )2,0(f  no es extremo local. 

06
10

06
)2,2( −=

−
=−H , entonces )2,2( −f  no es extremo local. 

06
10

06
)2,2( ==H   con 06)2,2( =xxf , entonces 2)2,2( =f  es mínimo local. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


