Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

TEMA1

1. Sea r, el plano tangente en (10, 2, 5) a la superficie £ de ecuacion X = (u®+v,u—v, u+2v) con
(u,v) € R?, halle una ecuacion para la recta que contiene a los puntos donde 7, interseca a los ejes x
ey.

Denotando F(u,v) = (u?+v,u—v,u+2v), F es diferenciable en R? por tener componentes poli-
noémicas. Por otra parte:
u?+v=10 (a)
F(u,v) =(10,2,5) < {u-v=2 (b).Restando m.am(c)—(b) > 3v=3 >v=1
u+2v=>5 (c)
Con v=1en (b) »>u=3. Se verifica que el par (u,,v,) =(31) satisface las tres ecuaciones, es de-
cir, F(3,1) = (10, 2, 5).

i
Ademés F|(3)xF/(31) =2u 1

1 -1

i
1
-1

=(3,-11,-7)#0

N P X

v
=16
1

N P X

(31)

Con lo cual i, =(3,-11,—7) esnormal a 7, y una ecuacion para el plano es:

((x,y,2)—(10,2,5))-(3,-11,—7) =0, es decir, 3x-11y—-7z=-27.
7, interseca al eje x en el punto (a,0,0) con 3a =-27 »>a=-9—>A=(-9,0,0).
m,interseca al eje y enel punto (0,b,0) con —11b =-27 - b=27/11— B = (0,27/11,0)
La recta que contiene a estos dos puntos admite la ecuacion:

X = A+t(B—A) conteR

X =(-9,0,0)+t(9,27/11,0) - |X = (9t-9, 27/11t, 0) con t eR|.

2. Dada f(x,y)=-F X2 X , determine y grafique su dominio natural Dy el conjunto de nivel 1 de f .

XY =X

Los puntos (x,y) pertenecientesa D deben cumplir con: Vi
' L

e X°=x20 & x(Xx-1) 20 (X20A X2 v (X<O0A X<1)

x>1 x<0 L

e XYy—X>0 = Xx(y-D)>0=(xX>0Ay>D)v(X<0Ay<]
Entonces

P e mma - -
I
[
1
i
:
|
L

D={(x,y)eR?/ (x=1Ay>1) v (x<0Ay<l)}

que se representa sombreado en la figura de la derecha.

El conjunto L de nivel 1 de f esta formado por los puntos de D para los cuales x> —x = Xy —X, €s
decir, xX*=xy > x(x—y)=0—>x=0v y=x, como los puntos de x=0 no pertenecen a D,
IL={(x,y) e D/ y = x}| que se representa en color rojo en la figura.
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Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

3. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies £, y X, cuyas ecuaciones son:
>, o x2y+xz=3 y Z,:xy-z?=1,
Si r, es larectatangentea C en P = (1,2,1), calcule la distancia entre los dos puntos A y B donde
r, interseca a la superficie de ecuacion z = x2.

o ~ e 2 _JF(Xy,2)=0
Denotando F(x,y,z2)=x"y+xz-3 'y G(X,y,z)=xy—-z"-1, vemos queC = {G(x, y,2)=0"
cumpliéndose que:

« F(P)=G(P)=0,

VE(X,Y,2) = (2Xxy+2z, X*, X)
VG(x,y,2)=(Y, X,—22)

son continuos por tener componentes polindémicas,

k
. d=VF(P)xVG(P)=5 1|=(-3,12,3) #0.
2 1 -2

e

Entonces d es director de la recta tangente a C en P, con lo cual una ecuacién para r, es:

X =021 +4(-312,3) = (1-34,2+124,1+31) con AeR.
Esta recta interseca a la superficie dada cuando 1+34 = (1-31)?, es decir, 942 -9 =0. Para lo
cual debe ser 2 =0 v 4 =1, de donde —reemplazando en la ecuacion de r,— se obtienen los puntos

A=(121) y B=(-214,4). Ladistancia entre ellos es ||| A— B|| = +/9+144 + 9 = /162 = 9/2|.

4. Sea h(x,y) = f(g(x,y)) con G(x,y)=(xy,y-x?)y Vf(u,v)=(u+2v,2u).Calcule una apro-
ximacion lineal para h(1.02, 1.97) sabiendo que el punto (1,2,5) pertenece a la superficie de ecuacion

z=h(x,y) con (x,y) e R?.

Dado que DG y Vf son continuos en R, f y § son diferenciables en R?, se puede derivar la

composicion aplicando la regla de la cadena y también hes diferenciable en todo punto.
La aproximacion lineal en un entorno del punto (1,2) se obtiene mediante la siguiente expresion:

h(x,y) =h(@,2) +h (1,2) (x-1) + hy (1.2) (y — 2) 1)
Como (1,2,5) =(1,2,h(1,2)), h(1,2) =5, por otra parte, aplicando la regla de la cadena resulta:

Dh(1,.2) = (hy(L,2) hj(1,2)) = Df (§(1,2)) DG (L2) = Df (2,) (ZXY ij
-2x 1 1.2)

' ’ o , 2Xy x?
(hx@.2) hy(1,2)) = (fy(2) fy(21)) (—ZX 1 ](1,2)

(h@2) hya2) =4 4)( %4 1)-@9)
Reemplazando en (1) resulta:

h(x,y) 25+8(x-1)+8(y-2)
h(1.02,1.97) = 5+8(1.02-1) +8(1.97 - 2)

h(1.02,1.97) = 4.92]
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Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

5. Dada f(x,y)=x+4x"+y>-3y?+2 definida en D ={(x,y) e R?/x = 0}, halle los puntos en los
que la superficie ~ de ecuacion z = f(x,y) con (X,y) € D tiene plano tangente horizontal (paralelo
al plano Xy ) y determine en cuales de dichos puntos el valor de la funcion es maximo o minimo rela-
tivo indicando en cada caso el valor del extremo correspondiente.

Dado que f e C%en D, por ser un polinomio + cociente de polinomio con denominador no nulo, f es
diferenciable y su grafica admite plano tangente en todos sus puntos. Puesta la ecuacion de Xen la
forma f(x,y)—z =0,
| N —

F(x,y,2)

VE(X,y,2) = (fx(x,y), fy(x,y),—1) esnormal a ella en todo punto (x,y, f(x,y)) € Z,
y el plano tangente sera horizontal cuando su normal resulte paralela al (0,0,1), para ello Vf debe
anularse.

fr(x,y) =1—4x2 »
{ x(%Y) . Puntos con Vf nulo (puntos criticos):

fy(x,y) =3y* -6y

1-4x2=0 H5x’=4 > x=-2vx=2
— (-2,0), (-2,2), (2,0) y (2,2
{3y2—6y=0 —>3y(y-2)=0>y=0vy=2 (=2.0),(=2.2),(2.0) y (2.2)
Entonces, los puntos en los que la superficie tiene plano tangente horizontal son:
(=2,0-2)|((-2,2,-6)[|(2,0,6)| y [(2.2,2)]
Ahora analizamos los determinantes hessianos en los puntos criticos:
(_21 0) (_2! 2) (21 0) (21 2)
(X y)=8x" -1 -1 1 1
fay (X, y) =0 0 0 0 0
fyy(x,y)=6y-6| -6 6 -6 | 6

H(-2,0) = ‘_01 —06‘ =6>0 con fi(-2,00=-1<0, entonces‘ f (-2,0) = —2 es maximo locall.

H(-2,2) = ‘_01 g‘ =-6<0, entonces f(—2,2)no es extremo local.

H(2,0) = ‘(1) —06‘ =—-6<0, entonces f(2,0)no es extremo local.

H(2,2) = ‘(1) g =6>0 con f(2,2)=1>0, entonces ‘ f(2,2) =2 es minimo local,.
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Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

TEMA 2

1. Sea 7, el plano tangente en (10, 2, 5) a la superficie = de ecuacion X = (u+v?,v—u, 2u+v) con
(u,v) € R?, halle una ecuacion para la recta que contiene a los puntos donde 7, interseca a los ejes x
ey.

Denotando F(u,v) = (u+Vv?,v—u,2u+v), F es diferenciable en R? por tener componentes poli-
noémicas. Por otra parte:
u+v? =10 (a)
F(u,v) = (10,2,5) < {v—u=2 (b). Restando m.am(c)—(b) > 3u=3—>u=1
2u+v =5 (c)
Con u=1en (b) »>v=3. Se verifica que el par (u,,v,) = (1,3) satisface las tres ecuaciones, es de-
cir, F(1,3) = (10, 2, 5).

i ]k i ] ok
Ademas Fj(13)xF/13) =[1 -1 2 =]1 -1 2/=(-3,11,7)=0
2v 1 1(1’3) 6 1 1

Con lo cual i, =(—3,11,7) esnormal a 7, y una ecuacion para el plano es:
((x,y,2)—(10,2,5))-(-311,7) =0, es decir, —3x+1ly+7z =27.
7, interseca al eje x en el punto (a,0,0) con —3a =27 »a=-9—>A= (-9,0,0).
7, interseca al eje y enel punto (0,b,0) con 11b =27 - b=27/11— B = (0,27/11,0)
La recta que contiene a estos dos puntos admite la ecuacion:

X = A+t(B—A) conteR

X =(-9,0,0)+1t(9,27/11,0) —»|X = (9t-9, 27/11t, 0) con t eR|.

2. Dada f(x,y) =%y2_y
Xy—-y

, determine y grafique su dominio natural Dy el conjunto de nivel 1 de f .

Los puntos (x,y) pertenecientes a D deben cumplir con: ¥i :
; ks

c YV oy20 <o y(y-1)20<=(y=0A y=21)v(y<0a y<1) ; |

y>1 y<0 T '

e Xy—-y>0=yXxX-)>0<=(y>0Ax>Dv(y<0ax<l
Entonces

D={(x,y)eR?/ (x>1Ay=21) v (x<lay<0)}

que se representa sombreado en la figura de la derecha.

El conjunto L de nivel 1 de f est4 formado por los puntos de D para los cuales y? —y = xy—y, es
decir, y?=xy—>y(y—x) > y=0 v y=x, como los puntos de y=0 no pertenecen a D,
\L ={(x,y)eD/y= x}‘ que se representa en color rojo en la figura.
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Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

3. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies £, y X, cuyas ecuaciones son:
i xy?l+yz=3 y X,:xy-—-z?=1.
Si r, es larectatangentea C en P =(2,11), calcule la distancia entre los dos puntos A y B donde

r, interseca a la superficie de ecuacion z = y?.

o ~ e 2 _JF(Xy,2)=0
Denotando F(X,y,2)=xy“+yz-3 'y G(x,y,z)=xy-z"~-1, vemos q“ec_{e(x,y,z)ZO’
cumpliéndose que:
. FMP)=G(P)=0,
.
. VR y.2)=(y", 2xy+2,) son continuos por tener componentes polindmicas,
VG(X,y,Z) = (y; X’ _22)

i j Kk
. d=VF(P)xVG(P)=[l 5 1|=(-12,3,-3)=0.
1 2 -2

Entonces d es director de la recta tangente a C en P, con lo cual una ecuacién para r, es:

X =(2,1)+1(-12,3,-3) = (2-124,1+31,1-31) con LeR.
Esta recta interseca a la superficie dada cuando 1-34 = (1+31)?, es decir, 942 +94 =0. Para lo
cual debe ser 2 =0 v A =-1, de donde —reemplazando en la ecuacion de r,— se obtienen los puntos

A=(211) y B=(14,—2,4). Ladistancia entre ellos es ||| A— B || = v144 + 9 +9 = /162 = 94/2|.

4. Sea h(x,y)= f(g(xy)) con §(xy)=(x-y?, xy?) y Vf(u,v)=(2u+v, 2v).Calcule una apro-
ximacion lineal para h(1.97, 1.02) sabiendo que el punto (2,1,5) pertenece a la superficie de ecuacion

z=h(x,y) con (x,y) e R?.

Dado que DG y Vf son continuos en R, f y § son diferenciables en R?, se puede derivar la

composicion aplicando la regla de la cadena y también h es diferenciable en todo punto.
La aproximacion lineal en un entorno del punto (2,1) se obtiene mediante la siguiente expresion:

h(x,y) = h(21) + h (21) (x - 2) + h{, (21) (y - 1) (1)
Como (2,1,5) =(21,h(2,1)), h(21) =5, por otra parte, aplicando la regla de la cadena resulta:

Dh(2,1) = (hy(2,2) hg,(2,1)) =Df (§(2,0) Dg(2,1) = Df (1,2) ( 12 —2yj
y© 2Xxy 2.)

| ' o , 1 -2y
(hx(21) hy(21) = (fiL2) fy(1.2) (yz 2ny(2,1)

(@D by 2= (4 4(1 2)-(89

Reemplazando en (1) resulta:
h(x,y) 2 5+8(x—2)+8(y-1)
h(1.971.02) = 5+8(1.97-2)+8(1.02-1)

h(1.971.02) = 4.92|
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Una resolucion explicada del parcial de 10/12/19

5. Dada f(x,y)=y+4y ™ +x®-3x%+2 definida en D ={(x,y) e R?/y = 0}, halle los puntos en los
que la superficie ~ de ecuacion z = f(x,y) con (X,y) € D tiene plano tangente horizontal (paralelo
al plano Xy ) y determine en cuales de dichos puntos el valor de la funcion es maximo o minimo rela-
tivo indicando en cada caso el valor del extremo correspondiente.

Dado que f € C?en D, por ser un polinomio + cociente de polinomio con denominador no nulo, f es
diferenciable y su grafica admite plano tangente en todos sus puntos. Puesta la ecuacion de X en la
forma f(x,y)—z =0,
| N —

F(x,y,2)

VE(X,Y,2) = (e (X, Y), f;,(x, y),—1) es normal a ella en todo punto (x,y, f(X,y))eZ,
y el plano tangente sera horizontal cuando su normal resulte paralela al (0,0,1), para ello Vf debe
anularse.

fr(x,y) =3x% —6Xx _
{ x(%.Y) . Puntos con Vf nulo (puntos criticos):

fy(xy)=1-4y~?
— -2 = 2 = = — =
. 24y 0 =y =4->y=-2vy=2 5 (0,-2),(0,2), (2-2)y (2,2)
3X“—=6x=0 —>3x(x-2)=0 >x=0vx=2
Entonces, los puntos en los que la superficie tiene plano tangente horizontal son:

(0-2,-2)|,/(0,2,6)],|2-2-6)| y [(2.2,2)]

Ahora analizamos los determinantes hessianos en los puntos criticos:

0-2)] 02 [ 2-2)1] (22
fx (X, y)=6x-6 | —6 -6 6 6
fay (%, y) =0 0 0 0 0
foy (X y) =8y~ -1 1 -1 1

H(0,-2) =

0
‘:6>0 con fy(0,~2)=—6<0, entonces | f(0,—2) =—2 es maximo locall.

-6 0
H(0,2) = =—-6<0, entonces f(0,2) no es extremo local.
0 1

6 0
H(2,-2) = =—-6<0,entonces f(2,—2) no es extremo local.
0 -1

6 0
H(z,z)z‘o 1‘=6>0 con f)g((2,2)=6>0,entonces‘f(Z,Z):Z es minimo local|.
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