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TEMA 1 

1. Calcule el flujo de f


 a través de la superficie abierta   de ecuación 225 yxz −−=  con 1z , 

sabiendo que )23,)(,)((),,( +−+= zzyxzxyzyxf 


 con )( 31 Cf


. Indique gráficamente có-

mo ha decidido orientar a  . 

 

Dado que se desconoce la expresión de  , pero es posible calcular 

la divergencia de f


 que resulta: 

33)()(),,( =+−= zzzyxf 


 

y )( 31 Cf


, es posible realizar una conveniente aplicación del 

teorema de Gauss calculando el flujo a través de la superficie fron-

tera D  del cuerpo D  definido por 2251 yxz −− , ver grá-

fico. En este caso: 

 
=

D D
dzdydxdnf 3


 

           =+





 D
dzdydxdnfdnf 3

1




    )(  

 

 
 

1  (parte del plano 1=z ) está 

rayada en color rojo 

 

Pues 1=D , donde 1  es el trozo de plano de ecuación 1=z  que permite “cerrar a  ” defi-

niendo el cuerpo D . En el gráfico se indican las orientaciones de ambas superficies (salientes de D ).  


  indica orientación de   hacia 

+z (la elegida para  ) y 



1

 indica orientación de 1  hacia 
−z . 

La curva común a   y 1  es 




=

=+






=

−−==
1

4

1

5
2222

z

yx

z

yxzC , de donde la proyección de am-

bas superficies y el cuerpo D  contra el plano xy  es el círculo xyD  definido por 422 + yx . 

 

Entonces  2025)5()1,0,0()1,,( 2

1

−=−=−=−= 



xyxy

DD
dydxdydxyxfdnf


 

Mientras que   −−−==
−−

xyxy
DD

yx

D
dydxyxdzdydxdzdydx )15(333 22

225

1
. Cam-

biando a coordenadas polares queda: 

)75(23

])5([

)15(33 2/32/3

22/32

2 2

0

2

0

2
0

2

0 3
75

2
1

3
1

−==

−−−

−−=  
− 


d

rr

drrrddzdydx
D   

 

 

Con lo cual, reemplazando en )(  resulta: 

)75(220 2/3 −=−



dnf


 

Respuesta:   )35(2 2/3 +=



dnf


. 
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2. Dada la familia de curvas planas de ecuación Cyx =+ 22 2 , calcule la longitud de la curva pertene-

ciente a la familia ortogonal entre los puntos )0,0(  y )2,1( . 
 

Comenzamos obteniendo la ec. dif. de la flia. dato: 





=+→=+

=+

dato flia. la de dif. Ec.02042

2 22

yyxyyx

Cyx
 

Reemplazando y  por y− /1  resulta:  0/2 =− yyx   Ec dif. de la flia. Ortogonal. 

Operando desde esta última: y
dx
dy

x 2= , de donde ⎯⎯⎯ →⎯=
egrando

x
dx

y
dy int

2  Axy += ||ln2||ln , o 

bien, 
22

2

||||
||ln

xeyxeyeey
C

x AAA =→=→= . Es decir, 2xCy =  es la ecuación de la familia or-

togonal a la dada como dato. 

En particular, la curva de ecuación 22 xy =  es la que pasa por los puntos dados y admite la ecuación 

vectorial 





)(

)2,( 2

xg

xxX =  con 10  x . Con )4,1()( xxg =


 continua en   y por lo tanto en ]1,0[

(componentes continuas: constante y polinómica). 

Su longitud puede calcularse mediante  +=+=
1

0

1

0

1 22

0
16/14161||)(|| dxxdxxdxxg


, integral 

del tipo  + dxxa 22  que se puede obtener de una tabla de integrales. 

Entonces la longitud buscada es:  

8/)4(senh)]4(senh16/1[416/14 11

32
12

2
12

2/17
1
0

1

0

−−
+=++=+ xxxdxx  

Dado que )1ln()(senh 21 ++=− aaa , la respuesta también puede expresarse mediante el “ ln ”. 

Respuesta: 8/)174ln(8/)4(senh 2/172/17
1 + ++
−  

 

 

3. Calcule la masa del cuerpo D  cuyos puntos cumplen con 1|1|,42 − yzx , si su densidad en 

cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xy . 

=
D

dzdydxzyxD ),,()(Masa  , donde la densidad de masa es 

zkzkzyx == ||),,(  pues todos los puntos de D  tienen coor-

denada 0z  y 0k  es la constante de proporcionalidad. 

Por su parte 1111|1| −−− yy , es decir 20  y .  

De esta manera, observando el gráfico, la proyección del cuerpo 

sobre el plano xy  es xyD  definido por: 20,22 − yx . 
 

Entonces:  

kxxk

dxxkdyxdxkdzzdydxkdzdydxzkD
xD

5
256

2
1

2
1

2
2

22

0

242

0

2

]5/16[

)16(2)16()(Masa

5

2

44

222

=−=

=−=−===

−

 −−−  

Respuesta: kD
5

256)(Masa = . 
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4. Dada ))(,)((),( 22 yxgyyxgyxyxf −+−−−=


 con )( 21 Cf


, calcule la circulación de f


 a lo 

largo de la frontera de la región plana definida por 22 91 xyx −+ . Indique gráficamente cómo es 

la orientación que ha elegido para realizar la circulación. 
 

Considerando que )),(,),((),( yxQyxPyxf =


, ya que )( 21 Cf


, po-

demos aplicar el teorema de Green: 

 −=+ D yxD
dydxPQsdf )(


 

donde D  es la región plana que es dato, 
+D  representa a su frontera re-

corrida en sentido positivo (ver orientación en el gráfico) y 

yyxgyyxgyxPyxQ yx 2)]1()(2[)(),(),( =−−−−−−=−  
 

 

2
2

2

2

9

1

2

2
]3/4[20])1()9[(22 3

2

2222
2

2

)4(20

−−

−

+−+
−=+−−=== 

−

xxdxxxdyydxdydxysdf

x

x

xDD   


 

Respuesta: 3/640= +D
sdf


. 

 

5. Sea o  el plano tangente en )3/2,1,1(  a la superficie de ecuación )3/)226(,,( vvuvvuX −−=


 con 

2),( vu . Calcule el área del trozo de o  limitado por su intersección por los planos coordenados. 

Denotando )3/)226(,,(),( vvuvvuvuF −−=


, )( 21 CF


 por tener componentes polinómicas. 

Como )3/2,1,1()3/)226(,,(),( 00000000 =−−= vvuvvuvuF


)1,1(),( 00 = vu , )3/2,1,1(  es punto 

simple de la superficie y  

0)1,3/2,3/2(
3/411
3/201

3/)22(1

3/20][

)1,1(

)1,1(0 =
−
−=

−−

−==

kji

uu

vv

kji

FFn vu




, 

con lo cual )3/2,1,1(  también es punto regular, siendo )1,3/2,3/2(0 =n


 un vector normal a o . 

Así, una ecuación para o  es 0)1,3/2,3/2())3/2,1,1(),,(( =−zyx , es decir 6322 =++ zyx . 
 

El trozo de plano del cual se pide el área puede expresarse en la forma: 

  




),(

)3/)226(,,(

yxG

yxyxX −−=    con  xyDyx ),(  

según puede observarse en el gráfico. 

Con lo cual )1,3/2,3/2(
3/210
3/201 =

−
−=

kji

GG yx




  ),( yx ,  

 

 

 

 

 

 

 

siendo 3/17|||| = yx GG


.  

Entonces, 17
2

3

2

33

3
17

)(área
3
17||||área ====  xyD yx D

xy

dydxGG


 

Respuesta: 17
2
3área = . 
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TEMA 2 

1. Calcule el flujo de f


 a través de la superficie abierta   de ecuación 228 yxz −−=  con 2z , 

sabiendo que )32,)(2,)((),,( 2 +−+= zzyxxzxyzyxf 


 con )( 31 Cf


. Indique gráficamente 

cómo ha decidido orientar a  . 

 

Dado que se desconoce la expresión de  , pero es posible calcular 

la divergencia de f


 que resulta: 

22)(2)(2),,( =+−= zxzxzyxf 


 

y )( 31 Cf


, es posible realizar una conveniente aplicación del 

teorema de Gauss calculando el flujo a través de la superficie fron-

tera D  del cuerpo D  definido por 2282 yxz −− , ver grá-

fico. En este caso: 

 
=

D D
dzdydxdnf 2


 

           =+





 D
dzdydxdnfdnf 2

1




    )(  

 

 
 

1  (parte del plano 2=z ) está 

rayada en color rojo 

 

Pues 1=D , donde 1  es el trozo de plano de ecuación 2=z  que permite “cerrar a  ” defi-

niendo el cuerpo D . En el gráfico se indican las orientaciones de ambas superficies (salientes de D ).  


  indica orientación de   hacia 

+z (la elegida para  ) y 



1

 indica orientación de 1  hacia 
−z . 

La curva común a   y 1  es 




=

=+






=

−−==
2

4

2

8
2222

z

yx

z

yxzC , de donde la proyección de am-

bas superficies y el cuerpo D  contra el plano xy  es el círculo xyD  definido por 422 + yx . 

 

Entonces  2827)7()1,0,0()2,,( 2

1

−=−=−=−= 



xyxy

DD
dydxdydxyxfdnf


 

Mientras que   −−−==
−−

xyxy
DD

yx

D
dydxyxdzdydxdzdydx )28(222 22

228

2
. Cam-

biando a coordenadas polares queda: 

)2088(2

])8([

)28(22
3
4

3
12)18(8

3
1

2

0

2

0

2
0

2

0

22/32

2 −==

−−−

−−=  
−−




d

rr

drrrddzdydx
D   

 

 

Con lo cual, reemplazando en )(  resulta: 

)2088(28
3
4 −=−




dnf


 

Respuesta:   )188(
3
4 +=




dnf


. 
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2. Dada la familia de curvas planas de ecuación Cyx =+ 222 , calcule la longitud de la curva pertene-

ciente a la familia ortogonal entre los puntos )0,0(  y )1,3( . 

 

Comenzamos obteniendo la ec. dif. de la flia. dato: 





=+→=+

=+
dato flia. la de dif. Ec.02024

2 22

yyxyyx

Cyx
 

Reemplazando y  por y− /1  resulta:  0/2 =− yyx   Ec dif. de la flia. Ortogonal. 

Operando desde esta última: y
dx
dy

x =2 , de donde ⎯⎯⎯ →⎯=
egrando

x
dx

y
dy int

2  Axy += ||ln||ln2 , o 

bien, 
22

2

||||
||ln

yexyexeex

C

y AAA


−−− =→=→= . Es decir, 2yCx=  es la ecuación de la familia 

ortogonal a la dada como dato. 

En particular, la curva de ecuación 23 yx =  es la que pasa por los puntos dados y admite la ecuación 

vectorial 





)(

),3( 2

yg

yyX =  con 10  y . Con )1,6()( yyg =


 continua en   y por lo tanto en ]1,0[

(componentes continuas: constante y polinómica). 

Su longitud puede calcularse mediante  +=+=
1

0

1

0

1 22

0
36/16361||)(|| dyydyydyyg


, integral 

del tipo  + dxxa 22  que se puede obtener (cambiando x  por y ) de una tabla de integrales. 

Entonces la longitud buscada es:  

)6(senh2/37)]6(senh36/1[636/16 11

72
12

2
12

12
11

0

1

0

−− +=++=+ yyydyy  

Dado que )1ln()(senh 21 ++=− aaa , la respuesta también puede expresarse mediante el “ ln ”. 

Respuesta: 12/)376ln(12/)6(senh 2/372/37
1 + ++
−  

 

3. Calcule la masa del cuerpo cuyos puntos cumplen con 2|2|,40 2 −− yxz , si su densidad en 

cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xz . 
 

Ya que 2222|2| −−− yy , resulta 40  y .   

=
D

dzdydxzyxD ),,()(Masa  , donde la densidad de masa es 

ykykzyx == ||),,(  pues todos los puntos de D  tienen coor-

denada 0y  y 0k  es la constante de proporcionalidad. 

De esta manera, observando el gráfico, la proyección del cuerpo 

sobre el plano xy  es xyD  definido por: 40,22 − yx . 

 
Entonces:  

2
2

]2/[

4

0

2

2

4

0

4

0

2

2
]3/4[8)4()(Masa 3

84
0

2

2
2

−

−
−=−===

=

−−  xxkdyydxxkdzdyydxkdzdydxykD

y

x

D 
 

Respuesta: kD
3

256)(Masa = . 
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4. Dada ))(2,)(3(),( 2 xygyxygyxyxf −+−−−=


 con )( 21 Cf


, calcule la circulación de f


 a lo 

largo de la frontera de la región plana definida por 22 102 xyx −+ . Indique gráficamente cómo 

es la orientación que ha elegido para realizar la circulación. 

 

Considerando que )),(,),((),( yxQyxPyxf =


, ya que )( 21 Cf


, po-

demos aplicar el teorema de Green: 

 −=+ D yxD
dydxPQsdf )(


 

donde D  es la región plana que es dato, 
+D  representa a su frontera 

recorrida en sentido positivo (ver orientación en el gráfico) y 

yxygyxygyxPyxQ yx 2)](2[)(),(),( =−−−−−−=−  
 

 

2
2

2

2

10

2

2

2
]896[])2()10[(22 3

2

2222
2

2

2496

−−

−

+−+
−=+−−=== 

−

xxdxxxdyydxdydxysdf

x

x

xDD   


 

Respuesta: 256= +D
sdf


. 

 

5. Sea o  el plano tangente en )3/2,1,1(  a la superficie de ecuación )3/)226(,,( vuvvuvX −−=


 con 

2),( vu . Calcule el área del trozo de o  limitado por su intersección por los planos coordenados. 

Denotando )3/)226(,,(),( vuvvuvvuF −−=


, )( 21 CF


 por tener componentes polinómicas. 

Como )3/2,1,1()3/)226(,,(),( 00000000 =−−= vuvvuvvuF


)1,1(),( 00 = vu , )3/2,1,1(  es punto 

simple de la superficie y  

0)1,3/2,3/2(
3/411
3/210

3/)22(1

3/20][

)1,1(

)1,1(0 −−−=
−
−=

−−

−==

kji

uu

vv

kji

FFn vu




, 

con lo cual )3/2,1,1(  también es punto regular, siendo )1,3/2,3/2(0 −−−=n


 un vector normal a o

. 

Así, una ecuación para o  es 0)1,3/2,3/2())3/2,1,1(),,(( =−−−−zyx , es decir 6322 =++ zyx . 
 

El trozo de plano del cual se pide el área puede expresarse en la forma: 

  




),(

)3/)226(,,(

yxG

yxyxX −−=    con  xyDyx ),(  

según puede observarse en el gráfico. 

Con lo cual )1,3/2,3/2(
3/210
3/201 =

−
−=

kji

GG yx




  ),( yx ,  

 

 

 

 

 

 

 

siendo 3/17|||| = yx GG


.  

Entonces, 17
2

3

2

33

3
17

)(área
3
17||||área ====  xyD yx D

xy

dydxGG


 

Respuesta: 17
2
3área = . 

 

 D  

y 

x 

z 

3 
3 

2 


