Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

TEMA1

1. Calcule el flujo de f a través de la superficie abierta £ de ecuacién z =y5-x>—y? con z >1,

sabiendo que f(x,y,z) = (y+x@(z), x—yo(z),3z+2) con f eCH(R®). Indique graficamente co-
mo ha decidido orientar a X .

Dado que se desconoce la expresion de ¢, pero es posible calcular
la divergencia de f que resulta:

V-f(xy,2) = 0(z)-p(z) +3=3
y feC'(®®), es posible realizar una conveniente aplicacién del
teorema de Gauss calculando el flujo a través de la superficie fron-

tera oD del cuerpo D definido por 1<z <+/5—x%—y? , ver gra- -

fico. En este caso:
ﬁaD f.-ndo= jﬁDs dx dy dz
X, (parte del plano z =1) esta

IIZT fon do_+ﬂzl¢ fondo= .[UDS dxdydz - (+) rayada en color rojo

Pues 6D =X UZ,, donde X, es el trozo de plano de ecuacion z =1 que permite “cerrar a X defi-
niendo el cuerpo D . En el grafico se indican las orientaciones de ambas superficies (salientes de D).
ZT indica orientacion de T hacia z* (la elegida para )y 21i indica orientacion de X, hacia z~.

] 2 2 2,2 _
Lacurvacomina T y %, es C:{Z = 15_X Y = {); +1y =4 de donde la proyeccién de am-
z= =

bas superficies y el cuerpo D contra el plano xy es el circulo Dyy definido por x* +y® < 4.

Entonces jjz f-ndo= ij f(x,y1)-(0,0,~1) dxdy = ij (-5)dxdy = —572% =-207
1 Xy Xy

Mientras que HJ'DB dxdydz =3 '”'D dxdy.[lmdz _3 ”D ( /5—x2 _yz _1)dxdy . Cam-
biando a coordenadas polares queda: 0 7
[[[o3 dxdydz = 3 joz”de joz(x/S— 2_1)rdr =3 53’;-7j§”d9 =272(5%2-7)

_1(5_r2)\3/2_1 272
[-1(5-r2)/2-Lr2R3

Con lo cual, reemplazando en (*) resulta:
H f-ndo—207r=27(5%%-7)
1

Respuesta: .Uz f-ndo=27(5"2+3)|
T

C. Unger, S. Gigola, E. Zitto, R.O. Sirne Pagina 1 de 6.-



Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

2. Dada la familia de curvas planas de ecuacién x? +2y?=C, calcule la longitud de la curva pertene-
ciente a la familia ortogonal entre los puntos (0,0) y (1,2).

Comenzamos obteniendo la ec. dif. de la flia. dato:
x2+2y?=C
{2x+4yy’ =0—> x+2yy'=0 Ec.dif. de la flia. dato
Reemplazando y' por —1/y’ resulta: x—2y/y" =0 Ec dif. de la flia. Ortogonal.

Operando desde esta ultima: x% =2y, de donde d_}}/ = 2d—XX _Integrand® _, Jn|y|=2In|x|+A,0

In|x/2
Ao |X]

bien, |y|=e¢ —|y|=e*x?> > y=+e”x?. Esdecir, y = C x? es la ecuacion de la familia or-

C
togonal a la dada como dato.

En particular, la curva de ecuacion y = 2 x* es la que pasa por los puntos dados y admite la ecuacion
vectorial X = (x, 2x?) con 0<x<1. Con §'(x)=(1, 4x) continua en R y por lo tanto en [0,1]
%/_/
a(x)
(componentes continuas: constante y polinémica).

1 1
Su longitud puede calcularse mediante J;H g'(x)]|dx = Io‘/l+16 x% dx =4 jow/1/16+x2 dx , integral

del tipo J‘\/a2 +x? dx que se puede obtener de una tabla de integrales.
Entonces la longitud buscada es:

1 § §
4 J‘Ow/1/16+x2 dx = 4[2 x{/1/16 +x* + L senh L (4x)J = v17/2 + senh™(4)/8

Dado que senh™(a) = In(a++/a? +1) , la respuesta también puede expresarse mediante el «In .

Respuesta:| v17/2 + senh™2(4)/8 = V17/2 +In(4++/17)/8

3. Calcule la masa del cuerpo D cuyos puntos cumplen con x? <z <4,|y-1|<1, si su densidad en
cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xy .

Masa(D) = IID5(X, y,z)dxdydz , donde la densidad de masa es

o(x,y,z) =k |z|=kz pues todos los puntos de D tienen coor-
denada z >0y k >0 es la constante de proporcionalidad.

Por su parte |y—-1|<1l< —1<y-1<1, es decir 0<y<2.
De esta manera, observando el gréafico, la proyeccion del cuerpo
sobre el plano xy es Dyy definido por: —2<x<2,0<y<2.

Entonces:
2 2 4 2 2 2
_ _ _1 CyMYdy = 21 MY dx =
Masa(D)_kazdxdydz_kj_zdxjodijzzdz_§kj_2dxj0(16 X )dy_zzkj_z(la x*)dx =
=k[16x—x*/5]%, = 28k
Respuesta:| Masa(D) :%k.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

4. Dada f(x,y)=(x-y2—g(x—Yy),y>+g(x—y)) con feC*R?), calcule la circulacién de f a lo
largo de la frontera de la region plana definida por x* +1<y <9—x?. Indique graficamente como es
la orientacion que ha elegido para realizar la circulacion.

Considerando que f(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)), ya que f eC(R?), po-
demos aplicar el teorema de Green:

jaD+ f.ds =”D(Q§( —Py)dxdy

donde D es la region plana que es dato, éD" representa a su frontera re-
corrida en sentido positivo (ver orientacion en el gréafico) y

QA V)P (xy) = g'(x-y)-[-2y-g'(x=y) (-D] = 2y .

—_— 2 9-x2 2
jaD+ f.ds = ”Dzydxdy = j_z dxjX2+1 2ydy :j_z [(9—x%)% —(x? +1)?]dx = 20[4x—x° /3],
20 (4-x2)
Respuesta: JaD L f-ds =640/3|

5. Sea 7, el plano tangente en (1,1,2/3) a la superficie de ecuacion X = (uv, v, (6—2uv—2v)/3) con
(u,v) e ®?. Calcule el &rea del trozo de 7, limitado por su interseccion por los planos coordenados.
Denotando F(u,v) = (uv, v, (6—2uv—2v)/3), F eC(R?) por tener componentes polinémicas.
Como F(ug,Vy) = (Uy Vg, Vg, (6—2 Uy Ve —2V,)/3) = (11,2/3) < (Uy,Ve) =11, (1,1,2/3) es punto
simple de la superficie y

o i j k i
ﬁO =[ L;X \;](1,1)= v 0 —2V/3 =1
u 1 1

K
—2/3|=(2/3,2/3,) 0,
(—2u-2)/3 —4/3

O —

1)
con lo cual (1,1,2/3) también es punto regular, siendo i, = (2/3, 2/3,1) un vector normal a =, .
Asi, una ecuacion para 7, es ((x,y,z)—(@12/3))-(2/3,2/31) =0, es decir 2x+2y+3z=6.

El trozo de plano del cual se pide el area puede expresarse en la forma: z
X =(x,y,(6-2x-2y)/3) con (x,y)eDyy 2
G(x,Y)
segun puede observarse en el gréfico. T
I 3
Con lo cual G} ng, =11 0 -2/3|=(2/3,2/3,1) V(x,y), X
01 -2/3

siendo || Gy <Gy || = V17 /3.
' f J17 33 _ 3
Entonces, area = ﬁD |Gy xGy, || dxdy =3 area(D )_T7_§‘/ﬁ

V17|

Respuesta:| area =

N
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

TEMA 2

1. Calcule el flujo de f a través de la superficie abierta £ de ecuacién z = y8—x?>—y? con z > 2,

sabiendo que f(x,y,z) = (y+x20(z), Xx—2xyp(z), 22+3) con f eCH(R?). Indique graficamente
cémo ha decidido orientara ¥ .

Dado que se desconoce la expresion de ¢, pero es posible calcular
la divergencia de f que resulta:

V- f(x,y,z) =2Xp(2)-2xp(z2)+2=2
y feC'(%®), es posible realizar una conveniente aplicacion del
teorema de Gauss calculando el flujo a través de la superficie fron-

tera D del cuerpo D definido por 2 <z </8—x*—y?, ver gra-

fico. En este caso:
ﬁaD f-ndo = ﬂIDZ dx dy dz
Z, (parte del plano z =2) esta

HZT fon d6+ﬁzu fondo= JHDZ dxdydz  (+) rayada en color rojo

Pues oD =X UZ,, donde X, es el trozo lano de ecuacion z =2 que permite “cerrar a X defi-
niendo el cuerpo D . En el grafico se indigan las orientaciones de ambas superficies (salientes de D).
ZT indica orientacion de T hacia z" (i¥elegida para )y 21i indica orientacion de X, hacia z~.

2 2 2 2 _
=8-X"—-y" _ {X *Y" =4 de donde la proyeccion de am-

bas superficies y el cuerpo D/cgntra el plano xy es el circulo Dyy definido por x* +y® < 4.

Lacurvacomina X y X, es C

Entonces jjz f-ndo f(x,y,2)-(0,0,~1) dxdy = ij (-7)dxdy =-772% =-287
1 Xy

D
Xy

" e x?_y2
Mientras que J}}D/dedydz:ZHD dxdyjz8 < y2dz:ZHD (y8—x?—y? —2)dxdy | Cam-
Xy Xy

biando a coordénadas polares queda:
¥ 2 2 )12 (2
([l 2 dxdydz =2 [ "do [ (V8-r?-2) rdr =2 8(‘/5# "do = 47(8v8-20)

2
[_% (8—r2)3/2— rz]o

Con lo cual, reemplazando en (*) resulta:
ﬂ f-nido—287=2%r (8/8-20)
Z, 3

Respuesta: ”2 f-ndo= %7[(8\/5 +1)|.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

2. Dada la familia de curvas planas de ecuacion 2x*+y?=C, calcule la longitud de la curva pertene-
ciente a la familia ortogonal entre los puntos (0,0) y (3,1).

Comenzamos obteniendo la ec. dif. de la flia. dato:

2x2+y? =C
4x+2yy =0—>2x+Yyy =0 Ec.dif. de la flia. dato

Reemplazando y’ por —1/y’' resulta: 2x—y/y" =0 Ec dif. de la flia. Ortogonal.

Operando desde esta Gltima: ZX% —y, de donde 2d—>}' = dx __Inegrando , o |y|=In|x|+A, 0
2
bien, [x|=e e 5 x|=e”y?2 > x=+e " y?. Es decir, x=C y2 es la ecuacién de la familia
¢

ortogonal a la dada como dato.
En particular, la curva de ecuacion x= 3y? es la que pasa por los puntos dados y admite la ecuacion

vectorial X = (3y?, y) con 0 <y <1.Con §G'(y)=(6Yy,1) continua en R y por lo tanto en [0,1]
%f_/
acy)
(componentes continuas: constante y polinémica).
1 1
Su longitud puede calcularse mediante j;ﬂ g'(y)||dy = .[o‘/lJr 36y*dy =6 Io‘/1/36+ y2 dy , integral

del tipo J‘\/a2 +x% dx que se puede obtener (cambiando x por Y ) de una tabla de integrales.
Entonces la longitud buscada es:

1
6 J‘Ow/1/36+y2 dy =6[1y\1/36+y? +Lsenh (6 )= \/ﬁl2+%senh‘l(6)

Dado que senh™(a) = In(a++/a*+1) , la respuesta también puede expresarse mediante el «In .

Respuesta; v37/2 + senh™(6)/12 = 37/2 + In(6++/37) /12

3. Calcule la masa del cuerpo cuyos puntos cumplencon 0 < z < 4—x?,|y—2]| < 2, si su densidad en
cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xz .

Yaque |y-2|<2 < —2<y-2<2,resulta0<y<4.
Masa(D) = IID5(X, y,z)dxdydz , donde la densidad de masa es

5(x,y,z) =k | y|=ky pues todos los puntos de D tienen coor-
denada y >0y k >0 es la constante de proporcionalidad.

De esta manera, observando el grafico, la proyeccion del cuerpo
sobre el plano xy es Dyy definido por: —2<x<2,0<y<4.

X
Entonces:
2 4 4-x2 2 ) 4 312
Masa(D):ﬂjDkydxdydz=k j_zdxjoydyjo dz=kj_2(4—x )dx M = 8k[4x—x%/3)%,
[y2/2]3-8

Respuesta:] Masa(D) =% K|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 02/07/19

4. Dada f(x,y)=@x—y>—g(y—x),2y+g(y—x)) con f eC*(R?), calcule la circulacién de f alo

largo de la frontera de la region plana definida por x? +2 < y < 10— x?. Indique graficamente c6mo
es la orientacion que ha elegido para realizar la circulacion.

Considerando que f(x,y) = (P(xy), Q(x,Y)), ya que feC'(%?), po-
demos aplicar el teorema de Green:

[p+ fd8 = [ (Qi—Py)dxdy

donde D es la regi6n plana que es dato, éD representa a su frontera
recorrida en sentido positivo (ver orientacion en el grafico) y

Q% V) =Py (%, ¥) =—g'(y=X)-[-2y—g'(y—x)] = 2y .

—_— 2 10—x2 2
jaD+ f.ds :”DZydxdy = j_z olxjX2+2 2ydy :j_z [(10—x?)% —(x? +2)?]dx = [96 X —8Xx°]%,
96—24 X2
Respuesta: IaD L f-ds = 256|

5. Sea 7, el plano tangente en (1,1,2/3) a la superficie de ecuacion X = (v,uv,(6—2v—2uv)/3) con
(u,v) € R?. Calcule el area del trozo de 7z, limitado por su interseccion por los planos coordenados.
Denotando F(u,v) = (v,uv,(6-2v—-2uv)/3), F eC*(®R?) por tener componentes polinémicas.
Como F(ug,Vp) = (Vy, Uy Vg, (6—2Vy —2 Uy Vo) /3) = (11,2/3) < (Uy,Ve) = @1, (L,1,2/3) es punto
simple de la superficie y

o i k i j k
A, =[FixFJan=10 v —2v/3 =10 1 —2/3|=(-2/3,-2/3,-1) %0,
S N u (-2-2u)/3 11 -4/3

(1)
con lo cual (1,1,2/3) también es punto regular, siendo fi, = (-2/3, -2/3, —1) un vector normal a r,

Asi, una ecuacion para 7, es ((x,y,z)—(@12/3))-(-2/3,-2/3,-1) =0, es decir 2x+2y+3z=6.

El trozo de plano del cual se pide el area puede expresarse en la forma: z
X =(x,y,(6-2x=2y)/3) con (x,y)e Dy 2
G(x.y)
segun puede observarse en el gréfico. T
U B ¢ 3
Conlocual GyxGy =|1 0 -2/3|=(2/3,2/3,1) V(xY), X
01 -2/3

siendo || Gy xG} || = V17 /3.

Entonces, area = ”D | G xé'y || dxdy = @ érea(DXy) _ V17 33 _ % J17
Xy

Respuesta; area = 3+/17|
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