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TEMA 1 

1. Calcule el volumen del cuerpo D  definido por: 0,,2 2 ³³£++ zxyzyx  , 0³x . 
 

Observando el esquema de la derecha, vemos que la pro-

yección de D  sobre el plano xy es la región Dxy que, a su 

vez, hace de base del cuerpo.  

 

Dxy se representa sombreada en la figura inferior.  

 

Dado que la cara de ecuación 
2xy =  es perpendicular al 

plano xy , una recta paralela al eje z que pasa por un  

punto interior a Dxy “entra” al cuerpo por 0=z  y “sale” 

por yxz --= 2 . 
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Respuesta:  20/17)(vol =D . 
 

 

2. Dado ),)((),(/: 222 xyxyxff j=Â®Â
rr

 con )( 21 ÂÎCf
r

, calcule la circulación de f
r

 a lo 

largo de la parábola de ecuación 
2xy =  desde )0,0(=A  hasta )4,2(=B , sabiendo que dicha 

circulación a los largo del segmento AB   resulta igual a 2. 
 

La región D  sombreada en el gráfico tiene frontera ABCD È=¶ , 

donde C  es la curva de ecuación 
2xy =  con 20 ££ x . 

Como )( 21 ÂÎCf
r

, podemos aplicar el teorema de Green. Denotando 

)(),( xyxP j=  y 
2),( xyyxQ =  resulta yxyxPyxQ yx 2),(),( =¢-¢ , 

con lo cual  ò òò+¶
=×

D D
yxyxsdf dd2

rr
. 

Siendo ò ×
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 la circulación pedida se tiene que:  
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3. El campo vectorial )2,22(),(/: 22 yxyxff -=Â®Â
rr

 admite función potencial f  tal que 

3)0,0( =f . Halle el máximo y el mínimo absolutos de los valores de f  en el círculo de radio 2 

con centro en el origen de coordenadas e indique en qué puntos se producen dichos extremos. 

Siendo fÑ=f
r

, deben ser 
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ì
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yyx
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x
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22),(

f
f

)(2d)22(),( 2 yxxxxyx lf +-=-=Þ ò , de 

donde Cyyyyyxy +=Þ=¢=¢ 2)(2)(),( llf  Þ  Cyxxyx ++-= 22 2),(f  es la ecuación de 

la familia de las posibles funciones potenciales de f
r

 . En particular, dado que 3)0,0( =f , la 

función potencial correspondiente es: 

32),( 22 ++-= yxxyxf  , 

cuyos valores debemos analizar en el círculo definido por 222 2£+ yx . 

En puntos interiores al círculo ( 222 2<+ yx ), buscamos puntos donde f
r

=Ñf  resulta nulo, es 

decir  01)0,0()2,22( =Ù=Û=- yxyx , de donde tenemos )0,1(=A  que es interior. 
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=  es extremo local. Como 02)( >=¢¢ Axxf  se 

concluye que 2)0,1()( == ff A  es un mínimo local. 

En la frontera del círculo (
222 2=+ yx ) los valores de 32),( 22 ++-= yxxyxf  resultan igua-

les a: 22con)(273222 ££-=-=+- xxgxx . 

Dado que g  es estrictamente decreciente ( ÂÎ"<-=¢ xxg 02)( ), en el intervalo de interés su 

valor máximo es 11)0,2()2( =-=- fg  y el mínimo es 3)0,2()2( == fg .  

Comparando los valores en el interior con los de la frontera, resultan: 

2)0,1( =f  el mínimo absoluto y 11)0,2( =-f  el máximo absoluto. 
 

4. Calcule el área del trozo de superficie cilíndrica S de ecuación 422 =+ yx  con 4££ zy , en 

el 1º octante. 

La superficie admite la siguiente parametrización: 
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5. Siendo S  el trozo de superficie abierta de ecuación 164 22 =+ zx  con 40 ££ y , calcule el 

flujo de f
r

 a través de S  sabiendo que  ),2,),((),,( zyyzygzyxf +=
r

 con )( 31 ÂÎCf
r

. In-

dique gráficamente cómo orientó a S . 

 

Si cerramos la superficie con las dos “tapas” 1T  en el plano xz  y 2T  

en el plano 4=y , queda definido un cuerpo cilíndrico D . 

El flujo a través de la frontera D¶  del cuerpo puede calcularse me-

diante el teorema de la divergencia, ya que )( 31 ÂÎCf
r

. Resultando: 
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donde los versores normales deben tomarse con orientación saliente 

del cuerpo, como se indica en la figura. 
 

Las proyecciones del cuerpo D  y de ambas tapas 21,TT  contra 

el plano xz  dan la misma región xzD  definida por: 

1
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Entonces: 
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Como la divergencia del campo es 3120),,( =++=×Ñ zyxf
r

, la integral triple queda: 
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Reemplazando en (#) resulta: 
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La integral doble es el área encerrada por la elipse )( pba , es decir p8 . Se puede calcular, por 

ejemplo mediante el cambio de variables: 
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TEMA 2 

1. Calcule el volumen del cuerpo D  definido por: 0,,2 2 ³³£++ zyxzyx , 0³y . 
 

Observando el esquema de la derecha, vemos que la pro-

yección de D  sobre el plano xy es la región Dxy que, a su 

vez, hace de base del cuerpo.  

Dxy se representa sombreada en la figura inferior.  

Dado que la cara de ecuación 2yx =  es perpendicular al 

plano xy , una recta paralela al eje z que pasa por un  punto 

interior a Dxy “entra” al cuerpo por 0=z  y “sale” por 

yxz --= 2 . 

Entonces resulta:                  
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Cálculo auxiliar:
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Reemplazando: 
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Respuesta:  20/17)(vol =D . 
 

2. Dado  ))(,1(),(/: 222 yyxyxff j-=Â®Â
rr

con )( 21 ÂÎCf
r

, calcule la circulación de f
r

 a 

lo largo de la parábola de ecuación  2yx = desde )0,0(=A  hasta )2,4(=B , sabiendo que dicha 

circulación a los largo del segmento AB   resulta igual a 2. 
 

La región D  sombreada en el gráfico tiene frontera ABCD È=¶ , 

donde C  es la curva de ecuación 
2yx =  con 20 ££ y . 

Como )( 21 ÂÎCf
r

, podemos aplicar el teorema de Green. Denotando 

21),( yxyxP -= y )(),( yyxQ j=   resulta yxyxPyxQ yx 2),(),( =¢-¢ , 

con lo cual  ò òò+¶
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3. El campo vectorial  )22,2(),(/: 22 -=Â®Â yxyxff
rr

 admite función potencial f  tal que 

4)0,0( =f . Halle el máximo y el mínimo absolutos de los valores de f  en el círculo de radio 2 

con centro en el origen de coordenadas e indique en qué puntos se producen dichos extremos. 

Siendo fÑ=f
r

, deben ser 
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)(2d)22(),( 2 xyyyyyx lf +-=-=Þ ò , de 

donde Cxxxxyxx +=Þ=¢=¢ 2)(2)(),( llf  Þ Cyyxyx +-+= 2),( 22f   es la ecuación de 

la familia de las posibles funciones potenciales de f
r

 . En particular, dado que 4)0,0( =f , la 

función potencial correspondiente es: 

42),( 22 +-+= yyxyxf  , 

cuyos valores debemos analizar en el círculo definido por 222 2£+ yx . 

En puntos interiores al círculo ( 222 2<+ yx ), buscamos puntos donde f
r

=Ñf  resulta nulo, es 

decir  10)0,0()22,2( =Ù=Û=- yxyx , de donde tenemos )1,0(=A  que es interior. 
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concluye que 3)1,0()( == ff A  es un mínimo local. 

En la frontera del círculo (
222 2=+ yx ) los valores de 42),( 22 +-+= yyxyxf  resultan igua-

les a:  22con)(284222 ££-=-=+- yygyy . 

Dado que g  es estrictamente decreciente ( ÂÎ"<-=¢ yyg 02)( ), en el intervalo de interés su 

valor máximo es 12)2,0()2( =-=- fg  y el mínimo es 4)2,0()2( == fg .  

Comparando los valores en el interior con los de la frontera, resultan: 

3)1,0( =f  el mínimo absoluto y 12)2,0( =-f  el máximo absoluto. 
 

4. Calcule el área del trozo de superficie cilíndrica S de ecuación 422 =+ yx  con 4££ zx , en 

el 1º octante. 

La superficie admite la siguiente parametrización: 
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5. Siendo S  el trozo de superficie abierta de ecuación 164 22 =+ zy  con 40 ££ x , calcule el 

flujo de f
r

 a través de S  sabiendo que  ),),(,2(),,( zxzxgxzyxf +=
r

 con )( 31 ÂÎCf
r

. Indi-

que gráficamente cómo orientó a S . 

 

Si cerramos la superficie con las dos “tapas” 1T  en el plano yz  y 

2T  en el plano 4=x , queda definido un cuerpo cilíndrico D . 

El flujo a través de la frontera D¶  del cuerpo puede calcularse me-

diante el teorema de la divergencia, ya que )( 31 ÂÎCf
r

. Resul-

tando: 
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donde los versores normales deben tomarse con orientación saliente 

del cuerpo, como se indica en la figura. 
 

Las proyecciones del cuerpo D  y de ambas tapas 21 ,TT  contra 

el plano yz  dan la misma región yzD  definida por: 
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Entonces: 
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Como la divergencia del campo es 3102),,( =++=×Ñ zyxf
r

, la integral triple queda: 
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La integral doble es el área encerrada por la elipse )( pba , es decir p8 . Se puede calcular, por 

ejemplo, mediante el cambio de variables: 
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