Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18

TEMA 1
1. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: x+y+z<2, y 2> x2,z>0 ,x=>0.

Observando el esquema de la derecha, vemos que la pro-
yeccion de D sobre el plano xy es la region D,y que, a su
vez, hace de base del cuerpo.

D,y se representa sombreada en la figura inferior.

Dado que la cara de ecuacién y = x*

es perpendicular al
plano xy, una recta paralela al eje z que pasa por un

punto interior a D,, “entra” al cuerpo por z=0 y “sale”
por z=2-x—y.

Entonces resulta:

2—x— y ! ' .
vol(D) = [ jD drdydz = | ijy dxdy j ‘ /
2 xX=y | //
_ o) dxdy = 1dx 2x 2 d i \aAy=2
—HDW( —x=y) y—fo Ixz 2-x-y)dy N
(*) l " *
, [ ®=1e-0y=3r R =1 - -2 -0 - 1x] =
Célculo aux111ar.{ _ 2—2x—§x2 3 +ix4
Reemplazando: vol(D) = J.(2 2x—3x2+x7 +1 X Hdr =[2x—x* ——x +1 x +10x ]O

Respuesta. ‘ vol(D) =17/ 20‘.

2. Dado f ‘R > R/ f(x,y) = (p(x), yx*) con f e C'(R?), calcule la circulaciéon de ]7 alo
largo de la parabola de ecuacion y = x* desde A =(0,0) hasta B =(2,4), sabiendo que dicha

circulacion a los largo del segmento 4B resulta igual a 2.

— v L
La region D sombreada en el grafico tiene frontera 0D =C U AB, 4l ... /B
donde C es la curva de ecuacién y = x> con 0<x<2.
Como f e C'(R?), podemos aplicar el teorema de Green. Denotando Ty
P(x,y)=p(x) y O(x,y)=yx" resulta O\(x,y)—P(x,y) =2xy, £
con lo cual ifaDJrf-df = J.J.Dnydxdy . |
A % X

Siendo .[c j?dE la circulacion pedida se tiene que:

Fop 75 = [, 705 + g 745 = [ 2evavay = [ae [ 2wvdy = -2)ax

Dedonde [ f-ds =2+[x* —x°/6)2 =2+16—64/6, es decir, f-ds =
c 0 C
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18

3. EI campo vectorial f ‘R >R/ f(x, y)=(2x-2,2y) admite funcion potencial ¢ tal que
#(0,0) = 3. Halle el maximo y el minimo absolutos de los valores de ¢ en el circulo de radio 2
con centro en el origen de coordenadas e indique en qué puntos se producen dichos extremos.

ge(x,y) =2x-2

Py(x,y) =2y

donde ¢,(x,») =A'(y) =2y = Ay) = P2 +C = ¢(x,y)=x*—2x+y* +C esla ecuacion de

Siendo j?:V¢, deben ser { :>¢(x,y):j(2x—2)dx:x2—2x+ﬂ(y), de

la familia de las posibles funciones potenciales de f . En particular, dado que #(0,00=3, la
funcion potencial correspondiente es:
d(x,y)=x"=2x+y*+3,

cuyos valores debemos analizar en el circulo definido por x* + y* < 27.
En puntos interiores al circulo (x* + y* < 2?), buscamos puntos donde V¢ = f resulta nulo, es
decir (2x—2,2y)=(0,0) < x=1A y=0, de donde tenemos A =(1,0) que es interior.

e (A) ¢4, (A) _‘2 o‘ _
G (A) #,(A)] [0 2]

concluye que ¢(A) = ¢(1,0) = 2 es un minimo local.

H(A) = 4>0 = ¢(A) es extremo local. Como ¢, (A)=2>0 se

En la frontera del circulo (x* + y* = 2%) los valores de @(x,y) = x> —2x + y* +3 resultan igua-
lesa: 22 —2x+3=7-2x=g(x) con—2<x<2.

Dado que g es estrictamente decreciente (g'(x) =—2 <0 Vx eR), en el intervalo de interés su
valor maximo es g(—2) =¢#(-2,0) =11 y el minimo es g(2) = ¢(2,0) = 3.

Comparando los valores en el interior con los de la frontera, resultan:

‘¢(l,0) =2 el minimo absoluto y ¢(—2,0) =11 el maximo absoluto|.

4. Calcule el area del trozo de superficie cilindrica X de ecuacion x”+y> =4 con y<z<4,en
el 1° octante.

La superficie admite la siguiente parametrizacion:

X =(2cos(t),2sen(r),z) con 0<t<7x/2, 2sen(t)<z<4
—

F(t,2) y
Siendo el 4rea(X) = | E/x FL|| dtdz .
J‘J.th t zZ

i j ok
(E’xﬁ‘z')(t,z): —2sen(t) 2cos(t) 0|=(2cos(t),2sen(?),0)
0 0 1

de donde, || (F}xF.)(t,2) || = 4(cos’(£) +sen’(£)) = 2

Entonces:

irea(X) = ddrdz=2 [Par(t ar=2["*4-2 dr =
drea( )_.UDIZ tdz = IO tIZSen(t) B .[0 (4=2sen(r))dr =

=2[4t+2cos()]F'? =227 -2)

| drea(X) = 4(z - 1)
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18

5. Siendo X el trozo de superficie abierta de ecuacién x*+4z° =16 con 0<y <4, calcule el

flujo de ]7 a través de X sabiendo que f(x,y,z) =(g(»,z),2y,y+2z) con ]7 e C'(R%). In-
dique graficamente como orienté a X .

Si cerramos la superficie con las dos “tapas” 7, en el plano xz y 7,
en el plano y =4, queda definido un cuerpo cilindrico D .

El flujo a través de la frontera 0D del cuerpo puede calcularse me-
diante el teorema de la divergencia, ya que f e C'(®’). Resultando:

Hzf-ﬁda+”Tlfﬁda+ﬁT2f-ﬁda = jijdiv(f) dedydz (#)

§6D f-ndo
donde los versores normales deben tomarse con orientacion saliente
del cuerpo, como se indica en la figura.

Las proyecciones del cuerpo D y de ambas tapas 7j,7, contra 3 o

el plano xz dan la misma region D,, definida por: | ' ' __
% v <] = 22
4 2 |

Entonces: ——

HTl fado = HD [(g(3,2). 2y, y+2)-(0,~1,0)],—o dvdz = HD 0 drdz =0
HTZ fido = ﬂD [(g(3.2), 2y, y+2)-(0,1,0)],_4 dvdz = 8 ﬂD dxdz

Como la divergencia del campo es V - ]" (x,y,z) =0+2+1=3, la integral triple queda:

[[[ 3dvdydz=3] dedz Igdy=12 [[, drdz

4
Reemplazando en (#) resulta:

ﬂzf-ﬁdo+0+8ﬂl) dxdz:lzﬂD dvdz = Ijzf~ﬁda=4IjD dvdz =327.

42
La integral doble es el area encerrada por la elipse (abrx), es decir 8. Se puede calcular, por

ejemplo mediante el cambio de variables:
{x =4rcos(0)

z=2rsen(@) ¢ le corresponde | J(r,0)| = 42r = 8r, entonces:

Il dxdz=j§”d0_[;8rdr _4 joz”de _8x

— —
T I R Y

Respuesta: J.J.szzda =32rx|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18
TEMA 2

1. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: x+ y+z<2, x2y2 ,z20,y>0.

Observando el esquema de la derecha, vemos que la pro-
yeccion de D sobre el plano xy es la region Dy, que, a su
vez, hace de base del cuerpo.

D,y se representa sombreada en la figura inferior.

Dado que la cara de ecuacion x = y2 es perpendicular al
plano Xy, una recta paralela al eje z que pasa por un punto

interior a Dy, “entra” al cuerpo por z=0 y “sale” por
z=2—x—y.

Entonces resulta:
vol(D) = [[[ | drdydz = [ dudy| Oz_x_y dz = e
2-x-y -
= [, C-vn =[]
*)

242—- 2 2 4
() =[2-»x—3x 17 =12-»" -[2-»y -3)']=
Céleulo auxiliar:{ PR
=2-2y-5y"+y +3y
Reemplazando:

1 2.3 4 2 3 4 541
VOI(D):_[O(Z—Z)’—%)/ +y +%y )dx=[2y-y —%y +%y +%y To :%

Respuesta: ‘ vol(D) =17/ 20‘.

2. Dado f TR SR/ f(x,y) =(1-xy*, p(y))con f eC! (9{2) , calcule la circulacion de f_: a

lo largo de la parabola de ecuacion x = y* desde 4 = (0,0) hasta B = (4,2), sabiendo que dicha
circulacion a los largo del segmento 4B resulta igual a 2.

La region D sombreada en el grafico tiene frontera 0D =C U A_B, gl o B/
donde C es la curva de ecuacion X = y2 con 0<y<2. - |
Como ]7 e C'(RY), podemos aplicar el teorema de Green. Denotando Dyrr=2
P(x,y) =1-xy"y Q(x,y) = p(y) resulta Oi(x, )= P (x,y) =2xy, |
con lo cual §aD+f-d§ = J.J.szydxdy : 4 i

Siendo Ic4g f-ds = —ICBA f-ds la circulacion pedida se tiene que:

. - — 2 2y 243 .5
. fds==[. Jeds+[ [ —jj'szydxdy_jodyjyzzxydx =[[@y = »dy
2 (dato) W
y@y -y
De donde jC fds =2—[y*—y°/6]2 =2—(16—64/6), es decir, IC 7-ds =_§ .
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18

3. El campo vectorial ]7 TR SR/ f(x, y)=(2x,2y—2) admite funciéon potencial ¢ tal que
#(0,0) = 4. Halle el maximo y el minimo absolutos de los valores de ¢ en el circulo de radio 2
con centro en el origen de coordenadas e indique en qué puntos se producen dichos extremos.

) v (x,y)=2x
Siendo f =V¢, deben ser {gigx,J)j;:Zy—z 3¢(x,y):j(2y—2)dy =y?—2y+A(x), de

donde ¢.(x,y)=A'(x) =2x = Ux)=x"+C = ¢(x,y) = x*+y?=2y+C es la ecuacion de

la familia de las posibles funciones potenciales de f . En particular, dado que ¢(0,0) = 4, la
funcion potencial correspondiente es:

d(x,y)=x"+y" =2y +4

cuyos valores debemos analizar en el circulo definido por x* + y* < 272.

En puntos interiores al circulo (x2 + y2 < 2? ), buscamos puntos donde V@ = f resulta nulo, es
decir (2x,2y—2)=(0,0) <> x=0 A y=1, de donde tenemos A =(0,1) que es interior.

(A 4, (A4)
B (A) g, (A)

concluye que ¢(A4) = ¢(0,1) =3 es un minimo local.

H(A) = =‘% g =4>0 = ¢(A) es extremo local. Como ¢}, (4)=2>0 se

En la frontera del circulo (x° + y* = 2*) los valores de @(x, y) = x> + y* =2y +4 resultan igua-
lesa: 2°—2y+4=8-2y=g(y) con —2<y<2.

Dado que g es estrictamente decreciente ( g'(y) =—2 <0 Vy e R), en el intervalo de interés su
valor maximo es g(—2) = #(0,—2) =12 y el minimo es g(2) = ¢(0,2) = 4.

Comparando los valores en el interior con los de la frontera, resultan:

|¢(O,l) =3 el minimo absoluto y #(0,—2) =12 el maximo absoluto|.

) D S22
4. Calcule el area del trozo de superficie cilindrica 2 de ecuacion x”+)y” =4 con x<z<4,en

el 1° octante.
La superficie admite la siguiente parametrizacion:

X =(2cos(t),2sen(t),2) con 0<¢<s/2, 2cos(t)<z<4
— —
F(t,2) X
Siendo el 4rea(Z) = | E/xF}|| dtdz.
HDtZ 1=z

L i Jj k
(F/xF})(t,z)=|—-2sen(t) 2cos(t) 0|=(2cos(t),2sen(?),0)
0 0 1

de donde, || (F/x 1) (t,2) || = yJ4(cos? () +sen’ (1)) = 2
Entonces:

i _ _ /2 4 _ /2 B _
drea(X) = Hthz dtdz_zjo dr jzcos(t)dz =2 jo (4—2cos(t))dt =

=2[4t-2sen(t) 7% =227 -2)
| drea(X) = 4(x — )|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 11/12/18

5. Siendo T el trozo de superficie abierta de ecuacion y> +4z% =16 con 0 < x < 4, calcule el

—

flujo de f através de 2 sabiendo que j;(X,y, z)=(2x,g(x,z), x+z) con feC'(R*). Indi-
que graficamente como orientd a 2 .

Si cerramos la superficie con las dos “tapas” 7; en el plano yz y
T, enel plano x =4, queda definido un cuerpo cilindrico D .

El flujo a través de la frontera 0D del cuerpo puede calcularse me-
diante el teorema de la divergencia, ya que f e C'(R*). Resul-
tando:

jjzf-ﬁdmjjTlf-ﬁdmﬂTz]f-ﬁda = deiv(f) drdydz (#)

donde los versores normales deben tomarse con orientacion saliente
del cuerpo, como se indica en la figura.
Las proyecciones del cuerpo D y de ambas tapas 7;,7, contra .

el plano yz dan la misma regioén D, definida por:

Y

2 2 —4!-r El
Y z
4—2+2—2S1

Entonces:
H'q feido = ijyZ [(2x, g(x,2), y+2)-(=1,0,0)],_gdydz = ﬂDyZ 0dydz =0
j IT2 fiido = j ijZ [(2x, g(x,2), y+2)-(1,0,0)],_q dydz = 8 j ijZ dydz

Como la divergencia del campo es V - f(6,y,2)=2+0+1=31a integral triple queda:

WDW‘W =3 -UDyz dydz 'E,d_x,:u -UDyz dydz

4
Reemplazando en (#) resulta:

[.7300+0+8[], = 12], 0 = ([ Fao-af], s -r

| —
42

La integral doble es el 4rea encerrada por la elipse (ab ), es decir 8z . Se puede calcular, por
ejemplo, mediante el cambio de variables:
{y =4rcos©) gy e corresponde |J(r,0)| = 427 = 87, entonces:

z = 2rsen(0)
ﬂ dydz = j dejsrdr—4j do =8x
g\/—/
o T

Respuesta: J]zf-fzdo- =327|
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