Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

TEMA1
1. Sea 7, el plano normal en (2,0,z,) a la curva de ecuacion X = (2t?,t? —t, 2t +1) con t e R.
Calcule la longitud de la curva definida por la interseccion de z, con la superficie de ecuacion
y =2x en el 1° octante.

Denotando §(t) = (2t%, t* —t, 2t +1), buscamos t, tal que §(t,) = (2,0,2,). Paraello:

210 =2 o ty=-1vt,=1

t2-t,=0=t,=0vi,=1 < t,=1= §(t,)=08@1=(2,0,3),

z, =2t +1
siendo §'(1)=(4,1, 2) normal a z,. De donde, una ecuacion de z, es:

(X -=g®))- g M =0 - ((x,v,2)—(2,023)-(412)=0 — 4x+y+2z=14

La interseccion de este plano con el plano de ecuacion y =2Xx es la curva (recta) que admite la
ecuacion X = (x,2x,7—3x) con x e R, con puntos en el 1° octante para x >0 A 7—3x >0, es

decir, 0 <x < 7/3. La longitud pedida es la del segmento de puntos extremos A=(0,0,7) y
B =(7/314/3,0), que no cambia si se incluyen o no a dichos puntos extremos.

| A-B||=+/49/9+449/9+49 . Respuesta:|7+14/3 |

- 2 2 -
2. Dado f(x,y)=(xy+e* ,x*+e¥"), calcule la circulacién de f a lo largo de la frontera de

D ={(x,y)e®R*/ y>|x|, x+3y < 4}. Indique graficamente con qué orientacion decidio rea-
lizar la circulacion.

La region D es la sombreada en el grafico, los puntos de su frontera oD
pertenecena y =|x| y x+3y =4 que se intersecanen (-2,2) y (L1).
Dado que f e C*(%R?), por tener componentes que son suma de polinomio

mas composicién de exponencial con polinomio, podemos aplicar el teo-
rema de Green. La orientacion de oD se indica en el gréfico.

Siendo f =(P,Q), (Q—P))(X.y) =2x—X=X.
Entonces,
_— 0 (4-x)/3 1 (4-x)/3
§6D+ f.ds = HDX dxdy = _[_Zxdxj_x dy+j0xdxjx dy =
(4+2x)/3 (4-4x)13

0 1
=2 @x )+ 4 [ (x-x)dk = -8+ 2 =23

[x2+x313]°, [x2/2-x3/3],

Respuesta: §6D+ f.ds=-2/3|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

Siendo f(x,y,z)=(2x, 2y, 2z),calculeel flujo de f através del trozo de plano ¥ de ecuacion
X+y+2z=4con x+y<2, y>x, x>0.Oriente £ de manera que, en cada punto, su versor

normal fi cumplacon fA-k >0

La superficie £ admite ecuacion vectorial
X = (X, Y, (4=x—Y)/2) con (x,y) € Dy

F(xy)
donde Dyy €s la proyeccion de X sobre el plano xy

Un vector normal a X es:

=~

=

i
n=FyxFy= (1) 0 152 =(1/2,1/2,1) que es constante y cumple con A-k > 0.
1 -1/2

[

Entonces:
jj f-ndo = ij f(F(x,y))--L i ” || ||dxdy = ij 4 dxdy =
=4j0dxjx2 “dy =4[ (2-20)dx=4[2x-xJs = 4 n

[yl2™*

.”2 f-ndo = 4|

Respuesta:

Dada la familia de curvas planas F de ecuacion y—Cx =C, calcule el &rea de la region del
semiplano x > 0 limitada por la curva I" de la familia ortogonal a F que pasa por (0,1).

Comenzamos hallando la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de F
reemplazq
> y=(-1/y)Q+X)

-Cx=C , , , "por -1/
{y S oy-yx=y o y=y(L+x) LAY
EDO de F EDO de flia.
ortogonal a F

y—C=0
Es decir y%:—(x +1) es la EDO de la familia ortogonal a F , de donde
ydy =—(x+1)dx — Iydy=—_|.(x+1)dx — Ly = 1(x+1) +A
1=-1+A=A=1,

es la ecuacion de dicha familia. La curva que pasa por (0,1) cumple con i
es (Xx+1)° + y° = 2 (circunferencia con centro en (—1,0) y radio J2)

con lo cual la ecuacion de T’
El area que se pide es la de la region D sombreada en el grafico, es decir
-1 x

area(D) ijdxdy = Illdy j(;l+wdx = El(—1+ J2—y?)dy

srea(D) = [~y +1yy2—y? +sen(y/V2); = Zy
Respuesta: | area = % -1

—
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

5. Sea f eCY®R®) con rotor: Vx f(x,y,z)=(a(xV,2), B(XY,z),z+2). Calcule el flujo de
V x f através de la superficie abierta de ecuacion z = 4—x? — y2 con z >0, orientada hacia z*.

Segun se observa en el grafico, la superficie X, dada (con versor
normal n,) tiene como borde la curva I", que tambiéen es borde de la
superficie sombreada X, de ecuacion:

z =0 con x*+ y® < 4 cuyo versor normal es 1,

En estas condiciones y adoptando como sentido de circulacion en T" el indicado en el grafico,
como por enunciado f e C*(%?), aplicando el teorema del rotor resulta:

§F+ f.ds = ”2le f-ndo= IJ.ZZVX f-n,do

Siendo n, =(0,0,1), en puntos de X, resulta V x F-ﬁz =[z+2],_o =2, por lo tanto:
o ~ . ~ Dy ~ )
”21V>< f-ndo = ”ZZVx f-n,do = '['[ny 2 dxdy = 2 area(Dyy) =2 72

Respuesta: .Uz Vx f-ndo=8r|
1
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

TEMA 2
1. Sea r, el plano normal en (0, 2, z,) ala curva de ecuacion X = (t> —t, 2t*, 2t +1) con t e R.
Calcule la longitud de la curva definida por la interseccion de z, con la superficie de ecuacion
x =2y enell°octante.

Denotando g(t) = (t* —t, 2t?, 2t +1), buscamos t, tal que g(t,) = (0,2,2,). Para ello:

2ty =0 ty=0vit,=1

2t2=2 o ty=-1vty=1 < t,=1= §(t,) =51 =(0,2,3),

Z, =2t +1
siendo §g'(1)=(1, 4, 2) normal a 7, . De donde, una ecuacion de =z, es:

(X -g®))- d'M=0 — ((x,v,2)—(0,2,3)-(L42)=0 — x+4y+2z=14

La interseccion de este plano con el plano de ecuacion x =2y es la curva (recta) que admite la
ecuacion X =(2y,y,7—-3y) con ye R, con puntos en el 1° octante para y >0 A 7—-3y >0,
es decir, 0 <y <7/3. La longitud pedida es la del segmento de puntos extremos A=(0,0,7) y
B =(14/3,7/3,0), que no cambia si se incluyen o no a dichos puntos extremos.

| A—B||=./449/9+49/9+49. Respuesta: | 7+14/3 |

- 2 2 -
2. Dado f(x,y)=(4xy+e* , 3x*>+eY"), calcule lacirculacién de f alo largo de la frontera de

D={(x,y)e®R*/y>|x|,3y—-x<4}. Indique graficamente con qué orientacion decidié rea-
lizar la circulacion.

La region D es la sombreada en el grafico, los puntos de su frontera oD
pertenecena y =|x| y 3y—x=4 que se intersecanen (-11) y (2,2).
Dado que f e C*(RR?), por tener componentes que son suma de polinomio

mas composicién de exponencial con polinomio, podemos aplicar el teo-
rema de Green. La orientacion de oD se indica en el gréfico.

Siendo f = (P,Q), (Qx—P))(x,y) = 6x—4x = 2X.
Entonces,
- 0 (4+x)/3 2 (4+x)/3
ffaD+ f-ds :I.[DZX dxdy =2 J'_lxdxj' dy+2_[0xde‘X dy =

L,_/ %/_/
(4+4x)/3 (4-2x)/3

0 2
- %J._l(X+x2)dx +%jo(2x—x2)dx = _%+% —4/3

[x212+x3/3]°, [x2-x3/3)2

Respuesta: §6D+ f.ds =4/3,
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

Siendo f(x,y,z) =(2x, 2y, 2z), calcule el flujo de f através de la superficie abierta ¥ de
ecuacion x+y+2z=4con x+y<2, y<x, y=>0.Oriente ¥ de maneraque, en cada punto,

su versor normal i cumplacon fA-k > 0.

La superficie ¥ admite ecuacion vectorial:
X =(x,y,(4-x-y)/2) con (x,y) e Dy,

F(xy)
es la proyeccion de X sobre el plano xy.

donde Dyy
Un vector normal a X es:
i j k B
n=FxFy= (1) (l) %52 =(1/2,1/2,1) que es constante y cumple con -k > 0.
Entonces:
jj f-ndo = HD f(E(x,Y))-:0 ”n” || [|dxdy = HD 4 dxdy = ot
1
=4j0dyjy dx=4j0(2—2y)dy:4[2y_y2]g:4 ] -
< Dy
[><]§_y S

Respuesta: I s f.ndo = 4|

4. Dada la familia de curvas planas F de ecuacién y—Cx =2C, calcule el area de la region del
semiplano x >0 limitada por la curva de la familia ortogonal a F que pasa por (0,2).

Comenzamos hallando la ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de F

c 2c reempla/zo
—CX= ’ ’ ' ' 17y’ '
P > yoyxzy o yoy@en Y v cy)@ey
%K—J
EDO de F EDO de flia.
ortogonal a F

—(x+2) es laEDO de la familia ortogonal a F , de donde:

ydy=—(x+2)dx —> [ydy=—-[(x+2)dx > 1y*=-1(x+2)°+A
es la ecuacion de dicha familia. La curva que pasa por (0,2) cumplecon 2=-2+ A= A=4
con lo cual la ecuacion de T' es (x +2)% + y? = 8 (circunferencia con centro en (-2,0) y radio J8)

[
El area que se pide es la de la region D sombreada en el gréfico, es /‘\i
) / =S
"2

Es decir y d

decir:

area(D) = IIDdxdy = j_zzdy J'O_2+ﬂdx = '[_22(—2+ J8—y2)dy

drea(D) =[-2y+3Yy~8- y? +4sen‘1(y/\/§)]32 =2r—4

Respuesta: ] area = 27z—4].
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 26/02/19

5. Sea f eC*®R®) con rotor: Vx f(xy,z)=(a(x Yy, z), B(X,y,2), z+8). Calcule el flujo de
V x f através de la superficie abierta de ecuacion z =1—x? — y? con z > 0, orientada hacia z* .

Segun se observa en el gréfico, la superficie X, dada (con versor nor-
mal n,) tiene como borde la curva I', que también es borde de la
superficie sombreada X, de ecuacion:

z=0 con x*+y? <1 cuyo versor normal es n,

En estas condiciones y adoptando como sentido de circulacion en T" el indicado en el grafico,
como por enunciado f e C*(%?), aplicando el teorema del rotor resulta:

§F+ f.ds = HEIVX f-ndo= HZZVX f-n,do

Siendo n, =(0,0,1), en puntos de X, resulta Vx f-ﬁz =[z+8],_ =8, por lo tanto:
jjzlw f.ﬁldo-:HzZVx f.ﬁzdazijXys dxdy = 8 drea(Dyy) = 8 7 12

Respuesta: .Uz Vx f-ndo=8r|
1
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