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TEMA 1 

1. Sea o  el plano normal en ),0,2( oz  a la curva de ecuación )12,,2( 22 +−= ttttX


 con t . 

Calcule la longitud de la curva definida por la intersección de o  con la superficie de ecuación 

xy 2=   en el 1º octante. 

 

Denotando )12,,2()( 22 +−= tttttg


, buscamos 0t  tal que ),0,2()( o0 ztg =


. Para ello: 
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   10 = t  )3,0,2()1()( 0 == gtg


, 

siendo )2,1,4()1( =g


 normal a o . De donde, una ecuación de o  es: 

0)1())1(( =− ggX


  →  0)2,1,4())3,0,2(),,(( =−zyx   →  1424 =++ zyx  

La intersección de este plano con el plano de ecuación xy 2=   es la curva (recta) que admite la 

ecuación )37,2,( xxxX −=


 con x , con puntos en el 1º octante para 0370 − xx , es 

decir, 3/70  x . La longitud pedida es la del segmento de puntos extremos )7,0,0(=A  y 

)0,3/14,3/7(=B , que no cambia si se incluyen o no a dichos puntos extremos.  

499/4949/49|||| ++=−BA .  Respuesta:  3/147 . 
 

2. Dado ),(),(
2

22 yx exeyxyxf ++=


, calcule la circulación de f


 a lo largo de la frontera de 

}43,||/),{( 2 += yxxyyxD . Indique gráficamente con qué orientación decidió rea-

lizar la circulación. 

 
 

La región D  es la sombreada en el gráfico, los puntos de su frontera D
pertenecen a || xy =   y  43 =+ yx  que se intersecan en )2,2(−  y )1,1( . 

Dado que )( 21 Cf


, por tener componentes que son suma de polinomio 

más composición de exponencial con polinomio, podemos aplicar el teo-

rema de Green. La orientación de D  se indica en el gráfico. 

  

Siendo ),( QPf =


, xxxyxPQ yx =−=− 2),)(( . 

Entonces,  
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Respuesta:  3/2d −= +D
sf


. 
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3. Siendo )2,2,2(),,( zyxzyxf =


, calcule el flujo de f


 a través del trozo de plano   de ecuación  

42 =++ zyx  con 0,,2 + xxyyx . Oriente   de manera que, en cada punto, su versor 

normal n


 cumpla con 0kn


. 

La superficie   admite ecuación vectorial: 
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yxF

yxyxX −−=  con xyDyx ),(  

donde xyD  es la proyección de   sobre el plano xy . 

 

 
Un vector normal a   es: 

)1,2/1,2/1(
2/110
2/101 =
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 que es constante y cumple con 0kn


. 

Entonces: 
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Respuesta:  4d = nf


. 

 

 

4. Dada la familia de curvas planas F de ecuación CxCy =− , calcule el área de la región del 

semiplano 0x  limitada por la curva   de la familia ortogonal a F  que pasa por )1,0( . 
 

Comenzamos hallando la ecuación diferencial ordinaria (EDO) de F  
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Es decir )1(
d

d
+−= x

x

y
y  es la EDO de la familia ortogonal a F , de donde: 

Axyxxyyxxyy ++−=→+−=→+−= 
2

2
12

2
1 )1(d)1(dd)1(d  

es la ecuación de dicha familia. La curva que pasa por )1,0(  cumple con 1
2
1

2
1 =+−= AA , 

con lo cual la ecuación de   es 2)1( 22 =++ yx  (circunferencia con centro en )0,1(−  y radio 2 ). 
 

El área que se pide es la de la región D  sombreada en el gráfico, es decir: 
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Respuesta:  1área
2
−=  . 
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5. Sea )( 31 Cf


 con rotor: )2,),,(,),,((),,( += zzyxzyxzyxf 


. Calcule el flujo de 

f


  a través de la superficie abierta de ecuación 224 yxz −−=  con 0z , orientada hacia +z . 

 

Según se observa en el gráfico, la superficie 1  dada (con versor 

normal 1n


) tiene como borde la curva  , que también es borde de la 

superficie sombreada 2  de ecuación: 

0=z  con 422 + yx  cuyo versor normal es 2n


 

 

 

 

 

 
 

En estas condiciones y adoptando como sentido de circulación en   el indicado en el gráfico, 

como por enunciado )( 31 Cf


, aplicando el teorema del rotor resulta: 
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Siendo )1,0,0(2 =n


, en puntos de 2  resulta  2]2[ 02 =+= =zznf


, por lo tanto: 
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Respuesta:   8d
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. 
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TEMA 2 

1. Sea o  el plano normal en ),2,0( oz  a la curva de ecuación )12,2,( 22 +−= ttttX


 con t . 

Calcule la longitud de la curva definida por la intersección de o  con la superficie de ecuación 

yx 2=   en el 1º octante. 
 

Denotando )12,2,()( 22 +−= tttttg


, buscamos 0t  tal que ),2,0()( o0 ztg =


. Para ello: 
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   10 = t  )3,2,0()1()( 0 == gtg


, 

siendo )2,4,1()1( =g


 normal a o . De donde, una ecuación de o  es: 

0)1())1(( =− ggX


  →  0)2,4,1())3,2,0(),,(( =−zyx   →  1424 =++ zyx  

La intersección de este plano con el plano de ecuación yx 2=   es la curva (recta) que admite la 

ecuación )37,,2( yyyX −=


 con y , con puntos en el 1º octante para 0370 − yy , 

es decir, 3/70  y . La longitud pedida es la del segmento de puntos extremos )7,0,0(=A  y 

)0,3/7,3/14(=B , que no cambia si se incluyen o no a dichos puntos extremos.  

499/499/494|||| ++=− BA .  Respuesta:  3/147 . 
 

 

2. Dado )3,4(),(
2

22 yx exeyxyxf ++=


, calcule la circulación de f


 a lo largo de la frontera de 

}43,||/),{( 2 −= xyxyyxD . Indique gráficamente con qué orientación decidió rea-

lizar la circulación. 

 

La región D  es la sombreada en el gráfico, los puntos de su frontera D
pertenecen a || xy =   y  43 =− xy  que se intersecan en )1,1(−  y )2,2( . 

Dado que )( 21 Cf


, por tener componentes que son suma de polinomio 

más composición de exponencial con polinomio, podemos aplicar el teo-

rema de Green. La orientación de D  se indica en el gráfico. 

  

Siendo ),( QPf =


, xxxyxPQ yx 246),)(( =−=− . 

Entonces,  

3/4d)2(d)(

dd2dd2dd2d

9
16

9
4

2
0

2

2

0
1

32/2

2

]3/3[

2

03
4

]3/[

0

13
8

2

0

3/)24(

3/)4(0

1

3/)44(

3/)4(

=−=−++=

=+==

+

−+

−

−

+

−

+

+

−



  

−

+







xxxx

x

x

x

x

x

xDD

xxxxxx

yxxyxxyxxsf

 

 

Respuesta:  3/4d = +D
sf


. 
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3. Siendo )2,2,2(),,( zyxzyxf =


, calcule el flujo de f


 a través de la superficie abierta   de 

ecuación  42 =++ zyx  con 0,,2 + yxyyx . Oriente   de manera que, en cada punto, 

su versor normal n


 cumpla con 0kn


. 

La superficie   admite ecuación vectorial: 
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yxyxX −−=  con xyDyx ),(  

donde xyD  es la proyección de   sobre el plano xy . 

 

 
Un vector normal a   es: 

)1,2/1,2/1(
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 que es constante y cumple con 0kn


. 

Entonces: 
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Respuesta:  4d = nf


. 

 

4. Dada la familia de curvas planas F de ecuación CxCy 2=− , calcule el área de la región del 

semiplano 0x  limitada por la curva de la familia ortogonal a F  que pasa por )2,0( . 
 

Comenzamos hallando la ecuación diferencial ordinaria (EDO) de F  





=−
=−

0

2

Cy

CxCy
  →   yxyy =− 2   →   

  

F

yy

F

xyyxyy

aortogonal
flia.deEDO

/1por
reemplazo

deEDO

)2()/1()2( +−=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯+=
−

 

Es decir )2(
d

d
+−= x

x

y
y  es la EDO de la familia ortogonal a F , de donde: 

Axyxxyyxxyy ++−=→+−=→+−= 
2

2
12

2
1 )2(d)2(dd)2(d  

es la ecuación de dicha familia. La curva que pasa por )2,0(  cumple con 422 =+−= AA , 

con lo cual la ecuación de   es 8)2( 22 =++ yx  (circunferencia con centro en )0,2(−  y radio 8 ). 
 

El área que se pide es la de la región D  sombreada en el gráfico, es 

decir: 
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Respuesta:  42área −=  . 
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5. Sea )( 31 Cf


 con rotor: )8,),,(,),,((),,( += zzyxzyxzyxf 


. Calcule el flujo de 

f


  a través de la superficie abierta de ecuación 221 yxz −−=  con 0z , orientada hacia +z . 

 

Según se observa en el gráfico, la superficie 1  dada (con versor nor-

mal 1n


) tiene como borde la curva  , que también es borde de la 

superficie sombreada 2  de ecuación: 

0=z  con 122 + yx  cuyo versor normal es 2n


 

 

 

 

 

 
6.  

En estas condiciones y adoptando como sentido de circulación en   el indicado en el gráfico, 

como por enunciado )( 31 Cf


, aplicando el teorema del rotor resulta: 

 
==+

2
2

1
1 ddd  nfnfsf



 

Siendo )1,0,0(2 =n


, en puntos de 2  resulta  8]8[ 02 =+= =zznf


, por lo tanto: 
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Respuesta:   8d
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