Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

TEMA'1
1. Dado f(x,y,z)=(xy,zx,2yz), calcule el flujo de f através de la superficie abierta ¥ de ecua-

cién z=9-x2 con z > y,y=>0, x>0, orientada hacia z*.

En el esquema se observa X rayada en color azul y su proyeccion D,y raya-
da en rojo sobre el plano xy . Lacurva C es:

_0_y2 —Qg_y>2
C={2_9 xz{y 9-x
z=yY z=yY

Conlocual Dy ={(x,y) eR? / y<9-x* Ax=0Ay=20}.

Conesto = admite la parametrizacion X = (x, y, 9—x?) con (x,y) e D,y , siendo
%/—/
F(xy)

k
—2x|=(2x,0,1) que tiene la orientacién pedida (hacia z*). Entonces:
0

P O

(FixFp(x.y) =

[, f-ndo

1
0

Lo FyxFy -
f(F(x || Fy x Fy || dxdy =
Jlo, T(Fo w)WXF“| | cdy

__UD (xy, 9x-x>,18y-2x%y)-(2x,0,1) dxdy = J.dxj'o 18ydy—

2 x2y+18 y— 2x2y—18y
_9j0 (9-x%)2dx = 9[81x—6X° + x° /5]3 = 5832/5

Respuesta: Iz f-ndo =5832/5|

2. Dado f(x,y)= (> ) definido en ®2 —{0}, analice si f admite funcion potencial en

x2+y2 ! X2
dicho dominio.

8xy  4y2-4x2
(+y?)?  (x*+y?)?
4y2-4x2  -8xy
(X+y?)?  (x2+y?)?
Como R? —{0} no es simplemente conexo, debemos calcular la integral de linea de f alrededor de
cualquier curva cerrada que rodee al origen de coordenadas. En este caso conviene utilizar una circun-
ferencia del tipo x® + y? =1 pues facilitara los calculos al evaluar el campo en puntos de la misma.

La matriz jacobiana Df(x, y) = resulta continua y simétrica en R? —{0}.

Si para esta curva C adoptamos la ecuacion X = (cos(u), sen(u)) con 0 <u < 27, se tiene que:
d(u)

ffc* f.ds = j f(§(u))-g'(u)du = IOZE(—4sen(u), 4cos(u))-(-sen(u), cos(u))du :4J()2ﬂdu =8z
=4

Como §C+ f .ds = 0, no existe funcién potencial.

Respuesta: | f no admite funcién potencial en 2 —{0}|.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

2_.\2
3. Demuestre que f(x,y) =e* Y "2**> produce un minimo local en un punto (x,,Y,) v calcule el

volumen del cuerpo H definido por 0 <z < f(x,y) con (x,y) e Dy, donde D,, es un circulo de
radio R =1 con centro en el mencionado punto (X,,Y,) -

Dado que f es la composicién de un polinomio con una exponencial, f e C?(%?), entonces pode-
mos analizar extremos locales en puntos estacionarios mediante el hessiano.

2,y2
fx(xy) =(@x+2)e" ™ e N (2x+2) eXz+y2+2x+5 =0
fy(x,y) = 2yeX Y+ X24y24245 _ g

y\hy) = _

2.2
o (xy)=[2+@2x+2)2]e* ™Y +2X+5
2,2

f>§/(x,Y)=2y(2x+2)ex +y242x+5 H(—l.O):‘
fyy (X, y) = (2+4y?) eX2+y2+2x+5

Dado que H(-1,0)>0 y fg(-10) = 2e* > 0, queda demostrado que f (~1,0) = e* es minimo lo-
cal. Acorde al enunciado el cuerpo esta apoyado en el plano xy (z=0), el “techo” es f(x,y) >0 yla
base D,y es el circulo de radio 1 con centro en (x,,Y,) = (-1,0), es decir, (x +1)2 +y? <1.

Luego Vol(H) = H.[H dxdydz = .”'D dxdyIOf 0¥ g HD X Y 2x45 dxdy .
Xy Xy

- (Xo'yo) =(-1,0) .
2ye

frc(-10) fuy (-10)|
fr(-10) fyy (-10)|

2¢* 0

I =42 >0

X=-1+rcos(f)

y = rsen(é) con | J(r,0)|=r, queda:

Aplicando el cambio de variables {

2 1 2
Vol(H) ZJ.O”dG joer2+4rdr = 95594 J.O”dH = 7 (e®—e*). Respuesta:|Vol(H) =z (e® —e*)|
[

2
[ef +4/2]%)

4. Sealacurva Q definida por la interseccion de y+z = 2 con 4x*+y? = 4, orientada de manera que
su versor tangente en (1,0,2) tiene componente en k negativa. Calcule la circulacion de f a lo largo
de Q sabiendo que f(x,y,z) = (z?, @(z), y?) con ¢’ continuaen $R.

2

En el grafico de la derecha se observa que € es cerrada. Dado que 4 ¥
f eCY(R?) pues @' es continua en R y las otras dos componentes son \’ ‘
ar g I\

Vamos a usar como superficie el trozo de plano X de ecuacion y+z = 2 L 0d
3 i .’//” 72

1

N T
polinémicas podemos aplicar el teorema del rotor. \
~— J

con 4x%+y? <4 orientado con i segun se indica en la figura, en corres-

pondencia con la orientacion dada para Q. 4
B i j k
Vx f(x,y,z)=|0/ox oloy oloz|=(2y—¢'(z),2z,0)
22 o(2) ¥
Ecuaciénde =: X =(x, y,2—y) con (x,y) e Dy, definido por 4x*+y* < 4.
%/—/
F(xy)
i jk
Normala X: i =Fy(x y)xFy(x,y) = % 0 0(=(0,1,1) correctamente orientada segun grafico.
1 —
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

§Q+ f.ds =HZV>< f-ndo =ij Vx (%, y.2-y)-o53 11011 [[dxdy = HD (4-2y)dxdy
Xy Xy

X =rcos(d)

y = 2rsen(6) con |J(r,0)| = 2r, se tiene:

Aplicando el cambio de variables definido por {

- 2 1 27 2
§Q+f.d =Io d9j0[4—4rsen(t9)]2rdr=jo [4—&sen(6)]d6 =[46+5cos(0)];" =87

[4 rz—%sen(e) r’g

Respuesta: { , f-ds =87|

5. Dado f(x,y,2)=(2+xg(x),3+yg(x),4-3z9(x)) con f(1,0,0)=(234) y feCHR®), halle
una g(x) de manera que el flujo de f a través de la superficie frontera 6H del cubo H definido por
[-a,a]x[-a,a]x[-a,a] con a > 0 resulte entrante y con moédulo igual al doble del volumen de H .

Dado que f e C*(R®) podemos aplicar el teorema de la divergencia, en el cual se supone que oH es-
ta orientado hacia afuera de H . Por ello, para que el flujo resulte entrante debe ser negativo, es decir:

ﬁaH f-ndo = mH v-f dxdydz donde V- f(x,y,2z) = g(x)+xg'(x)+g(x)—3g(x) = xg'(x) - g(x)
Si por ejemplo imponemos que V- f(x,y,z) = —2 constante, tendremos que:
ﬁaH f.-ndo = _mH Zi dxdydz =-2 J_UH dxdydz =— 2 vol(H), que es lo que se pide.

Entonces, una solucién es hallar g(x) tal que xg'(x)—g(x) = —2 con g(1) =0 que surge de impo-
ner que f(10,0) =(2,3,4) . Luego:

Xg'(X) = g(x) -2 — gd&()f)z _ dx_ Integrando g () 12| = In| x| +A

o1 _ A LN oA
—>|g(x)-2|=e"e""™ — g(x) 2_J_rg X.
|X]

Con lo cual todas las posibles expresiones (solucién general) que se obtienen son g(x) =2+Cx
(donde se sostiene el caso C=0 pues g(x) =2 es solucion de la ecuacion diferencial), imponiendo
ahoraque g(1) =0 es necesario que C =-2.

Respuesta: |g(x) = 2—-2x|.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

TEMA 2

1. Dado f(x,y,z)=(xz,xy,2xz), calcule el flujo de f a través de la superficie abierta = de ecua-
cion z=9-y? con z > x, y >0, x > 0, orientada hacia z™.

En el esquema se observa X rayada en color azul y su proyeccion D,y raya-
da en rojo sobre el plano xy . Lacurva C es:

C:{z=9—y2 E{X:Q—y2
Z=Xx Z=X

Conlocual Dy, ={(x,y)eR* / x<9-y* Ax20AYy=>0}

>
7
Conesto = admite la parametrizacion X = (x, y, 9—y?) con (x,y) € Dyy siendo
F(x.y)
o i j k
(FxxFy)(xy) = (1) (i gy = (0, 2y, 1) que tiene la orientacion pedida (hacia z*). Entonces:

Jlyfondo=[f TE@) ”FX Fy" AGELALTE

—IJD (x(8-y?), Xy, 18x-2xy?)-(0,2y Docy = [Toy [} 18xcx =

2X y2+18 x— 2x2y 18x
_9j0 (9-y2)2dy = 9[81y—6y° +y°/5]3 = 5832/5

Respuesta: Iz f-ndo =5832/5|

2. Dado f(x,Vy)=(—"L ) definido en %% —{0}, analice si f admite funcion potencial en

X2+ y2 ! X2
dicho dominio.

4xy  2y%2-2x?
(x2+y?)> (x*+y?)?
2y2-2x2  -4xy
(x2+y?)?  (xP+y?)?
Como R? —{0} no es simplemente conexo, debemos calcular la integral de linea de f alrededor de
cualquier curva cerrada que rodee al origen de coordenadas. En este caso conviene utilizar una circun-
ferencia del tipo x? +y? =1 pues facilitara los calculos al evaluar el campo en puntos de la misma.

Si para esta curva C adoptamos la ecuacién X = (cos(u), sen(u)) con 0 <u < 27, se tiene que:
g(u)
- 2 2
fo Tods= j f(gG(u))-g'(u)du = jo”(—zsen(u), 2c0s(u))-(=sen(u),cos(u))du = 2 jo”du — 4z
=2

La matriz jacobiana Df (x,y) = resulta continua y simétrica en R? —{0}.

Como §c+ f .ds = 0, no existe funcién potencial.

Respuesta: | f no admite funcién potencial en %2 —{0}.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

2_.\2
3. Demuestre que f(x,y) =e* Y "2 produce un minimo local en un punto (x,,Y,) v calcule el

volumen del cuerpo H definido por 0 <z < f(x,y) con (x,y) e Dy, donde D,, es un circulo de
radio R =1 con centro en el mencionado punto (X,,Y,) -

Dado que f es la composicién de un polinomio con una exponencial, f e C?(%?), entonces pode-
mos analizar extremos locales en puntos estacionarios mediante el hessiano.

2.,\2 2. .2
flx,y) = 2x X Y T2V {mx h2yis g

2,42 2,2 - (Xo1yo):(o1_l)-
f)’,(x, y) = (2y+2)ex +y“+2y+5 2y+2) o X°HY +2y+5 -0

2,2
(X, y) = (2+4x7) Y2V
2.,,2
f (0 Y) = 2x(2y+2) X VY H(0,-1) =
2,2
fy (x,y) =[2+(2y +2)2] TV TH2Y

Dado que H(0,-1) >0 y fu (0,1 = 2e* >0, queda demostrado que f (0,-1) = e* es minimo lo-
cal. Acorde al enunciado el cuerpo esta apoyado en el plano xy (z=0), el “techo” es f(x,y) >0 yla
base Dy es el circulo de radio 1 con centro en (x,,Y,) = (0,~1) , es decir, X% +(y+1)? <1.

fx(0-1) fi(0-D)|
o (0-1) fyy(0-1)|

2e* 0

0 26t =42 >0

Luego Vol(H) = JHH dxdydz = J‘.[D dxdyj'of 0¥ gy HD QX YP2y+5 dxdy .
Xy Xy

X =rcos(d)

y =—1+ rsen(p) M 19(rO)[=r, queda

Aplicando el cambio de variables {

2 1 2
Vol(H) ZJ.O”dG joer2+4rdr = 95594 J.O”dH = 7 (e®—e*). Respuesta:|Vol(H) =z (e® —e*)|
[

2
[ef +4/2]%)

4. Sealacurva Q definida por la interseccion de x+z =2 con x? +4y? = 4, orientada de manera que
su versor tangente en (0,1,2) tiene componente en k positiva. Calcule la circulacion de f alo largo
de Q sabiendo que f(x,y,z) = (¢(z), 2%, x*) con ¢’ continuaen SR.
En el grafico de la derecha se observa que €2 es cerrada. Dado que

f eC*(R®) pues ¢’ es continua en R y las otras dos componentes son

polindmicas podemos aplicar el teorema del rotor.
Vamos a usar como superficie el trozo de plano X de ecuacién x+z =2

con x?+4y? <4 orientado con i segun se indica en la figura, en corres-
pondencia con la orientacion dada para €.

) ik
Vx f(x,y,z)=|0/ox oloy oloz|=(-2z, ¢'(z)-2x,0)
p(z) 7°  X?
Ecuaciénde =: X =(x, ¥, 2—X) con (x,y) € Dy, definido por x* +4y? <4.
%f_/
F(x.y)
i j k
Normala £: n=Fy(x y)xFy(x,y) = (1) (1) _O = (1, 0,1) correctamente orientada segun grafico.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 06/08/19

§Q+F ﬂ Vx f-ndo = jj Vx (X Y,2-X) ”((11%11))”||(1,O,1)||dxdy:”DXV(ZX—4)dxdy

X = 2rcos(0)

y = rsen(d) con |J(r,0)| = 2r, se tiene:

Aplicando el cambio de variables definido por {

for Tras = ”d@j;[4rcos(9)—4]2rdr =j02”[gcos(9)—4]d9 —[Esen(6)—46]5" = —8x

[8 cos(6) r3-4r2f

Respuesta: |{ . f-ds =—

5. Dado f(x,V,z)=(7+xg(x),2-4yg(x), 4+z9(x)) con f(10,0) =(7,2,4) y feCY{R®), halle
una g(x) de manera que el flujo de f a través de la superficie frontera 6H del cubo H definido por
[-b,b]x[-b,b]x[-b,b] con b > O resulte entrante y con mddulo igual al doble del volumen de H .

Dado que f e C*(R®) podemos aplicar el teorema de la divergencia, en el cual se supone que oH es-
ta orientado hacia afuera de H . Por ello, para que el flujo resulte entrante debe ser negativo, es decir:
ﬁaH f-ndo = mH V- f dxdydz donde

V- (xY,2) = 900 +xg'(x) —4g(x) + g(x) = xg'(x) ~29(x)
Si por ejemplo imponemos que V- f(x,y,z) = —2 constante, tendremos que:
ﬁaH f-ndo = mHv f dxdydz _—2mH dxdydz =— 2 vol(H), que es lo que se pide.

Entonces, una solucion es hallar g(x) tal que xg'(x)—2g(x) =—2 con g(1) =0 que surge de im-
poner que f(l,0,0) = (7,2,4). Luego:

, d integrando
xg'(X)=2g9(x)-2 — g?x()x_)lzzd—)g( g In|g(x)=1] =2 In| x| +A
2
S lg(x)-1|=ef e g(x)—lzJ_r(e:A x2.
2

X
Con lo cual todas las posibles expresiones (solucién general) que se obtienen son g(x) =1+C x?
(donde se sostiene el caso C=0 pues g(x) =1 es solucién de la ecuacion diferencial), imponiendo
ahoraque g(1) =0 es necesario que C =-1.

Respuesta: [g(x) =1- x|,
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