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TEMA 1 

1. Sean la superficie   de ecuación 12 += xy  con 5y , 20  z  y el campo vectorial f


 definido en 

3  tal que ),2,3(),,( zxyxzyxf =


. Calcule el flujo de f


 a través de   indicando gráficamente 

cómo decidió orientar a la superficie. 
 

La superficie admite la ecuación vectorial: 






),(

),1,( 2

zxF

zxxX +=  con xzDzx ),( , 

donde, como surge de la representación gráfica, 

}2022/),{( 2 −= zxzxDxz  

es la proyección de   sobre el plano xz . 
 

Una normal a la superficie es )0,1,2(

100

021 −=== xx

kji

FFn zx




, cuya orientación coincide con 

la elegida para   y que se indica con un n


 en el gráfico. Luego, 
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2. Sabiendo que 1),( 2 += yxyx  es la función potencial del campo f


 en 
2 , halle una ecuación para 

la línea de campo de f


 que pasa por el punto )1,2(  e indique gráficamente la orientación de dicha lí-

nea en ese punto. 
 

Siendo =f


, resulta ),2(),( 2xyxyxf =


 en 
2 . 

Entonces una ecuación diferencial para las líneas de 

campo de f


 se obtiene imponiendo que fsd


// , donde 

),( dydxsd =


 es el diferencial vectorial de longitud de 

arco de curva. De ello resulta que:  

22 x

dy

yx

dx
=  

 

Es decir dyydxx 2=  →   = dyydxx 2 →  Cyx += 22 2/ . En particular, para la línea que pasa 

por )1,2(  es 112/22 =+= CC . Es decir, la ecuación de la línea es 122

2
=− yx .  

Se trata de una hipérbola cuya orientación en el punto )1,2(  se indica en el gráfico (es la del campo en 

dicho punto), sólo se representa una parte de la rama derecha de la hipérbola. 
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3. Siendo ))(5,(),( yxyxyxf ++=


 con )( 21 Cf


, calcule la circulación de f


 desde )0,2(=A

hasta )0,0(=B  a lo largo de la curva   de ecuación xyx 222 =+  con  0y . 
 

Completando cuadrados vemos que la curva   puede expresar-

se como: 

1)1( 22 =+− yx  con 0y , 

que es la semicircunferencia que se representa en color rojo en 

la figura de la derecha.  

Dado que )( 21 Cf


 se puede aplicar el teorema de Green en la frontera BAD =  de la región 

D  sombreada en el gráfico, donde BA  es el segmento que tiene como extremos los puntos dados co-

mo dato. Así, 

  −=+ D yxD
dydxPQsdf )(


 con ),( QPf =


,                    (1) 

donde: 

•  +=
 + BAD

sdfsdfsdf


 con   recorrida según se solicita ( BA→ ). 

•  22/14)(área4)15()( 2 ===−=−  DdydxdydxPQ
DD yx . 

 

Reemplazando en (1) y despejando   sdf


 resulta  −=
 BA

sdfsdf


2  donde, dado que una 

ecuación para BA  recorrido desde B  hasta A  es 





)(

)0,2()(

tg

tBAtBX =−+=  con 10  t , 

  sdf
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4. Siendo ),)(,)(3(),,( 232 zyxgygyxzyxf −+=


 con )( 31 Cf


, calcule el flujo de f


 a través de 

la superficie frontera del cuerpo D  definido por: 1,422 ++ yzyyx  indicando qué orienta-

ción adopta para dicha superficie. 
 

Dado que )( 31 Cf


 podemos aplicar el teorema de la divergencia, 

con la ventaja que 

zzyyzyxf 2233),,( 22 =+−=


 

no depende de g  . 

En este caso el resultado obtenido corresponde a considerar la frontera 

D  orientada con n


 saliente de D , como se indica en el esquema de la 

derecha. 
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
 , como xyD  es 

el círculo 422 + yx  en el plano xy , pasando a coordenadas polares queda: 
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5. Sea C  la curva definida por la intersección de las superficies 1  y 2  cuyas ecuaciones son: 

3: 2
1 =+ zxyx     y    1: 2

2 =− zyx . 

Si or  es la recta tangente a C  en )1,2,1(=P , calcule la circulación de f


 a lo largo de or  desde el 

punto A  hasta el B  donde or  interseca a la superficie de ecuación 2xz = , sabiendo que  

)1,2,1(),,( −−−= zyxzyxf


. 

En la resolución debe aclararse cuál de los dos puntos es el que se adopta como punto A , el otro será 

el B .  

 

Denotando 3),,( 2 −+= zxyxzyxF   y  1),,( 2 −−= zyxzyxG , vemos que




=

=
=

0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
C , 

cumpliéndose que: 

• 0)()( == PGPF , 

• 
)2,,(),,(

),,2(),,( 2

zxyzyxG

xxzyxzyxF

−=

+=
 son continuos por tener componentes polinómicas, 

• 0)3,12,3(
212

115)()(





−=
−

==

kji

PGPFd . 

Entonces d


 es director de la recta tangente a C  en P , con lo cual una ecuación para or  es: 

  




)(

)31,122,31()3,12,3()1,2,1(





g

X ++−=−+=   con   . 

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 2)31(31  −=+ , es decir, 099 2 =−  . Para lo 

cual debe ser 10 ==  , de donde –reemplazando en la ecuación de or – se obtienen los puntos 

)1,2,1(=A  y )4,14,2(−=B  respectivamente.  

La circulación pedida es   =
AB

dggfsdf
1

0
)())(( 


.  

Siendo   162)3,12,3()3,12,3()())(( =−−=ggf


, resulta: 

  81162162
1

0
2

2
1

1

0
===  

AB
dsdf


. 
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TEMA 2 

1. Sean la superficie   de ecuación 12 += yx  con 5x , 20  z  y el campo vectorial f


 definido 

en 
3  tal que ),3,2(),,( zyyxzyxf =


. Calcule el flujo de f


 a través de   indicando gráficamen-

te cómo decidió orientar a la superficie. 
 

La superficie admite la ecuación vectorial: 






),(

),,1( 2

zyF

zyyX +=  con yzDzy ),( , 

donde, como surge de la representación gráfica, 

}2022/),{( 2 −= zyzyDyz  

es la proyección de   sobre el plano yz . 

 

Una normal a la superficie es )0,2,1(
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


, cuya orientación coincide con 

la elegida para   y que se indica con un n


 en el gráfico. Luego, 
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2. Sabiendo que 1),( 2 += yxyx  es la función potencial del campo f


 en 
2 , halle una ecuación para 

la línea de campo de f


 que pasa por el punto )2,1(  e indique gráficamente la orientación de dicha lí-

nea en ese punto. 
 

Siendo =f


, resulta )2,(),( 2 yxyyxf =


 en 
2 . 

Entonces una ecuación diferencial para las líneas de 

campo de f


 se obtiene imponiendo que fsd


// , donde 

),( dydxsd =


 es el diferencial vectorial de longitud de 

arco de curva. De ello resulta que:  

yx

dy

y

dx

22
=  

 

Es decir dyydxx =2  →   = dyydxx2 →  Cyx += 2/22 . En particular, para la línea que pasa 

por )2,1(  es 12/21 2 −=+= CC . Es decir, la ecuación de la línea es 12
2

2
=− x

y
.  

Se trata de una hipérbola cuya orientación en el punto )2,1(  se indica en el gráfico (es la del campo en 

dicho punto), sólo se representa una parte de la rama superior de la hipérbola. 
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3. Siendo )5,)((),( yxxyyxf ++= 


 con )( 21 Cf


, calcule la circulación de f


 desde )0,0(=A

hasta )2,0(=B  a lo largo de la curva   de ecuación yyx 222 =+  con  0x . 
 

Completando cuadrados vemos que la curva   puede expresarse como: 

1)1( 22 =−+ yx  con 0x  

Que es la semicircunferencia que se representa en color rojo en la figura 

de la derecha. 

Dado que )( 21 Cf


 se puede aplicar el teorema de Green en la fronte-

ra BAD =  de la región D  sombreada en el gráfico, donde BA  es 

el segmento que tiene como extremos los puntos dados como dato. Así, 
                   

                   −=+ D yxD
dydxPQsdf )(


 con ),( QPf =


,            (1)  

donde: 

•  +=
 + BAD

sdfsdfsdf


 con   recorrida según se solicita ( BA→ ). 

•  22/14)(área4)15()( 2 ===−=−  DdydxdydxPQ
DD yx . 

 

Reemplazando en (1) y despejando   sdf


 resulta  −=
 BA

sdfsdf


2  donde, dado que una 

ecuación para BA  recorrido desde B  hasta A  es 





)(

)22,0()(

tg

tBAtBX −=−+=  con 10  t , 

  


2

1
0

2 ]42[2)2,0()22,)0(22(2)())((2
1

0
44

1

0
−

−−=−−+−−=−= 
−


ttdtttdttgtgfsdf

t

  

 += )1(2 sdf


. 
 

4. Siendo ))(,,)(3(),,( 322 zxgyygzxzyxf −+=


 con )( 31 Cf


, calcule el flujo de f


 a través de 

la superficie frontera del cuerpo D  definido por: 1,422 ++ xyxzx  indicando qué orienta-

ción adopta para dicha superficie. 

 

Dado que )( 31 Cf


 podemos aplicar el teorema de la diver-

gencia, con la ventaja que 

yzyzzyxf 2323),,( 22 =−+=


 

no depende de g  . 

En este caso el resultado obtenido corresponde a considerar la 

frontera D  orientada con n


 saliente de D , como se indica en 

el esquema de la derecha.  
 

Entonces   +===

+

+
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1




 , como xzD  es el 

círculo 422 + zx  en el plano xz , pasando a coordenadas polares queda: 
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5. Sea C  la curva definida por la intersección de las superficies 1  y 2  cuyas ecuaciones son: 

3: 2
1 =+ zyyx     y    1: 2

2 =− zyx . 

Si or  es la recta tangente a C  en )1,1,2(=P , calcule la circulación de f


 a lo largo de or  desde el 

punto A  hasta el B  donde or  interseca a la superficie de ecuación 2zy = , sabiendo que  

)1,1,2(),,( −−−= zyxzyxf


.  

En la resolución debe aclararse cuál de los dos puntos es el que se adopta como punto A , el otro será 

el B .  
  

Denotando 3),,( 2 −+= zyyxzyxF   y  1),,( 2 −−= zyxzyxG , vemos que 




=

=
=

0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
C , 

cumpliéndose que: 

• 0)()( == PGPF , 

• 

)2,,(),,(

),2,(),,( 2

zxyzyxG

yzyxyzyxF

−=

+=
 son continuos por tener componentes polinómicas, 

• 0)3,3,12(
221

151)()(





−−=
−

==

kji

PGPFd . 

Entonces d


 es director de la recta tangente a C  en P , con lo cual una ecuación para or  es: 

  




)(

)31,31,122()3,3,12()1,1,2(





g

X −+−=−−+=   con   . 

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 2)31(31  −=+ , es decir, 099 2 =−  . Para lo cual 

debe ser 10 ==  , de donde –reemplazando en la ecuación de or – se obtienen los puntos 

)1,1,2(=A  y )2,4,10( −−=B  respectivamente.  

La circulación pedida es   =
AB

dggfsdf
1

0
)())(( 


.  

Siendo   162)3,3,12()3,3,12()())(( =−−−−=ggf


, resulta: 

  81162162
1

0
2

2
1

1

0
===  

AB
dsdf


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


