Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

TEMA1

1. Sean la superficie = de ecuacion y = x*>+1 con y<5, 0<z <2 yel campo vectorial f definido en

R tal que f(x,y,z)=(3x, 2y, xz). Calcule el flujo de f através de = indicando graficamente
como decidid orientar a la superficie.

La superficie admite la ecuacién vectorial: zf} i e
X =(x, xX*+1, 2) con (x,z)e Dy, s B
F(x,z) /7 i\// i
donde, como surge de la representacion grafica, ,. ?*1;”:' L = 3
Dy, ={(x,2) eR?/ -2<x<2A0<2<2} e
es la proyeccion de X sobre el plano xz . x? A
i j k
Una normal a la superficie es i =Fy; xF, =[1 2x 0|=(2x, -1, 0), cuya orientacién coincide con
0 0 1
la elegida para X~ y que se indica con un n en el gréfico. Luego,
Jf, f-ndo = ffy_F(Fex z))-”gign I FoxFyaxaz = ff 3,206 +1),2x 7)-(2%,—10) dxdz
4x°-2

[l F-ndo =["ax[@x?-2)dz=2 [ (ax* ~2)dx=2[4x* ~2x[,, = 80/3]

(4x2-2)[z]

2. Sabiendo que ¢(x,y) = x> y+1 es la funcién potencial del campo f en %2, halle una ecuacién para

la linea de campo de f que pasa por el punto (2,1) e indique graficamente la orientacién de dicha li-
nea en ese punto.

Siendo f =V¢, resulta f(x,y) =(2xy, x?) en R>.
Entonces una ecuacidn diferencial para las lineas de
campo de f se obtiene imponiendo que ds// f , donde
ds = (dx,dy) es el diferencial vectorial de longitud de

arco de curva. De ello resulta que:
dx dy

2xy X2 \ 2 x

Es decir xdx=2ydy — [xdx=[2ydy — x*/2=y?+C.En particular, para la linea que pasa

por (2,1) es 2°/2 =1+C = C =1. Es decir, [la ecuacion de la linea es %— y? =1|

Se trata de una hipérbola cuya orientacion en el punto (2,1) se indica en el grafico (es la del campo en
dicho punto), solo se representa una parte de la rama derecha de la hipérbola.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

3. Siendo f(x,y)=(x+Yy,5x+¢(y)) con feC(R?), calcule la circulacién de f desde A= (2,0)
hasta B = (0,0) alo largo de la curva I" de ecuacion x?+y? =2x con y=>0.

Completando cuadrados vemos que la curva T" puede expresar- Y r
se como:
(x-1)%*+y?>=1con y>0, D
que es la semicircunferencia que se representa en color rojo en 5 )
la figura de la derecha. T 27 X

Dado que f e C(%?) se puede aplicar el teorema de Green en la frontera 6D = I'UBA de la regién

D sombreada en el gréafico, donde BA es el segmento que tiene como extremos los puntos dados co-
mo dato. Asi,

§6D+ f.ds = .”'D(Q;( —Py) dxdy con f =(P,Q), 1)
donde:
. §8D+ f.ds = .[r f-ds+ A f-dS con T" recorrida segun se solicita (A— B).

o [J5 (@ —Py) dxdy = [ (5-1) dxdy = 4 érea(D) = 471*/2 =27

Reemplazando en (1) y despejando .[r f.ds resulta J.r f.ds=27- ETA1?.d§ donde, dado que una
ecuacion para BA recorrido desde B hasta A es X = B+t(A—B)=(2t,0) con 0<t<1,
\_V_J
a(t)
= 1. 1
jr f.ds = zﬁ—jo (G(t))-g'(t)dt = 2;r—j0(2t,10t+(p(0))-(2,0)dt =27 -2[t*1 = 2(z - 1)

4t

4. Siendo f(x,y,z)=Bxy?>+9g(y), g(x)—y3, z?) con f eC}®R?), calcule el flujo de f a través de

la superficie frontera del cuerpo D definido por: x?+y? <4,y <z<y+1 indicando qué orienta-
cion adopta para dicha superficie.

Dado que f eC*(%®) podemos aplicar el teorema de la divergencia,
con la ventaja que

v-f(x,y,z)=3y?-3y?+2z=2z
no depende de ¢ .

En este caso el resultado obtenido corresponde a considerar la frontera
oD orientada con n saliente de D, como se indica en el esquema de la
derecha.

- y+1
Entonces ﬁ;aD f-ndo :IIIDZZ dxdydz :jID dxdy Iy 220z :ﬁD (2y+1)dxdy, como Dyy es
[ZZ]¥+1
el circulo x*+y? <4 enel plano Xy, pasando a coordenadas polares queda:
Tr T . (27, 2 27 2
ﬁaD f-ido :jo dajo (2rsen(0) +1) rdr :jo (Lsen(9) +2)d@ = [-Lcos(9) +20];" = 47|

[2r3/3 sen(0)+r?/2]3
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

5. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies X, y X, cuyas ecuaciones son:
>, o x2y+xz=3 y Z,:xy-z?=1,
Si r, es la recta tangente a C en P =(1,2,1), calcule la circulacion de f alo largo de r, desde el
puntoA hasta el B donde r, interseca a la superficie de ecuacion z=x*, sabiendo que

f(x,y,z) =(x-1,y-2,z-1).
En la resolucion debe aclararse cual de los dos puntos es el que se adopta como punto A, el otro sera
el B.

F(x,y,z2)=0

_ y2 — = . =
Denotando F(x,y,z) =x“y+xz-3 'y G(x,y,z)=xy-z"-1, vemos queC {G(x,y,z)=0'

cumpliéndose que:
. F(MP)=G(P)=0,
VE(X,y,2) = (2xy+1z, X?, X)

. son continuos por tener componentes polindmicas,
VG(x,Y,2) = (Y, X,—22) P P P

B} i
. d=VF(P)xVG(P)=|5 1
2 1

= X

=(-3,12,3) # 0.
-2
Entonces d es director de la recta tangente a C en P, con lo cual una ecuacién para r, es:
X =021)+4(-312,3) = (1-31, 2+121,1+34) con AeNR.
g(4)

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 1+31 = (1-31)?, es decir, 942 -94=0. Para lo
cual debe ser 2 =0 v A =1, de donde —reemplazando en la ecuacion de r,— se obtienen los puntos
A=(121) y B =(-2,14,4) respectivamente.

: - . = = e _,
La circulacion pedida es J.E f-ds = jo f(g(1))-g'(1)dA .
Siendo f(G(1))-6'(1) = (34,124, 31)- (-3,12,3) =162 1, resulta:

fas=[" _1601]2} =
[ fds=[1622d2 =162} =81
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

TEMA 2

1. Sean la superficie £ de ecuacion x = y?>+1 con x<5, 0<z<2 y el campo vectorial f definido

en R tal que f(x,y,z) =(2x,3y, yz). Calcule el flujo de f através de T indicando graficamen-
te como decidio orientar a la superficie.

La superficie admite la ecuacion vectorial: =
X =(y?+1,y,2) con (y,2)e Dy, |
%/—J

F(y.2) .
donde, como surge de la representacion gréafica, gl
Dy, ={(y,2) eR?/ -2<y<2A0<z<2} o
es la proyeccion de X sobre el plano yz.
i Jk
Una normal a la superficie es i = If Ifz’ =2y 1 0[|=(,-2y,0), cuya orientacion coincide con
0 0 1

la elegida para X y que se indica conun n n en el gréfico. Luego,

I, f-ido= ﬂD f(F(y,2))- | Fy xF; ||dydz_ﬂ (2(y +1),3y,y2)-(L-2y,0) dydz
—4y +2

Hz f-ndo = fzdyj'oz(—4y2 +2)dz =2 I_Zz(—4y2 +2)dy = 2[—%y +2yl2 - —-80/3,
(-4y?+2) [z}

IIF I:II

2. Sabiendo que ¢(x,y) = xy%+1 es la funcion potencial del campo f en %2, halle una ecuacién para

la linea de campo de f que pasa por el punto (1,2) e indique graficamente la orientacion de dicha Ii-
nea en ese punto.

Siendo f =V¢, resulta f(x,y)=(y?, 2xy) en RZ.

Entonces una ecuacidn diferencial para las lineas de

campo de f se obtiene imponiendo que ds// f , donde N
ds = (dx,dy) es el diferencial vectorial de longitud de \

arco de curva. De ello resulta que:
dx dy
2 i
yo 2Xy ; -

Es decir 2xdx=ydy — I2xdx =Iydy — x?=y?/2+C. En particular, para la linea que pasa

2
por (1,2) es 1=2%/2+C = C =-1. Es decir, la ecuacion de la linea es yT_XZ =1|

Se trata de una hipérbola cuya orientacion en el punto (1,2) se indica en el grafico (es la del campo en
dicho punto), s6lo se representa una parte de la rama superior de la hipérbola.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

3. Siendo f(x,y)=(y+¢(x),5x+y) con feC'(%R?), calcule la circulacién de f desde A = (0,0)
hasta B = (0,2) alo largo de la curva I' de ecuacion x?+y? =2y con x > 0.

Completando cuadrados vemos que la curva I" puede expresarse como:
x> +(y-1)%=1con x>0

Que es la semicircunferencia que se representa en color rojo en la figura

de la derecha.

Dado que f e C}(%?) se puede aplicar el teorema de Green en la fronte- r

=]
=-]

ra 6D = TUBA de laregion D sombreada en el grafico, donde BA es
el segmento que tiene como extremos los puntos dados como dato. Asi,

§6D+ f.ds = ij(Q'X —Py) dxdy con f =(P,Q), (1) A

donde:
. §8D+ f.ds = J.r f-ds+ A f-dS con T" recorrida segun se solicita (A— B).

o [J5 (@ —Py) dxdy = [ (5-1) dxdy = 4 &rea(D) = 471*/2 =27

Reemplazando en (1) y despejando Ir f.ds resulta jr f.ds=27- ﬁf-d§ donde, dado que una

ecuacion para BA recorrido desde B hasta A es X = B+t(A—B)=(0,2-2t) con 0<t<1,
%/_/
g(t)
- 1 1
[ Frds=27—[ T(3()-g'(t)dt = 27~ [ (2—2t+p(0),2—2t)-(0,~ 2) dt = 277 —[2t* - 4t
T 0 0 -
4t—4 -2

[ f-ds=2(z+D)|

4. Siendo f(x,y,z)=(3xz2+g(y),y?, g(x)—z%) con f eC*(R®), calcule el flujo de f a través de

la superficie frontera del cuerpo D definido por: x?+2z2? <4, x <y < x+1 indicando qué orienta-
cién adopta para dicha superficie.

Dado que f eC*(%®) podemos aplicar el teorema de la diver-
gencia, con la ventaja que

v-f(x,y,z) =322 +2y—-322=2y
no depende de ¢ .

En este caso el resultado obtenido corresponde a considerar la
frontera oD orientada con n saliente de D, como se indica en
el esquema de la derecha.

Entonces ﬁaD f-ndo = ”J.DZy dxdydz = “.sz dxdz I;(+12 ydy = '”.sz (2x+1)dxdz, como D,; esel
.

[yz]x+1
X

circulo x* + 22 < 4 enel plano xz, pasando a coordenadas polares queda:

e = _ 27 2 27 2
ﬁaD f.-ndo = Io dejo (2rcos(@)+1) rdr = jo (Xcos(9)+2)do :[%sen(0)+29]0” :E.

[2r3/3 cos()+r?/2]
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 10/12/19

5. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies X, y X, cuyas ecuaciones son:
> xy?+yz=3 y 3,:xy-z°=1.
Si r, es la recta tangente a C en P =(2,11), calcule la circulacion de f alo largo de r, desde el
puntoA hasta el B donde r, interseca a la superficie de ecuacion y=z?, sabiendo que

F(x,y,z) =(x-2,y-1,z-1).
En la resolucion debe aclararse cual de los dos puntos es el que se adopta como punto A, el otro sera
el B.

o ~ 2 _JF(Xy,2)=0
Denotando F(x,y,z)=xy“+yz-3 y G(Xy,z)=xy-z"-1, vemos que C_{G(x,y,z):O’
cumpliéndose que:

. FMP)=G(P)=0,

\Y = (y? . L
. F(xy.2) = (y%, 2xy+z,y) son continuos por tener componentes polinémicas,

VG(x,y,2)=(y, x,—-22)
i

k
15 1
1

« d=VF(P)xVG(P) = =(-12,3,-3) 0.

N O =«

-2

Entonces d es director de la recta tangente a C en P, con lo cual una ecuacién para r, es:
X =(211)+1(-12,3,-3) = (2-121,1+34,1-31) con AeR.
g(4)

Esta recta interseca a la superficie dada cuando 1+34 = (1-34)?, es decir, 94> =91 =0. Para lo cual
debe ser =0 v A =1, de donde —reemplazando en la ecuacion de r,— se obtienen los puntos
A=(211) y B =(-10,4,—2) respectivamente.

: - . = = e . _,
La circulacion pedida es J'E f-ds = jo f(g(4))-g'(1)da .
Siendo f(G(1))-6'(1) = (<124, 34, —34)- (-12,3,—3) =162 1, resulta:

fds=[" _1622[22F =
[ fds=[1622d2=162[2] =81
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