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TEMA 1 

1. Dado ),)(,)((),,( 2xzzxgyzygxzyxf −++=


 con )( 31 Cf


, calcule el flujo de f


 a través de la 

superficie abierta   de ecuación 44 222 =++ zyx  con 0z  y orientada hacia +z . 
 

Observando que f


 no está totalmente definido ( g  no se conoce) pero: 

• )( 31 Cf


, 

• la divergencia resulta 3111),,( =++= zyxf


, independiente de 

la expresión de g , 

• la tercera componente de f


 no depende de g . 

Se puede cerrar   con aux  de ecuación 0=z  y aplicar el teorema de  

la divergencia con la superficie aux=D  que es frontera del cuerpo D , según se indica en la re-

presentación gráfica. Es decir, 

                                        =
 DD

dxdydzfdnf


                                  (1) 

donde, la proyección de ambas superficies y del cuerpo sobre el plano xy  es la región plana xyD  de-

finida por 44 22 + yx  cuyo borde es la elipse de ecuación 12/ 222 =+ yx . Entonces: 

▪   −−===
−−

xyxy
DD

yx

DD
dydxyxdzdydxdxdydzdxdydzf 22

22

44333
44

0


 

Aplicando el cambio de variables definido por 




=

=

)(sen

)cos(2





ry

rx
 con rrJ 2|),(| = , queda: 




832123
2

0

2

0

3
4])1[(

3
4

1

0 3
4

1
0

2/32

2 ==−=  
=−−

ddrrrddxdydzf

r

D   


. 

▪  
+=

aux
 dnfdnfdnf

D


, donde    simboliza orientación de  hacia

+z  y  

aux  que aux se orienta hacia 
−z . 

Dado que  −=


xy
D

x

dydxyxfdnf
  



2

)1,0,0()0,,(
aux

 , aplicando el mismo cambio de varia-

bles del punto anterior, resulta: 

 



2]2/)2(sen[)(cos22)]cos(2[ 2
0

2

0

2

0

]4/[)(cos8

1

0aux

2

1
0

42

2 =+===   
ddrrrddnf

r

  


. 

Reemplazando en (1) se tiene que   82 =+  dnf


  6= 
dnf


. 

 

2. Dado )2,)((),(
2222 yxyx

eyexgyxf
++

=


 con )( 21 Cf


, determine )(xg  de manera que f


 ad-

mita función potencial en 
2  y, en ese caso, calcule la circulación de f


 desde )3,0(=A  hasta 

)4,1(=B  a lo largo de la curva de ecuación 35 += xy . 
 

Dado que )( 21 Cf


 con ),( QPf =


, si la matriz jacobiana de f


 es simétrica ( xy QP = ) existe la 

función potencial . Luego, debe ser: xeyyexg
yxyx

222)(
2222 ++

= , es decir, xxg 2)( = . 

2 

1 
2 
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Con esto )2,2(),(
2222 yxyx

eyexyxf
++

=


, de donde 








=

=

+

+

)2(

)1(

2),(

2),(
22

22

yx
y

yx
x

eyyx

exyx




. 

De (1), )()(2),(
2222

+==
++

 yedxexyx
yxyx   

Luego Kyyyeyyeyx
yxyx

y ===+= ++
)(0)(2)(2),(

2222 )2(

 , que reemplazada en 

)(  permite obtener Keyx
yx

+=
+ 22

),( . Esta es la familia de posibles funciones potenciales ( K  

es una constante arbitraria), cualquier componente de la familia puede usarse para calcular la integral 

de línea pedida, la cual es independiente de la curva que se utilice. 

Por ejemplo con 0=K  tenemos 
22

0 ),(
yx

eyx
+

= , 917
00 )()( eeABsdf

C
−=−= 


 donde la cur-

va C  está recorrida desde )3,0(=A  hasta )4,1(=B .  
 

3. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: xyzx −+ 0,1)1( 22
. 

 

Como se observa en el esquema de la derecha, el cuerpo proyecta contra 

el plano xz  en el semicírculo 1)1( 22 −+ zx  con 0x . 

Luego,  ===
xzxz

D

x

DD
dzdxxdydzdxdzdydxD

0
)(vol  

que pasando a polares en el xz  resulta: 

)(vol D === 
    

2/
0

4

3

)(sen2
0

)](sen[
4
1

2/

0

]3[
3
1)cos(

)(sen2

0

2/

0
)cos()(sen)cos(

3
8

 






 ddrrrd

r

3
2  

 
 

4. Siendo ),),(,)((),,( 32 yxzxgyhzyxzyxf +=


 con )( 31 Cf


, calcule la circulación de f


 a lo 

largo de la curva C  de ecuación ))(sen3,5,)cos(3( ttX =


 con ]2,0[ t  respetando la orientación 

impuesta por esta parametrización.  
 

Según surge de la parametrización la curva C  es una circunferencia de 

radio 3 en el plano 5=y  con centro en el punto )0,5,0(  y orientada 

según se muestra en el gráfico de la derecha (que denotamos 
+C ). 

Como )( 31 Cf


 se puede aplicar el teorema del rotor, en este caso: 

))(),(,3,),((

),()(

///),,(

2223

32

yhzxzxgyxyxzxgx

yxzxgyhzyx

zyx

kji

zyxf

xz −−−−=

=

+

=





 

 

Usando 5=y  con 
222 3+ zx como superficie   que tiene a la curva como borde, con la orienta-

ción que se indica en el gráfico y siendo xzD  la región 
222 3+ zx  en 0=y , resulta: 

 

 + 
C

sdf


  ==−==


xz xz
D D

dxdzxdxdzzxfdnf 210)0,1,0(),5,(



 

               ==== +








 2

0
0

2

3
0

42

22

0
]2/)2(sen[

4
405

2
405 2

][
4
1)(cos

3

0

2
)(cos)(cos10 ddrrrd

r

  


2
405 . 
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5. Calcule  +
D

dydxyx 2)(  con }042/),{( 2 += xxyyxyxD  aplicando el cam-

bio de variables definido por )2,2(),( uuvyx −= . 
 

A la derecha se representa la región de integración D  en el 

plano xy , limitada por cuatro arcos de curva 1C  a 4C . 

Mediante el cambio de variables 




=

−=

uy

uvx

2

2
 , las rectas a las 

que pertenecen dichos arcos de curva se transforman en: 









=+−

=−

=+−

−=

=

=

=

=

⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯ →

=+

=

=+

=

4

3

2

1

222

02

422

22

4

3

2

1

:2

:2

:4

:4

2:

0:

4:

:

Cv

Cuv

Cv

Cuv

yxC

xC

yxC

xyC

uuv

uv

uuv

uvu

 

Siendo 

1C  a 


4C  los arcos de curva que constituyen la frontera 

de la región D  del plano uv , en la que se transforma D  a 

través del cambio de variables. La nueva región de integración 

se representa en la figura de abajo. 

Por su parte el jacobiano de la transformación es: 

2
02
12

),(

),(
),( −=

−
=






vu

yx
vuJ    2|),(| =vuJ . 

Entonces, aplicando el cambio de variables, resulta: 

302

|),(|)22()(

4
2

432

2

22

][
8
1

2
1 4

2

4/

2/

4/

4

2

2

====

=+−=+



 

udvvdudvv

dvduvuJuuvdydxyx

v

v

v

D

v

D



  

 

 

 
 

 

 

Respuesta:  =+
D

dydxyx 30)( 2
. 
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TEMA 2 

1. Dado ),)(,)(3(),,( 2yzyzxgzygxzyxf −−+=


 con )( 31 Cf


, calcule el flujo de f


 a través de 

la superficie abierta   de ecuación 44 222 =++ zyx  con 0z  y orientada hacia +z . 
 

Observando que f


 no está totalmente definido ( g  no se conoce) pero: 

• )( 31 Cf


, 

• la divergencia resulta 3113),,( =+−= zyxf


, independiente de 

la expresión de g , 

• la tercera componente de f


 no depende de g . 

Se puede cerrar   con aux  de ecuación 0=z  y aplicar el teorema de  

la divergencia con la superficie aux=D  que es frontera del cuerpo D , según se indica en la re-

presentación gráfica. Es decir, 

                                      =
 DD

dxdydzfdnf


                                  (1) 

donde, la proyección de ambas superficies y del cuerpo sobre el plano xy  es la región plana xyD  de-

finida por 44 22 + yx  cuyo borde es la elipse de ecuación 12/ 222 =+ yx . Entonces: 

▪   −−===
−−

xyxy
DD

yx

DD
dydxyxdzdydxdxdydzdxdydzf 22

22

44333
44

0


 

Aplicando el cambio de variables definido por 




=

=

)(sen2

)cos(




ry

rx
 con rrJ 2|),(| = , queda: 




832123
2

0

2

0

3
4])1[(

3
4

1

0 3
4

1
0

2/32

2 ==−=  
=−−

ddrrrddxdydzf

r

D   


. 

▪  
+=

aux
 dnfdnfdnf

D


, donde    simboliza orientación de  hacia 

+z  

y  aux  que aux se orienta hacia 
−z . 

Dado que  −=


xy
D

y

dydxyxfdnf
  



2

)1,0,0()0,,(
aux

 , aplicando el mismo cambio de varia-

bles del punto anterior, resulta: 

 



2]2/)2(sen[)(sen22)](sen2[ 2
0

2

0

2

0

]4/[)(sen8

1

0aux

2

1
0

42

2 =−===   
ddrrrddnf

r

  


. 

Reemplazando en (1) se tiene que   82 =+  dnf


  6= 
dnf


. 

 

2. Dado ))(,2(),(
2222 yxyx

eygexyxf
++

=


 con )( 21 Cf


, determine )(yg  de manera que f


 ad-

mita función potencial en 
2  y, en ese caso, calcule la circulación de f


 desde )0,3(=A  hasta 

)1,4(=B  a lo largo de la curva de ecuación 35 += yx . 
 

Dado que )( 21 Cf


 con ),( QPf =


, si la matriz jacobiana de f


 es simétrica ( xy QP = ) existe la 

función potencial  . Luego, debe ser: xeygyex
yxyx

2)(22
2222 ++

= , es decir, yyg 2)( = . 

2 

2 
1 
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Con esto )2,2(),(
2222 yxyx

eyexyxf
++

=


, de donde 








=

=

+

+

)2(

)1(

2),(

2),(
22

22

yx
y

yx
x

eyyx

exyx




. 

De (1), )()(2),(
2222

+==
++

 yedxexyx
yxyx   

Luego Kyyyeyyeyx
yxyx

y ===+= ++
)(0)(2)(2),(

2222 )2(

 , que reemplazada en 

)(  permite obtener Keyx
yx

+=
+ 22

),( . Esta es la familia de posibles funciones potenciales ( K  

es una constante arbitraria), cualquier componente de la familia puede usarse para calcular la integral 

de línea pedida, la cual es independiente de la curva que se utilice. 

Por ejemplo con 0=K  tenemos 
22

0 ),(
yx

eyx
+

= , 917
00 )()( eeABsdf

C
−=−= 


 donde la cur-

va C  está recorrida desde )0,3(=A  hasta )1,4(=B .  
 

3. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: yxzy −+ 0,1)1( 22
. 

 

Como se observa en el esquema de la derecha, el cuerpo proyecta contra 

el plano yz  en el semicírculo 1)1( 22 −+ zy  con 0y . 

Luego,  ===
yzyz

D

y

DD
dzdyydxdzdydzdydxD

0
)(vol  

que pasando a polares en el yz  resulta:  

)(vol D === 
    

2/
0

4

3

)(sen2
0

)](sen[
4
1

2/

0

]3[
3
1)cos(

)(sen2

0

2/

0
)cos()(sen)cos(

3
8

 






 ddrrrd

r

3
2  

 

 

4. Siendo ),)(,),((),,( 32 yxxhzyxzygzyxf +=


 con )( 31 Cf


, calcule la circulación de f


 a lo 

largo de la curva C  de ecuación ))(sen3,)cos(3,5( ttX =


 con ]2,0[ t  respetando la orientación 

impuesta por esta parametrización.  

Según surge de la parametrización la curva C es una circunferencia 

de radio 3 en el plano 5=x  con centro en el punto )0,0,5(  y orienta-

da según se muestra en el gráfico de la derecha (que denotamos 
+C ). 

Como )( 31 Cf


 se puede aplicar el teorema del rotor, en este caso: 

)),()(,),(,3(

)(),(

///),,(

2322

32

zygxhzyyzygyxyx

yxxhzyxzyg

zyx

kji

zyxf

yz −+−−=

=

+

=




 

 

Usando 5=x  con 
222 3+ zy como superficie   que tiene a la curva como borde, con la orienta-

ción que se indica en el gráfico y siendo yzD  la región 
222 3+ zy  en 0=x , resulta: 

 

 + 
C

sdf


  ====


yz yz
D D

dydzydydzzyfdnf 210)0,0,1(),,5(



 

               ==== +








 2

0
0

2

3
0

42

22

0
]2/)2(sen[

4
405

2
405 2

][
4
1)(cos

3

0

2
)(cos)(cos10 ddrrrd

r

  


2
405 . 

 y 

x 

z 
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5. Calcule  +
D

dydxyx 2)2(  con }0624/),{( 2 += yxyyxyxD  aplicando el 

cambio de variables definido por )4,2(),( vuvyx −= . 
 

A la derecha se representa la región de integración D  en el 

plano xy , limitada por cuatro arcos de curva 1C  a 4C . 

Mediante el cambio de variables 




−=

=

vuy

vx

4

2
 , las rectas a las 

que pertenecen dichos arcos de curva se transforman en: 









=−+

=−

=−+

=−

=

=

=

=

⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯ →

⎯⎯⎯⎯⎯ →

=+

=

=+

=

4

3

2

1

444

04

644

24

4

3

2

1

:

:

:

:

4

4/

6

6/

42:

0:

62:

:

C

C

C

C

u

uv

u

uv

yxC

yC

yxC

xyC

vuv

vu

vuv

vvu

 

Siendo 

1C  a 


4C  los arcos de curva que constituyen la frontera 

de la región D  del plano uv , en la que se transforma D  a 

través del cambio de variables. La nueva región de integración se 

representa en la figura de abajo. 

Por su parte el jacobiano de la transformación es: 
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Entonces, aplicando el cambio de variables, resulta: 
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Respuesta: 
3

1302)2( =+D dydxyx . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


