Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

TEMA1

1. Dado f(xy,z)=(x+9(yz), y+9g(xz), z—x?) con f eC*(R?), calcule el flujo de f atravésde la
superficie abierta = de ecuacion x*+4y?+z% =4 con z >0 y orientada hacia z*.

Observando que f no esta totalmente definido (g no se conoce) pero:

. feCl(®Y,

o la divergencia resulta V- f(x,y,z) =1+1+1=3, independiente de
la expresion de g,

« latercera componente de f no depende de g .

Se puede cerrar £ con X, de ecuacion z =0 y aplicar el teorema de

la divergencia con la superficie oD =X uUX,,, que es frontera del cuerpo D, segun se indica en la re-

presentacion grafica. Es decir,

ﬁan-ﬁ da:_mDVf dxdydz (1)
donde, la proyeccion de ambas superficies y del cuerpo sobre el plano Xy es la region plana Dy de-

finida por x? +4y? <4 cuyo borde es la elipse de ecuacién x? /2% + y* = 1. Entonces:

. V- f dxdydz = [[[ 3dxdydz =3 dxdy |" 4y’ dz =3 4—x? —4y*dxdy
D D D 0 e D \/7
Xy Xy

. . ) . X = 2rcos(9)
Aplicando el cambio de variables definido por con | J(r,0)|=2r, queda:
y =rsen(6)

([ dxdydz = 3[02”d9j;2\/1—r2 2rdr = 3%]02%9 ~8r.

_Arn_y¢2V3/291 _4
S22 -2

T = _ re LA re " . . . ., . +
ﬁaD f-ndo= ”ZTf ndo+ Hzauxif N do, donde = 7T simboliza orientacién de = haciaz™ y

Yaux ¥ que X,y Se orienta hacia z~ .
Dado que _UE . f-ndo =ﬂD f(x, y,0)-(0,0,-1) dxdy, aplicando el mismo cambio de varia-
Xy

auXx
)
bles del punto anterior, resulta:

- B 2 1 ) B o X B -
ﬂzauxif'” do = [ d6 [ [2rcos(@)] 2rdr = [\ 2cos? (6)do = [0+sen(26) /215" =27

8cos?(0)[r* /4%,

Reemplazando en (1) se tiene que .UzT f-Ado+27=87= HZT f-ndo=67x|

7 X2 +y? x2+y? F_~lip2 ; £
2. Dado f(x,¥)=(g(x)e ,2ye ) con f eC*(R°), determine g(x) de manera que f ad-
mita funcion potencial en R? y, en ese caso, calcule la circulacion de f desde A=(0,3) hasta
B =(14) alo largo de la curva de ecuacién y = x> +3.

Dado que f eC'(%?) con f=(P,Q), si la matriz jacobiana de f es simétrica (P =Qy) existe la

242 2.2
funcién potencial ¢ . Luego, debe ser: g(x)e* *¥ 2y =2ye* ¥ 2x , es decir, g(x) = 2x.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

S (xy) = 2xeX Y (1)

Conesto F(xy) = (2xeX"*Y* 2yeX**¥*)  de donde ,
By (x.y) =2yeX ™Y (2

De (1), g(xy) = [2xe ¥ dx = +o(y) ()

(2)
Luego 4y (x,Y) = X°+Y? 2y+¢'(y) = XY’ 2y = ¢'(y) =0 = ¢(y) = K, que reemplazada en

2 2
(*) permite obtener ¢(x,y) =e* Y + K. Esta es la familia de posibles funciones potenciales ( K

es una constante arbitraria), cualquier componente de la familia puede usarse para calcular la integral
de linea pedida, la cual es independiente de la curva que se utilice.

Por ejemplo con K =0 tenemos ¢, (X, y) = e+ J'C f-ds = ¢ (B) — ¢, (A) =€'" —e”| donde la cur-

va C esté recorrida desde A=(0,3) hasta B=(1,4) .

3. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: x* +(z-1)? <1, 0< y < x.

Como se observa en el esquema de la derecha, el cuerpo proyecta contra
el plano xz en el semicirculo x* +(z—1)?> <1con x>0.

Luego, vol(D) = mD dxdydz = J.J.D dx dz J.gdy = HD x dx dz
que pasando a polares en el xz resulta:
/2 2sen(8) /2
vol(D) :J.(;T do |, rcos(@) rdr = % Jgr sen3(9)cos(9)d0:%

cos(6) 3[r315%"®) Tlsen*(0)7'?

4. Siendo f(x,y,z)=(x2yz+h(y), g(x,2), x}y) con feC}®R®), calcule la circulacion de f a lo
largo de la curva C de ecuacion X = (3cos(t), 5,3sen(t)) con te[0,27] respetando la orientacion
impuesta por esta parametrizacion.

Segun surge de la parametrizacion la curva C es una circunferencia de
radio 3 en el plano y =5 con centro en el punto (0,5,0) y orientada 2

segln se muestra en el gréfico de la derecha (que denotamos C*).
Como f e CY(R®) se puede aplicar el teorema del rotor, en este caso:

’KJ;/\‘

] i K o 77 Y

vxf(xy,z)=| alox oloy olor) = /7
x’yz+h(y) g(xz) x3 % N

= (X —gj(x.2), X*y=3x%y, gy (x,2) - x*z—h'(y))
Usando y =5 con x*+z? <3?como superficie £ que tiene a la curva como borde, con la orienta-
cion que se indica en el grafico y siendo Dy, laregion x*+2z> <3% en y =0, resulta:

fo. fods = jjzw f-ido = ijXZvX f(x,5,2)-(0,—1,0) dxdz =1oﬂDXZ x? dxdz =

2 3 2
=10 [ do [ r*cos? (@) rdr = 4% [ cos’(0)d0 = 4B 0+ sen(26)/ 21" = 4P 7|

cosz(ﬁ)%[r“]g
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

5. CalculeﬁD(x+ y)>dxdy con D={(x,y)eR?/2<x+y<4 A y=x A x>0} aplicando el cam-
bio de variables definido por (x,y) =(v-_2u, 2u).

A la derecha se representa la region de integracion D en el
plano Xy, limitada por cuatro arcos de curva C; a C,.

X=V-2Uu

, las rectas a las
y=2u G C,
que pertenecen dichos arcos de curva se transforman en:

o

Mediante el cambio de variables {

* 3] -D
C1:y=X 2u=v-2u V=4UZC1 2
C,:X+y=4 (ymaurau=4 , 2“2+2“—4 v=4 :C, c, G
C;:x=0 220 5 v=2u:C;

C4:x+y:2 v-2u+2u =2 V=2 C4

[
FES
=

Siendo C; a C, los arcos de curva que constituyen la frontera

de la region D" del plano uv, en la que se transforma D a
través del cambio de variables. La nueva region de integracion
se representa en la figura de abajo. 4
Por su parte el jacobiano de la transformacion es:

J(u,v)z%=‘_22 é‘:-z 1 J(uV)] =2

—
53
.

b

Entonces, aplicando el cambio de variables, resulta:
J] (x+y)?dxdy = ﬂ ,(v—2u+2u)?| J(u,v) |dudv =

_2J'24 2 dv IV/Z Iv dv = 8[u4]‘2‘=30 -

Respuesta: HD (x+y)?dxdy =30|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

TEMA 2

1. Dado f(x,y,2)=(3x+g(yz), g(xz)—y, z—Yy?) con feC*(®R?), calcule el flujo de f através de
la superficie abierta £ de ecuacion 4x*+y®+z? =4 con z >0 y orientada hacia z* .

Observando que f no esta totalmente definido (g no se conoce) pero:

. feCl(®Y,

o la divergencia resulta V- f(xy,z)=3-1+1=3, independiente de
la expresion de g,

« latercera componente de f no depende de g .

Se puede cerrar £ con X, de ecuacion z =0 y aplicar el teorema de

la divergencia con la superficie oD =X uUX,,, que es frontera del cuerpo D, segun se indica en la re-

presentacion grafica. Es decir,

ﬁan-ﬁ da:jﬂDv-f dxdydz (1)
donde, la proyeccion de ambas superficies y del cuerpo sobre el plano Xy es la region plana Dy de-

finida por 4x? +y? <4 cuyo borde es la elipse de ecuacién x?+y? /22 =1. Entonces:

. mDv. f dxdydz = mDC%dxdydz :3HD dx dy jo“ -yt dz = BHD \4—4x%—y?dxdy
Xy Xy

X = rcos(@)
y = 2rsen(6)

([ V- T dxdydz = 3]02”d0j;2\/1—r2 2rdr = 3%]02%9 ~8r.

_Arm_y¢2\3/271 _4
L2 2R -2

Aplicando el cambio de variables definido por { con | J(r,0)|=2r, queda:

T = _ ".v ".v . . . ., . +
ﬁaD f-ndo = ﬂsz ndo+ Hzauxif A do, donde X 7T simboliza orientacién de X hacia z

Y Zaux ¥ que T, Se orienta hacia z” .
Dado que Ijzaux¢ f-fido= Hny f(x, y,0)-(0,0,—1) dxdy, aplicando el mismo cambio de varia-

y2

bles del punto anterior, resulta:
fn = o - 2 = 27 2 — 2w _
_[J.Zaux¢ f.n do'—J.O dHIO[eren(a)] 2rdr _.[0 2sen’(0)d@ = [0—sen(26)/2]5" = 2x .

8sen®(0)[r*/4T,

Reemplazando en (1) se tiene que .”zT f-ndo+27=87r= ”zT f-ndo=6x|

- B X242 x2+y2 . Lyes2 ] —
2. Dado f(x,y)=(2xe , g(y)e ) con f eC*(R?), determineg(y) de manera que f ad-
mita funcion potencial en R? y, en ese caso, calcule la circulacién de f desde A=(3,0) hasta

B =(4,1) alo largo de la curva de ecuacién x = y° +3.

Dado que f eC'(%?) con f=(P,Q), si la matriz jacobiana de f es simétrica (P =Qy) existe la

2.\,2 2.\,2
funcion potencial ¢. Luego, debe ser: 2xe* Y 2y = g(y)e* ™Y 2x , esdecir, g(y) =2y.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

S (xy) = 2xeX Y (1)

Conesto F(xy) = (2xeX"*Y* 2yeX**¥*)  de donde ,
By (x.y) =2yeX ™Y (2

De (1), g(xy) = [2xe ¥ dx = +o(y) ()

(2)
Luego 4y (x,Y) = X°+Y? 2y+¢'(y) = XY’ 2y = ¢'(y) =0 = ¢(y) = K, que reemplazada en

2 2
(*) permite obtener ¢(x,y) =e* Y + K. Esta es la familia de posibles funciones potenciales ( K

es una constante arbitraria), cualquier componente de la familia puede usarse para calcular la integral
de linea pedida, la cual es independiente de la curva que se utilice.

Por ejemplo con K =0 tenemos ¢, (X, y) = e+ J'C f-ds = ¢ (B) — ¢, (A) =€'" —e”| donde la cur-

va C esté recorrida desde A=(3,0) hasta B=(4,1).

3. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: y? +(z-1)> <1, 0<x<y.

Como se observa en el esquema de la derecha, el cuerpo proyecta contra
el plano yz en el semicirculo y? +(z-1)? <1 con y > 0.

Luego, vol(D) = dexdydz = _UD dy dz _[Oydx = _UD y dydz
yz yz
que pasando a polares en el yz resulta:
l2 2sen(6) l2
vol(D) :.[o dejo rcos(@) rdr = % .[o sen3(9)cos(9)d9=%

cos(8) %[r3]gse”(‘9) FIsen(0)1z72

4. Siendo f(xy,2)=(9(y,2), xy>z+h(x), xy®) con f eC*®R®), calcule la circulacion de f a lo

largo de la curva C de ecuaciéon X = (5, 3cos(t),3sen(t)) con t[0,27] respetando la orientacion
impuesta por esta parametrizacion.

Segln surge de la parametrizacion la curva Ces una circunferencia
de radio 3 en el plano x =5 con centro en el punto (5,0,0) y orienta-
da seglin se muestra en el gréfico de la derecha (que denotamos C*).

Como f e CY(R®) se puede aplicar el teorema del rotor, en este caso:

B i j k
Vx f(XYy,2)=|0/ox oloy 0l0oz| =
g(y,2) xy’z+h(x) xy®

= (Bxy?—xy% g7(y,2) - Y%, y* 2+ () - g} (v, 2))

Usando X =5 con y?+z% <3?como superficie £ que tiene a la curva como borde, con la orienta-
cion que se indica en el grafico y siendo Dy, la region y? +z2 <3% en x =0, resulta:

§C+ f.ds = .UZVX f.ndo = ijYZVx f(5,y,2)-(1,0,0)dydz :10”Dyz y2 dydz =

2 3 2

cos2(6) %[r“]g
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 17/12/19

5. CalculeﬂD(Zx+ y)2dxdy con D={(x,y)eR?/4<2x+y<6 A y<x A y=0} aplicando el
cambio de variables definido por (x,y) =(2v,u—4v).

A la derecha se representa la region de integracion D en el

plano Xy, limitada por cuatro arcos de curva C; a C,. 'E'
Mediante el cambio de variables {; - 3\/_4\/ , las rectas a las
que pertenecen dichos arcos de curva se transforman en: 4
C:y=x v oy _y/e iCy
C,:2X+y=56 M u=6 :C,
C;:y=0 < Uv=0_ v=ul4.c; G c
C,:2x+y = 4% u=4 .c D 2
. 4 C4
Siendo C; a C; los arcos de curva que constituyen la frontera TG 3 %

de la region D" del plano uv, en la que se transforma D a
través del cambio de variables. La nueva region de integracion se
representa en la figura de abajo.
Por su parte el jacobiano de la transformacion es:

(X, 0 2

Iy =50h - ‘ ‘ L2 S I(uy)|=2
Entonces, aplicando el cambio de variables, resulta:
ﬂ (2x+y)? dxdy = jj L(4v+u—4v)?|J(u,v)|dudv =
2

_ijzdj dv——_[u3du 24[u - 130
u/12

|
1
|
1
|
| 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| 1
6

u

Respuesta: J.J.D (2x+y)? dxdy =130/
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