Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

TEMA'1
1. Calcule el area del trozo de superficie conica = de ecuacién z2 = x? +y? con x> +y? <2y, z>0.
Dado que los puntos de la superficie cumplen con z >0, ¥ admite la pa- 2
rametrizacion X = (x, y, Vx> +y?) con (x,y)eD, donde D cumple ﬁ_/
F(xY) e
con x?+y? <2y obien x* +(y—1)? <1 que es un circulo de radio 1 con 7

centro en (0,1), rayado en rojo. Siendo area(X) = 'UDH Fy x Fy [|dxdy .
i k
Dado que (FyxFy)(x,y) =|1 0 x/yx?+y?|=(=x/\x*+y?, —y/y{x*+y? 1), resulta:

0 1 y/yx*+y?

I Fxx Fy 1106 y) = DX 10 + y2)+ Y2 (X + y?) +1]72 = /2.

Entonces, area(X) = I.[D\/E dxdy = V2 area(D) = V2n1? > area(x) = V2|

2. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: z < 9-x?—-(y-3)%, z>2y.

Como se observa en la figura, la proyeccion de D sobre el plano xy es la Y\
region Dy, rayada en color rojo. La curva C es:

Cc_12=9-x"—(y-3)" _ |2y =9-x"—(y-3)* _ [x*+y’ -4y =0
2=2y z2=2y z2=2y

~0

Con lo cual x*+y®—4y =0 es laecuacion de la proyeccion de C sobre / i

el plano xy , es decir, es el borde de Dy, . ’

Completando cuadrados es x* +(y —2)* = 4, entonces:

9-x2—(y-3)? 2 2
vOl(D)szdxdydz:ﬂD dxdyj’zy dz = HD [4y—x2 —y?]dxdy.
Xy Xy

X = rcos(@)
y =2+rsen(6)

Vol(D) = [*"do [ (4-r?)rdr =4[ "do = 8. [Vol(D) = 87)
S

[2 rz—%r"’]g

Aplicando el cambio de variables { con |J(r,0)|=r ,resulta:

2.,y2 -
3. Sea @(x,V,z) =3+e>* Y= Ja funcion potencial de f en R° y sea T el trozo de superficie de
potencial 4 del campo cuyos puntos cumplen con z > 3. Calcule el flujo de f atravésde = orienta-
da hacia z*.

7+x2+y2-7

La ecuacion de T es 3+e =4 < 7+x°+y*-7=0, es decir,

z=7-x%-y? con z > 3. Observando el gréfico surge que:
colz=T-xX*-y*_ [3=T-x*-y* _ [x’+y’ =4
Con lo cual ¥ admite la parametrizacion:
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

X =(x,y,7-x*—y?) con (x,y)eD ={(x,y) e R? I x> + y* < 4}

F(x.y)
L i j k
Un vector normal a = es fi(x, y) =(FyxFy)(x,y) =|1 0 —2x|=(2x, 2y, 1), que esta orientado —
01 -2y

como se pide— hacia z* (su tercera componente es positiva). Entonces:

[l Fondo = [l FEC IR I ey )

Dado que f(X, y, Z) — V¢(X, y, Z) — (zer+X +y —7, 2yeZ+X2+y2—7 ’ eZ+X2+y2_7) ,
f(F(x,y)) A Yy) = (2%, 2y,1)- (2x,2y,1) = 4x> +4y? +1.
Reemplazando en () resulta Hz f.-ndo = HD (4x? +4y® +1)dxdy ,y pasando a coordenadas po-
Xy

lares: jjzf”-ﬁda:joz”de j§(4r2+1)rdr=18j§”d9=367z —|[[ f-ndo =367

[ré+r2/2]2

4. Sea F lafamilia de curvas planas de ecuacién y = C x*. Calcule el area de la region H limitada por
la curva de la familia ortogonal a F que contiene al punto (2,2), con x >0.

_ 2 . .
Siendo {;/, - gé ) eliminando € _ 2 ¥'X, que es la ecuacion diferencial de la familia F .

Reemplazando en esta Gltima y’ por —1/y’ resulta y = =L

2y =X , 0 bien 2yy’' = —x que es la ecua-

cion diferencial de la familia F, , ortogonal a F .

2

Asi, la ecuacion de F, es: %xz +y? = K. La curva de esta familia que contiene al punto (2,2) debe

Siendo 2yy' =—x — Zy%=—x—>2ydy=—xdx—>I2ydy=—dex—> y?=—1x21K.

cumplircon 2+4 =K.

De donde, la curva buscada tiene ecuacion L1 x? + y? =6, llevandola a b

2
la f | y°
a forma candnica resulta =1. H
(f 2 (62
Entonces la region H , para x > 0, esté limitada por esta elipse de se- a x

miejes a=+12 y b=+/6. Para calcular el area se puede aplicar el
cambio de variables: _b

{x=\/ﬁrcos(9) con |J(r,0)|=12/6r =6/2r.
y =\/5rsen(9)

i zl2 1 wl2 B
area(H) :_UH dx dy :I_”,2d9I06\/§rdr :3\/5.[_”/2d9:3\/§7r — |area(H) = 3v/2 7|
3202
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

5. La superficie £ de ecuacion z = x* —4x+ xy® +3 tiene tres puntos (A By C) donde el plano tan-
gente es paralelo al plano xy. Dado f(x,y,z) = (xy+2z%, x> +h(y), h(x)) con f eC*(R?), calcule

la circulacion de f alo largo de la curva borde del tridngulo cuyos vértices son los puntos menciona-

dos. La circulacion debe realizarse en el sentido A—B —>C — A, indicando cuales son las coorde-
nadas de cada uno de los puntos a los que se decidié denominar A By C.

Denotando g(x,y) = x> —4x+xy?+3, siendo g diferenciable por B W af” T

A
ser polindmica, los puntos de X con plano tangente paralelo al plano ; N\ !
xy son del tipo (X,, Y. 9(X,,Y,)) para los cuales Vg(x,,Y,) = 0. .

gx(X,y) =2x—-4+y®> [2x—4+y? =0 (¥) —1 Y 2
gy(xy) = 2xy “l2xy=0 —>x=0vy=0 VT
x=0 % 4+y?=0—>y=-2vy=2-(0-2)y (02
y=0—">52x-4=0—> x=-2—> (2,0)
Asi, los puntos buscados son A=(0,2,3), B=(0,—2,3) y C=(2,0,-1), representados en el esquema.
Dado que f e C}(R®) pero no se conoce la expresion de h, intentaremos p
calcular la circulacién pedida aplicando el teorema del rotor, usando como
superficie S la del triangulo que tiene como vértices a dichos puntos. Del D
esquema anterior surge directamente que la proyeccion de S sobre el 2%
plano xy es laregion D dibujada a la derecha.
Con lo cual conviene parametrizar S en funcionde x e y.. -2

) i J ok
Un vector normal al planoes N = (B—A)x(C—-A) = g —421 0 | = (16,0,8). Con lo cual, una ecua-
-2 -4
cion cartesiana para el mismo es ((x,y,z)—(0,2,3))- (16,0,8) = 0. Es decir, z =3-2x, de donde S
admite la parametrizacion X = (x,y, 3—2x) con (x,y) € D.
%/—/
F(x.y)

=
U

-2/ =(2,0,1), se obtiene de la parametrizacion y es normal al plano con

O —

Siendo que Fyx Fy =|1

o
(@)

la orientacion buscada (hacia z*), usamos como vector normal A = (2,0,1) .

Denotando con I'" la orientacion representada en el esquema (para el borde del triangulo):
§r+ f.ds = ﬂsw f.-ndo = ijVx f (F(x, y))ﬁn Al dxdy (%)
B} P j K .
Como Vx f(x,y,z)=| d/ox oloy 0loz|=(0,2z-h'(x),x) = Vxf(F(x,y))-n=x,
xy+z? x*+h(y) h(x)

lazand ta: § F-ds = ([ xdxdy= [*xax [*"dy = [Px(4—2x)dx =
reemplazando en (+) resulta: §r+ : s__UDx X y_J.Ox X.[x—z y_jox( —2x)dx =

= [2x* - 2x°]3 = 8/3. Respuesta.. §r+ f.ds =8/3|

Nota: Para el célculo del flujo se uso el vector i =(2,0,1) obtenido desde la parametrizacion de S . Es incorrecto aplicar el

mismo procedimiento usando N = (16,0,8), aunque ambos tienen la misma orientacién y son normales a la superficie.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

TEMA 2
1. Calcule el area del trozo de superficie conica = de ecuacion z2 = x? + y% con x*+y? <2x, z>0.

Dado que los puntos de la superficie cumplen con z >0, ¥ admite la pa-
rametrizacion X = (x, y, yX* +y?) con (x,y)eD, donde D cumple

F(x.y)
con x?+y® < 2x obien (x-1)* + y* <1 que es un circulo de radio 1 con

centro en (1,0), rayado en rojo. Siendo area(X) = _UDH Fy x Fy [|dxdy .

ij k
Dado que (FgxFy)(x,y) =[1 0 Xx/yx?+y?|=(=x/x*+y*, —y/\x*+y? 1), resulta:
0 1 y/yx®+y?

| Fxx Fy 1%, y) = [X° 10X + y2) + Y2 (X + y?) +1]72 = 2.
Entonces, area(X) = HD\/E dxdy = J2 area(D) = 2712 > area(z) = 2 7|

2. Calcule el volumen del cuerpo D definido por: z < 9—(x-3)2-y?, z > 2x.
Como se observa en la figura, la proyeccion de D sobre el plano xy es 2 A
la region D,y rayada en color rojo. La curva C, interseccion del parabo- Q==

loide con el plano, es:

Co12=9-(x=3)* -y _ J2x=9-(x-3)"—y® _ [x*+y*-4x=0
z=2X | z=2x )z =2x

Con lo cual x*+y?—4x =0 es la ecuacion de la proyeccién de C sobre /
el plano xy, es decir, es el borde de Dy - y

Completando cuadrados es (x—2)? + y%= 4, entonces:

9—(x—2)2-y? s
vO|(D)=mDo|xo|yo|z=jjD dxdy [ dz = HD [4x—x2 —y?]dxdy .
Xy Xy

X = 2+rcos(@)
y = rsen(6)

Vol(D) = [*"de [ (4-r?)rdr =4[ " d6 =8z [Vol(D) =87)
AN

[2 rz—ir“]g

Aplicando el cambio de variables { con |J(r,0)| =r , resulta:

2 2 -
3. Sea @(x,y,2) =5+e>* Y 710 |3 funcion potencial de f en %% y sea T el trozo de superficie de
potencial 6 del campo cuyos puntos cumplen con z > 6. Calcule el flujo de f através de = orienta-
da hacia z*.

7+x2+y2-10

La ecuacién de = es 5+e =6 < z+x°+y?-10=0, es decir,

z =10-x%*—y? con z > 6. Observando el gréfico surge que:
c_lz =10-x*—y? _ |6=10-x>—y? _ [x*+y? =4
7=6 ~ |z=6 lz=6
Con lo cual ¥ admite la parametrizacion:
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

X =(x,y,10-x*—y?) con (x,y)e D ={(x,y) e R?/ x* +y* < 4}

F(xy)
L i j k
Un vector normal a £ es fi(x,y) =(FyxFy)(x,y) =1 0 -2x|=(2x, 2y,1), que esta orientado —
01 -2y

como se pide— hacia z* (su tercera componente es positiva). Entonces:
Fad~ F(E CAxY) &
Jl fondo= [f TR0 gy 110l dxdy )

Dado que (X, y,2) = VA(X, y,2) = (erz+x2+y2—10’ 2ye2+x2+y2—10’ ez+x2+y2—10) ’
f(F(x,y))- A% Y) =(2x,2y,1)- (2x,2y,1) =4x> +4y% +1.
Reemplazando en () resulta ”2 f-ndo = J'J' 5 (4 x? +4y® +1)dxdy ,y pasando a coordenadas po-
xy

lares: ﬂEF-ﬁda=j§”de j§(4r2+1)rdr=18j§”d9=36;z - |[[, f-ndo =367
ot T

[r4+r2/2]2

4. Sea F la familia de curvas planas de ecuacion y = C x*. Calcule el rea de la region limitada por la
curva de la familia ortogonal a F que contiene al punto (2,1),con x>0.

y=Cx* eliminando C
y' =4Cx®
Reemplazando en esta dltima y’ por —1/y' resulta y = _—)},x , 0 bien 4yy" = —x que es la ecua-

Siendo { >y = % y'X, que es la ecuacion diferencial de la familia F .

cion diferencial de la familia F, , ortogonal a F .

Siendo 4yy' =-x — 4y% :—x—>4ydy:—xdx—>I4ydy:—dex —2y?=-1x24K.

2

Asi, la ecuacion de F, es: %xz +2y% = K . La curva de esta familia que contiene al punto (2,1) debe
cumplircon 2+2 =K.
De donde, la curva buscada tiene ecuacion %xz +2y? =4, llevandola a ;;,
la forma canénica resulta —X— + Ly =1. H

(+/8)?  (v2)?
Entonces la region H , para x > 0, esta limitada por esta elipse de semi- ax
ejes a= V8 y b=+/2. Para calcular el 4rea se puede aplicar el cambio de
variables: -b

{x:\/grcos(e) con | J(r,0)| = B~2r = 4r |

y= \/Ersen(e)
. 12l /2 i
érea(H) = [[, dxdy = fﬁ/ZdHJOMdr =2 fﬂlzde =27 — [area(H) = 27

%/_J
2[r?l}
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/02/20

5. La superficie = de ecuacion z = y?—4y+x®y+3 tiene tres puntos (A By C) donde el plano tan-
gente es paralelo a plano xy. Dado f(x,y,z) = (y2+h(x), 3xy+2z%, h(y)) con f eC}®?), calcu-

le la circulacién de f alo largo de la curva borde del triangulo cuyos vértices son los puntos mencio-

nados. La circulacion debe realizarse en el sentido A— B —>C — A, indicando cuéles son las coor-
denadas de cada uno de los puntos a los que se decidié denominar A By C.
Denotando g(x,y) = y2—4y+x®y+3, siendo g diferenciable por rof w
ser polindmica, los puntos de = con plano tangente paralelo al plano
xy son del tipo (X, Yy, 9(X,, Y,)) para los cuales Vg(X,,Y,) = 0.
gx (X, y) = 2xy 2xy =0 —>x=0vy=0
{g'y(x, y) =2y -4+x° {2y—4+ X2 =0 (*)

x=0— 52y_4=0-y=2-(0,2)

y=0— 5 44x2=0->x=-2 v x=2 - (-2,0) y (2,0)
Asi, los puntos buscados son A=(2,0,3) , B=(0,2,-1) y C =(-2,0,3), representados en el esquema.

re ., . 1
Dado que f e C}(%R?®) pero no se conoce la expresion de h, intentaremos >

calcular la circulacion pedida aplicando el teorema del rotor, usando como
superficie S la del triangulo que tiene como vértices a dichos puntos. Del

esquema anterior surge directamente que la proyeccién de S sobre el D

plano xy es laregion D dibujada a la derecha.

Con lo cual conviene parametrizar S en funcionde x e y. —2 27X
ik

Un vector normal al planoes N = (B— A)x(C — A) = —ﬁ S —04 = (0,16,8). Con lo cual, una ecua-

cion cartesiana para el mismo es ((x,y,z)—(2,0,3))- (0,16,8) = 0. Es decir, z=3-2y, de donde S
admite la parametrizacion X = (x,y, 3—2y) con (x,y)eD.
%/—/
F(xy)

=

k
0 [=(0,2,1) se obtiene de la parametrizacion y es normal al plano con

O —

Siendo que FyxFy =1
0 -2
la orientacion buscada (hacia z*), usamos como vector normal [ = (0,2,1) .

Denotando con I'" la orientacion representada en el esquema (para el borde del triangulo):

§r+ f.ds :ﬂsw F-ﬁdazﬂDVx f’(ﬁ(x,y))ﬁnﬁn dxdy (%)

. P j K -

Como Vx f (x,y,z) =| 0/0x oloy olozj=(h'(y)-2z,0,y) = VxTf(F(x,y)n=y,
y>+h(x) 3xy+z> h(y)

ror e 2 2y 2 ~
reemplazando en (¥) resulta: §r+ f.ds = “'Dydxdy_ joydyjy_zdx = joy(4—2y)dx =

= [2y? -2y*)? - 8/3. Respuesta: f¥r+ f.ds =8/3]

Nota: Para el célculo del flujo se uso el vector i =(0,2,1) obtenido desde la parametrizacion de S . Es incorrecto aplicar el

mismo procedimiento usando N = (0,16,8), aunque ambos tienen la misma orientacién y son normales a la superficie.
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