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TEMA 1 

1. Calcule el área del trozo de superficie cónica   de ecuación 222 yxz +=  con 0,222 + zyyx . 

Dado que los puntos de la superficie cumplen con 0z ,   admite la pa-

rametrización 
  




),(

),,( 22

yxF

yxyxX +=  con Dyx ),( , donde D  cumple 

con yyx 222 +  o bien 1)1( 22 −+ yx  que es un círculo de radio 1 con 

centro en )1,0( , rayado en rojo. Siendo  =
D

dydxFF yx ||||)(área


.  

Dado que )1,/,/(

/10

/01),)(( 2222

22

22 yxyyxx

yxy

yxx

kji

yxFF yx +−+−=

+

+=




, resulta: 

2]1)/()/([),(|||| 2/1222222 =++++= yxyyxxyxFF yx


.  

Entonces, 
212)(área22)(área ===  Ddydx

D
 →  2)(área = . 

 

2. Calcule el volumen del cuerpo D  definido por: yzyxz 2,)3(9 22 −−− . 
 

Como se observa en la figura, la proyección de D  sobre el plano xy  es la 

región xyD  rayada en color rojo. La curva C  es: 
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Con lo cual 0422 =−+ yyx  es la ecuación de la proyección de C  sobre 

el plano xy , es decir, es el borde de xyD .  

Completando cuadrados es  4)2( 22 =−+ yx , entonces: 

 −−===
−−−

xyxy
D

yx

yDD
dydxyxydzdydxdzdydxD ]4[)(Vol 22

22 )3(9

2
. 

Aplicando el cambio de variables 




+=

=

)(sen2

)cos(




ry

rx
 con rrJ =|),(|   , resulta: 
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.  8)(Vol =D . 

 

3. Sea 
722

3),,(
−++

+=
yxz

ezyx  la función potencial de f


 en 
3  y sea   el trozo de superficie de 

potencial 4 del campo cuyos puntos cumplen con 3z . Calcule el flujo de f


 a través de    orienta-

da hacia +z . 

La ecuación de   es 0743 22
22 7

=−++=+
−++

yxze
yxz

, es decir, 
227 yxz −−=  con 3z . Observando el gráfico surge que: 
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Con lo cual    admite la parametrización:  

x 
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}4/),{(),(con)7,,( 22222

),(

+=−−= yxyxDyxyxyxX

yxF

  




 

Un vector normal a   es  )1,2,2(

210

201),)((),( yx

y

x
kji

yxFFyxn yx =

−

−==




, que está orientado –

como se pide– hacia +z  (su tercera componente es positiva). Entonces: 

 

 =


xy
D yxn

yxn
dydxyxnyxFfdnf ||),(||)),((

||),(||

),( 



   )(  

Dado que ),2,2(),,(),,(
777 222222 −++−++−++

==
yxzyxzyxz

eeyexzyxzyxf 


, 

144)1,2,2()1,2,2(),()),(( 22 ++== yxyxyxyxnyxFf


. 

Reemplazando en )(  resulta  ++=


xy
D

dydxyxdnf )144( 22


, y pasando a coordenadas po-

lares: 


3618)14(
2
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]2/[

2
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2
0
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2 ==+= 
+


ddrrrddnf

rr

  


 →   36= dnf


. 

 

4. Sea F  la familia de curvas planas de ecuación 
2xCy = . Calcule el área de la región H  limitada por 

la curva de la familia ortogonal a F  que contiene al punto )2,2( , con 0x . 
 

Siendo 




=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
=
=

xyy
xCy

xCy C

2
1eliminando

2

2

, que es la ecuación diferencial de la familia F . 

Reemplazando en esta última y  por y− /1  resulta  xy
y
−=
2

1  , o bien xyy −=2  que es la ecua-

ción diferencial de la familia ⊥F , ortogonal a F .  

Siendo xyy −=2   →    +−=→−=→−=→−= Kxydxxdyydxxdyyxy
dx

dy 22

2
1222 . 

Así, la ecuación de ⊥F  es: Kyx =+ 22

2
1 . La curva de esta familia que contiene al punto )2,2(  debe 

cumplir con K=+ 42 .  

De donde, la curva buscada tiene ecuación 622

2
1 =+ yx , llevándola a 

la forma canónica resulta 1
)6()12( 2

2

2

2
=+

yx . 

Entonces la región H , para 0x , está limitada por esta elipse de se-

miejes 6y12 == ba . Para calcular el área se puede aplicar el 

cambio de variables: 
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 con rrrJ 26612|),(| == . 
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H 
 →  23)(área =H . 
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5. La superficie   de ecuación 34 22 ++−= yxxxz  tiene tres puntos ( CBA y, ) donde el plano tan-

gente es paralelo al plano xy . Dado ))(,)(,(),,( 22 xhyhxzyxzyxf ++=


 con )( 31 Cf


, calcule 

la circulación de f


 a lo largo de la curva borde del triángulo cuyos vértices son los puntos menciona-

dos. La circulación debe realizarse en el sentido ACBA →→→ , indicando cuáles son las coorde-

nadas de cada uno de los puntos a los que se decidió denominar CBA y, . 

Denotando 34),( 22 ++−= yxxxyxg , siendo g  diferenciable por 

ser polinómica, los puntos de   con plano tangente paralelo al plano 

xy  son del tipo )),(,,( oooo yxgyx  para los cuales 0),( oo


= yxg . 


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=
+−=

yxyxg

yxyxg

y

x
2),(

42),( 2

. 
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==→
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)2,0(y)2,0(22040 2(*)
−→=−=→=+−⎯→⎯= yyyx  

)0,2(20420
(*)

→−=→=−⎯→⎯= xxy  

Así, los puntos buscados son )1,0,2(y)3,2,0(,)3,2,0( −=−== CBA , representados en el esquema. 

Dado que )( 31 Cf


 pero no se conoce la expresión de h , intentaremos 

calcular la circulación pedida aplicando el teorema del rotor, usando como 

superficie S  la del triángulo que tiene como vértices a dichos puntos. Del 

esquema anterior surge directamente que la proyección de S  sobre el 

plano xy  es la región D  dibujada a la derecha. 

Con lo cual conviene parametrizar S  en función de x  e y . 
 

Un vector normal al plano es )8,0,16(
422

040)()( =
−−

−=−−=
kji

ACABN




. Con lo cual, una ecua-

ción cartesiana para el mismo es 0)8,0,16())3,2,0(),,(( =−zyx . Es decir, xz 23−= , de donde S  

admite la parametrización DyxxyxX

yxF

−= ),(con)23,,(

),(






. 

Siendo que )1,0,2(
010
201 =−=

kji

FF yx




, se obtiene de la parametrización y es normal al plano con 

la orientación buscada (hacia +z ), usamos como vector normal )1,0,2(=n


. 

Denotando con +  la orientación representada en el esquema (para el borde del triángulo): 
 

dydxnyxFfdnfsdf
n
n

DS
||||)),((

||||





==  +
    )(  

Como ),)(2,0(

)()(

///),,(
22
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zyxf −=
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=




   xnyxFf =


)),(( , 

reemplazando en )(  resulta:  =−=== 
−

−+

2
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2

0
)24( dxxxdydxxdydxxsdf

x

xD


 

                                                                3/8
2
0]2[ 3

3
22

=−= xx .  Respuesta.: 3/8=
 +  sdf


. 

Nota: Para el cálculo del flujo se usó el vector )1,0,2(=n


 obtenido desde la parametrización de S . Es incorrecto aplicar el 

mismo procedimiento usando )8,0,16(=N


, aunque ambos tienen la misma orientación y son normales a la superficie.   
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TEMA 2 

1. Calcule el área del trozo de superficie cónica   de ecuación 222 yxz +=  con 0,222 + zxyx . 
 

Dado que los puntos de la superficie cumplen con 0z ,   admite la pa-

rametrización 
  




),(

),,( 22

yxF

yxyxX +=  con Dyx ),( , donde D  cumple 

con xyx 222 +  o bien 1)1( 22 +− yx  que es un círculo de radio 1 con 

centro en )0,1( , rayado en rojo. Siendo  =
D

dydxFF yx ||||)(área


. 
 

Dado que )1,/,/(

/10

/01),)(( 2222

22

22 yxyyxx

yxy

yxx

kji

yxFF yx +−+−=

+

+=




, resulta: 

2]1)/()/([),(|||| 2/1222222 =++++= yxyyxxyxFF yx


. 

Entonces, 
212)(área22)(área ===  Ddydx

D
 →  2)(área = . 

 

2. Calcule el volumen del cuerpo D  definido por: xzyxz 2,)3(9 22 −−− . 

Como se observa en la figura, la proyección de D  sobre el plano xy  es 

la región xyD  rayada en color rojo. La curva C , intersección del parabo-

loide con el plano, es: 
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Con lo cual 0422 =−+ xyx  es la ecuación de la proyección de C  sobre 

el plano xy , es decir, es el borde de xyD .  

Completando cuadrados es  4)2( 22 =+− yx , entonces: 

 −−===
−−−

xyxy
D

yx

xDD
dydxyxxdzdydxdzdydxD ]4[)(Vol 22

22)2(9

2
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Aplicando el cambio de variables 




=
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)(sen

)cos(2




ry

rx
 con rrJ =|),(|   , resulta: 
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3. Sea 
1022

5),,(
−++

+=
yxz

ezyx  la función potencial de f


 en 
3  y sea   el trozo de superficie de 

potencial 6 del campo cuyos puntos cumplen con 6z . Calcule el flujo de f


 a través de   orienta-

da hacia +z . 

La ecuación de   es 01065 22
22 10

=−++=+
−++

yxze
yxz

, es decir, 
2210 yxz −−=  con 6z . Observando el gráfico surge que: 
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Con lo cual    admite la parametrización:  
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}4/),{(),(con)10,,( 22222

),(

+=−−= yxyxDyxyxyxX

yxF

  




 

Un vector normal a   es  )1,2,2(

210

201),)((),( yx

y

x
kji

yxFFyxn yx =

−

−==




, que está orientado –

como se pide– hacia +z  (su tercera componente es positiva). Entonces: 

 =


xy
D yxn

yxn
dydxyxnyxFfdnf ||),(||)),((

||),(||

),( 



   )(  

Dado que ),2,2(),,(),,(
101010 222222 −++−++−++

==
yxzyxzyxz

eeyexzyxzyxf 


, 

144)1,2,2()1,2,2(),()),(( 22 ++== yxyxyxyxnyxFf


. 

Reemplazando en )(  resulta  ++=


xy
D

dydxyxdnf )144( 22


, y pasando a coordenadas po-

lares: 


3618)14(
2

0
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2

0

2

0

2
0

24

2 ==+= 
+


ddrrrddnf

rr

  


 →   36= dnf


. 

 

4. Sea F  la familia de curvas planas de ecuación 
4xCy = . Calcule el área de la región limitada por la 

curva de la familia ortogonal a F  que contiene al punto )1,2( , con 0x . 

Siendo 




=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
=

=
xyy

xCy

xCy C

4
1eliminando

3

4

4
, que es la ecuación diferencial de la familia F . 

Reemplazando en esta última y  por y− /1  resulta  xy
y
−=
4

1  , o bien xyy −=4  que es la ecua-

ción diferencial de la familia ⊥F , ortogonal a F .  

Siendo xyy −=4   →    +−=→−=→−=→−= Kxydxxdyydxxdyyxy
dx

dy 22

2
12444 . 

Así, la ecuación de ⊥F  es: Kyx =+ 22 2
2
1 . La curva de esta familia que contiene al punto )1,2(  debe 

cumplir con K=+ 22 .  

De donde, la curva buscada tiene ecuación 42 22

2
1 =+ yx , llevándola a 

la forma canónica resulta 1
)2()8( 2

2

2

2
=+

yx .  

Entonces la región H , para 0x , está limitada por esta elipse de semi-

ejes 2y8 == ba . Para calcular el área se puede aplicar el cambio de 

variables: 
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 con rrrJ 428|),(| == . 
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H 
 →  2)(área =H . 
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5. La superficie   de ecuación 34 22 ++−= yxyyz  tiene tres puntos ( CBA y, ) donde el plano tan-

gente es paralelo a plano xy . Dado ))(,3,)((),,( 22 yhzyxxhyzyxf ++=


 con )( 31 Cf


, calcu-

le la circulación de f


 a lo largo de la curva borde del triángulo cuyos vértices son los puntos mencio-

nados. La circulación debe realizarse en el sentido ACBA →→→ , indicando cuáles son las coor-

denadas de cada uno de los puntos a los que se decidió denominar CBA y, . 

Denotando 34),( 22 ++−= yxyyyxg , siendo g  diferenciable por 

ser polinómica, los puntos de   con plano tangente paralelo al plano 

xy  son del tipo )),(,,( oooo yxgyx  para los cuales 0),( oo


= yxg . 





+−=

=
242),(

2),(

xyyxg

yxyxg

y

x
→  

(*)

00

042

02
2

==→





=+−

= yx

xy

yx
 

 

)2,0(20420
(*)

→=→=−⎯→⎯= yyx  

)0,2(y)0,2(22040 2(*)
−→=−=→=+−⎯→⎯= xxxy  

Así, los puntos buscados son )3,0,2(y)1,2,0(,)3,0,2( −=−== CBA , representados en el esquema. 

Dado que )( 31 Cf


 pero no se conoce la expresión de h , intentaremos 

calcular la circulación pedida aplicando el teorema del rotor, usando como 

superficie S  la del triángulo que tiene como vértices a dichos puntos. Del 

esquema anterior surge directamente que la proyección de S  sobre el 

plano xy  es la región D  dibujada a la derecha. 

Con lo cual conviene parametrizar S  en función de x  e y .  

Un vector normal al plano es )8,16,0(
004
422)()( =

−
−−=−−=

kji

ACABN




. Con lo cual, una ecua-

ción cartesiana para el mismo es 0)8,16,0())3,0,2(),,(( =−zyx . Es decir, yz 23−= , de donde S  

admite la parametrización DyxyyxX

yxF

−= ),(con)23,,(

),(






. 

Siendo que )1,2,0(
210
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 se obtiene de la parametrización y es normal al plano con 

la orientación buscada (hacia +z ), usamos como vector normal )1,2,0(=n


.  

Denotando con +  la orientación representada en el esquema (para el borde del triángulo): 
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reemplazando en )(  resulta:  =−=== 
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=−= yy . Respuesta:  3/8=
 +  sdf


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Nota: Para el cálculo del flujo se usó el vector )1,2,0(=n


 obtenido desde la parametrización de S . Es incorrecto aplicar el 

mismo procedimiento usando )8,16,0(=N


, aunque ambos tienen la misma orientación y son normales a la superficie.   


