Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

TEMA1
Ay
1. Calcule el area de la region D del plano Xy que se representa en (.
la figura, sabiendo que su curva frontera 6D admite la ecuacion ‘\\ D
X =(t?-t, t?~t%) con 0<t<1. \.‘g_:_fl_:lﬂ_ N
B X

Denotando §(t) = (t* —t, t?> —t*) vemos que §(0) = G(1) = (0,0), l6gicamente oD es una curva ce-
rrada. Podemos calcular el area pedida mediante una conveniente aplicacion del teorema de Green,
usando —por ejemplo— el campo f(x, y)=( 0 , x ) paraelcual Q;(x,y)-Pj(x,y)=1 constante.

—_ =
P(xy) Q(xy)

Luego J@D* f.ds = ﬂDldx dy = area(D).

Debemos verificar si la curva esta bien orientada. Para ello calculamos y representamos aproximada-
mente en el gréfico (en rojo), por ejemplo, G(0.2) = (-0.16, 0.032) y G(0.5) = (-0.25, 0.125), con
lo cual vemos que a través de § la frontera queda orientada en sentido negativo. Entonces:

érea(D) = [, F-ds=—[_ T-05=- [ F(g)-g'0)dt = — [(0.t” ~1)-(2t-1,2t-3t%)clt =

1
= - [, 1) @t-3t})dt = —[3t* ~§t° -3t°]; =1/60
5t3-2t2-3t*

Respuesta: |area(D) = 1/60|

2. Sabiendo que en puntos del plano xy es f(x,y,0) = (y2,xy,x?), f eC}*®R®) yque f es solenoidal,
calcule el flujo de f a través de la superficie abierta = de ecuacién z=4—-x%—4y? con z>0,

orientada hacia z™.
Observando el esquema, vemos que si “cerramos” la superficie £ con
el trozo X, (en rojo) del plano de ecuacion z=0 con x*+4y* <4,

queda definido un cuerpo D cuya fronteraes oD =X U%, .
Yaque feC'(®®) podemos aplicar el teorema de la divergencia:

fl.p f-ndo =de|%/g(p dxdydz =0

solenoidal

Entonces ﬁaD f-ﬁdazﬂzTf-ﬁdcr+ﬂxl¢f-ﬁda:0 donde =T indica orientacion hacia z* y

>, ¥ hacia z”.
De donde, ﬂzTF-ﬁda?ﬂmf”.ﬁda=jjmf”.ﬁda=ij F(x,y,0)-(o,o,1)o|xo|y=jjD x2 dxdy .
1 1 Xy Xy

Dado que D,, queda definido por x*+4y* <4 obien x*/2%+y? <1, para resolver la integral po-
X =2rcos(d)

demos aplicar el cambio de variables
y = rsen(6)

con | J(r,0)|=2r. ﬂﬂ f”-ﬁda:ﬁD x2 dxdy =
xy

_Io d0j04r cos“(8)2rdr =2 Io cos“dd =2x. Respuesta: HETf-nda_Zﬁ.
%/—J
cos?(9)[2r4Th [0/2+sen(26) 141"
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

- - 2 2 2 2
3. Dado f:R2 W%/ F(xy)=(2+2x)eX 2% 2y X #2XY%y "que admite funcién potencial
¢ en su dominio, sabiendo que ¢(0,0) = 3 calcule la longitud de la curva de nivel 3 de ¢.

H(xy) = 2+20e 2 @)

Siendo f = V¢ debe cumplirse que ? 2
By (xy) =2y (2

2 2 2 2
De(2) = g(x,y) = [2ye* 2V oy =2 1200 ()
Desde (*), teniendo en cuenta (1) resulta:

X242 x+y? @) X242 x+y?
o (X y) = (2x+2)e +A'(X) = (2+2x)e =>A(xX)=0= A(x)=C
Reemplazando en (*) se tiene que la familia de posibles funciones potenciales es:

X242 x+y? - _ _ _
o(x,y) = e + C pero se especifica que ¢(0,0) =3, dedonde 3=1+C =C =2

2 2
Con lo cual, la funcion potencial es ¢(x,y) = e* T2XHYS o

X242 x+y? X242 x+y?

Entonces la curva de nivel 3 de ¢, L;, tiene ecuacion e +2=3=e¢ =1, porlo

tanto resulta x? +2x+ y? = 0. Completando cuadrados se tiene (x +1)? + y? =1 que es una circun-
ferencia de radio R =1 con centro en el punto (-1,0), por lo tanto su longitud (27 R)es 27 .
Respuesta: |long(L;) = 27|,

4. Sea I' la curva borde del trozo de plano de ecuacién x+z=2 con y<x,y>0,z>0. Calcule la

circulacion de f alolargo de T si f(x,y,z) =(4y, z+g(y), 2x+g(z)) con f eCY(R?®), indique
graficamente como decidio orientara I".

En el esquema de la derecha se representa en color rojo lacurva I' y la
orientacion elegida para la misma.

Dado que I' es cerrada podemos aplicar el teorema del rotor, usando
como superficie X el mismo trozo de plano que es dato. Es decir:

jr+ l?-d§:”EV><f-ﬁdo
i j k

Donde Vx f(x,y,2)=|0/ox ooy dloz |=(-1,-2,-4).
4y z+9(y) 2x+9(2)

Por su parte una ecuacion vectorial para £ es X =(x,y, 2—x) con (xy)e Dyy , donde —como se
%/_/

%

)

l

F(x,y)
observa en el grafico— Dy es el triangulo proyeccion de X (rayada en azul) sobre el plano xy .
i j ok
Con esto, i = If); X If;, =11 0 -1=(1,0,1) que tiene la orientacidn correcta (ver en el gréfico el
01 0

versor normal a X, en coherencia con la orientacion elegida para T'").
f.ds = f.ndo = f IV | T
Entonces, .[r+f ds HZfo ndo HDXny f(x,y,2—X) I|ﬁ||||n||dxdy.

(-1-2,-4)-(1,0) = -5

T . 22 . 7
J}J-ds :—SJ'J'DXydxdy =-5area(Dyy) = -5 =-10. Respuesta: Ir+ f-d

(72
I
|

[

o
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

5. Calcule el volumen del cuerpo H cuyos puntos cumplen con x? + y? +z2 <5, z>x* +y? +1.

Segun se observa en el esquema la curva interseccion entre ambas su-
perficies que forman la fronterade H es:

co x*+y?+2* =5_|z1-1+2* =5 22 +2-6=0
z=x+y*+1  |z=x*+Yy? i1 z=x*+y*+1

]_\/ 1424

Pero z°+7-6= 0=>12,= -z, =2,2,=-3, pero se des-

1 772
carta z, pues debe ser z>0 (surge del esquema o bien de observar que

una de las ecuaciones es z = x? + y? +1).

Entonces:
C= 2=2 _J* =2 de donde la region D,, rayada en rojo en el esquema cumple
Clz=xP+yi4l | P4yt =1 g xy ray ] q p

con x? +y? <1,

—x2—y?

Luego, vol(H) = m dxdydz—“.D dx dy .[Xz dz—ﬂD [V5—x%—y? —(x? +y? +1)]dxdy .

Pasando a coordenadas polares, ya que Dyy esun circulo de radlo 1 con centro en el origen, queda:

VOI(H) J.O dé J.o[1[5 _(r +1)] rdr = ZOI 5-41 Zﬂde 20\?_41

+y?+1

[-3(5-r?)¥2-rt/4-r2/2]}

Respuesta: [vol(H) = 7 w .

C. Unger, S. Gigola, E. Zitto, R.O. Sirne Pagina 3 de 6.-



Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

TEMA 2
.1I
o - X
1. Calcule el &rea de laregion D del plano Xy que se representa en . ~e.E02)

la figura, sabiendo que su curva frontera oD admite la ecuacién b “\
X =(t-t*,t*—t?) con 0<t<1. G
S £(05)9
—

Denotando §(t) = (t—t2,t>—t?) vemos que G(0) = §(1) = (0,0), l6gicamente D es una curva ce-
rrada. Podemos calcular el area pedida mediante una conveniente aplicacion del teorema de Green,
usando —por ejemplo— el campo f(x, y)=( 0 , x ) paraelcual Q;(x,y)-Pj(x,y)=1 constante.
—— ——

P(xy) Q(xY)
IaD+ f-ds = ijldx dy = area(D).
Debemos verificar si la curva esta bien orientada. Para ello calculamos y representamos aproximada-
mente en el gréfico (en rojo), por ejemplo, §(0.2) =(0.16, —0.032) y §(0.5) =(0.25, —0.125), con
lo cual vemos que a través de § la frontera queda orientada en sentido negativo. Entonces:

érea(D) = [, F-ds=—[_ T-o5=- [ F(g)-g'@)dt = - [[(0.t17)-(-2t,3t ~20)clt =

Luego

1
= - [ t-t*) @t° —2t)dt = —[5t* ~5t° - ¢°]; =1/60
5t3-2t2-3t*

Respuesta: |area(D) = 1/60|

. Sabiendo que en puntos del plano xy es f(x,y,0) = (xy,y?, y?), feC*(®®) yque f essolenoidal,
calcule el flujo de f a través de la superficie abierta = de ecuacién z =4—-4x?>—y? con z>0,

orientada hacia z™.

Observando el esquema, vemos que si “cerramos” la superficie X con
el trozo X, (en rojo) del plano de ecuacion z=0 con 4x*+y* <4,
queda definido un cuerpo D cuya fronteraes oD =X U%; .

Yaque feC'(®®) podemos aplicar el teorema de la divergencia:

i F-do = HJD@Q dxdydz = 0

solenoidal

Entonces ﬁaD f-ﬁda:ﬂﬂf—ﬁdo+jjzl¢f-ﬁda:0 donde =T indica orientacién hacia z* y

>, ¥ hacia z”.
De donde, jjoF-ﬁdaz—ﬂzj-ﬁdazﬂmiﬁdazﬂD F(x,y,O)-(o,o,l)dxdyzﬂD y2 dxdy .
1 1 Xy Xy

Dado que D,, queda definido por 4x*+y* <4 obien x*+y?/2? <1, para resolver la integral po-
X = rcos(d)

demos aplicar el cambio de variables
y = 2rsen(6)

con [3(r,0)|=2r. [[ ., f-fido =[] y*dxdy=
Xy

B 2r 1, 2 B 27 2 B ) - _ B
_.[o d9_[04r sen?()2rdr =2 _[0 sen®d® =27x. Respuesta: ﬂsz-nda—Zn.
%/_/
sen?(9)[2r4T, [0/2-sen(26)/413"
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

- - 2 2 2 2
3. Dado f:M2®m2 /1 f(xy)=2xe YY" (2+2y)eX YY" que admite funcién potencial
¢ en su dominio, sabiendo que ¢(0,0) =4 calcule la longitud de la curva de nivel 4 de ¢.

2 2
B (x,y) = 2x X F2YY 1)

Siendo f = V¢ debe cumplirse que 9 9 .
' 2
sy (xy)=@+2y)e” (2

2 2 2 2
De (1) = ¢(x,y) = I2xex T2V gk = XYY L ay) ()
Desde (*), teniendo en cuenta (2) resulta:

2 2 @ 2 2
By (xy) = @y+2) YV L () = @2+2y)e Y S () =0 Ay)=C
Reemplazando en (*) se tiene que la familia de posibles funciones potenciales es:

_ XPr2y+y? ifi _ _ _
p(x,y) = e + C pero se especificaque ¢(0,0) =4, dedonde 4=1+C = C =3

2 2
Con lo cual, la funcién potencial es ¢(x, y) = e* 2V 1 3,

X242 y+y? X242 y+y?

Entonces la curva de nivel 4 de ¢, L,, tiene ecuacion e +3=4=e¢ =1, por lo
tanto resulta x? + 2y + y? = 0. Completando cuadrados se tiene x? +(y+1)? =1 que es una circun-
ferencia de radio R =1 con centro en el punto (0,—1), por lo tanto su longitud (27 R)es 27 .

Respuesta: |long(L,) =27 |.

4. Sea I' la curva borde del trozo de plano de ecuacién y+z =2 con y>x, x>0, z>0. Calcule la

circulacion de f alo largode T si f(x,y,z)=(5y,z+4g(y), 3x+g(z)) con f eC}R?), indique

graficamente como decidio orientara I".

En el esquema de la derecha se representa en color rojo la curva I" y la
orientacion elegida para la misma.

Dado que T" es cerrada podemos aplicar el teorema del rotor, usando
como superficie X el mismo trozo de plano que es dato. Es decir:

[ frds=[[Lvxfndo
i j k

Donde Vx f(x,y,z)=|0/ox  oldy dloz |=(-1,-3,-5).
5y z+49(y) 3x+9(2)

Por su parte una ecuacion vectorial para £ es X =(x, y, 2—y) con (X,y) e D,y , donde —como se

%,—/
F(xy)
observa en el grafico— Dy, es el triangulo proyeccion de X (rayada en azul) sobre el plano xy .

k
0

i
Con esto, fi = FyxFy =[1 0
0 1 -
versor normal a X, en coherencia con la orientacion elegida para I'").
f.ds = f.ndo = f —v)- AR
Entonces, Ir+f ds HZfo fdo HDvaXf(x,y,z y) - il vl cxely.

=(0,1,1) que tiene la orientacién correcta (ver en el gréfico el

(-1,-3,-5)-(0,1,1) = -8

. : 22 . flde —
Ir+ f-ds = —BIIDXy dxdy =—8area(Dyy) = —8 =~ =-16. Respuesta: Ir+ f-dS=-16|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 23/07/19

5. Calcule el volumen del cuerpo H cuyos puntos cumplen con x? +y?+22 <6, 2z > x* + y* + 2.

Segun se observa en el esquema la curva interseccion entre ambas su-
perficies que forman la fronterade H es:

co X*+y?+2° =6 _|22-2+7° =6 22 +22-8=0
27=x2+y?+2 |2z=x%+y? 12 27 =x>+y*+2

Pero 2% +22-8=0 = z,, = == 2+V4+3 —>12,=2,2,=-4, pero se

descarta z, pues debe ser z>0 (surge del esquema o bien de observar
que una de las ecuaciones es 2z = x* + y? + 2).

Entonces:

z2=2 z=2
= = , de donde la region D, rayada en rojo en el esquema cumple
{22_x2+y2+2 {2 2=2 J xy 18 . a P

con x2+y?<2.
Luego,
(o7
vol(H) = m dxdydz—ﬂD olxdyj(X2+y 24272 ﬂD [V6—Xx2—y2 —(x%+y2+2)/2]dxdy.

Pasando a coordenadas polares, ya que Dyy esun circulo de radio ~/2 con centro en el origen, queda:

vol(H) = [ dejo "Wo—r? —(r2 +2)12] rar = 2XEB 27 g _ 129625

[—% (6-r2)3/2—r4/8-r2/2]y2

12/6-25
=

Respuesta: vol(H) = =
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