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TEMA 1 

1. Calcule el área de la región D  del plano xy  que se representa en 

la figura, sabiendo que su curva frontera D  admite la ecuación 

),( 322 ttttX −−=


 con 10  t . 

 

Denotando ),()( 322 tttttg −−=


 vemos que )0,0()1()0( == gg


, lógicamente D  es una curva ce-

rrada. Podemos calcular el área pedida mediante una conveniente aplicación del teorema de Green, 

usando –por ejemplo– el campo   ),0(),(

),(),( yxQyxP

xyxf =


 para el cual 1),(),( =− yxPyxQ yx  constante. 

Luego )(área1 Ddydxsdf
DD

==  +


. 

Debemos verificar si la curva está bien orientada. Para ello calculamos y representamos aproximada-

mente en el gráfico (en rojo), por ejemplo, )032.0,16.0()2.0( −=g


 y )125.0,25.0()5.0( −=g


, con 

lo cual vemos que a través de g


 la frontera queda orientada en sentido negativo. Entonces: 
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Respuesta: 60/1)(área =D . 
 

2. Sabiendo que en puntos del plano xy  es ),,()0,,( 22 xyxyyxf =


, )( 31 Cf


 y que f


es solenoidal, 

calcule el flujo de f


 a través de la superficie abierta   de ecuación 22 44 yxz −−=  con 0z , 

orientada hacia 
+z . 

Observando el esquema, vemos que si “cerramos” la superficie   con 

el trozo 1  (en rojo) del plano de ecuación 0=z  con 44 22 + yx , 

queda definido un cuerpo D   cuya frontera es 1=D . 

Ya que )( 31 Cf


 podemos aplicar el teorema de la divergencia: 

0)(div

0

== 
=


dzdydxfdnf

DD

solenoidal




  

 

Entonces  
=+=

1

0 dnfdnfdnf
D


 donde   indica orientación hacia +z  y  

1  hacia 
−z .  

De donde,  ===−=
 

xyxy
DD

dydxxdydxyxfdnfdnfdnf 2

11

)1,0,0()0,,(


 . 

Dado que xyD  queda definido por   44 22 + yx  o bien  12/ 222 + yx , para resolver la integral po-

demos aplicar el cambio de variables 



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.  Respuesta:  2= 
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3. Dado /: 22 →f


)2,)22((),(
2222 22 yxxyxx

eyexyxf
++++

+=


, que admite función potencial 

  en su dominio, sabiendo que 3)0,0( =  calcule la longitud de la curva de nivel 3  de  . 

Siendo =f


 debe cumplirse que 







=

+=

++

++

)2(2),(

)1()22(),(
22

22

2
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yxx
y

yxx
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eyyx

exyx




. 

De (2)  (*))(2),(
2222 22

xedyeyyx
yxxyxx

 +==
++++

  

Desde )( , teniendo en cuenta (1) resulta: 

Cxxexxexyx
yxxyxx

x ==+=++=
++++

)(0)()22()()22(),(
2222 2

)1(
2

  

Reemplazando en )(  se tiene que la familia de posibles funciones potenciales es: 

Ceyx
yxx
+=

++ 22 2
),(   pero se especifica que  3)0,0( = , de donde 213 =+= CC  

Con lo cual, la función potencial es 2),(
22 2
+=

++ yxx
eyx . 

Entonces la curva de nivel 3 de  , 3L , tiene ecuación 132
2222 22
==+

++++ yxxyxx
ee , por lo 

tanto resulta 02 22 =++ yxx . Completando cuadrados se tiene 1)1( 22 =++ yx  que es una circun-

ferencia de radio 1=R  con centro en el punto )0,1(− , por lo tanto su longitud ( R2 ) es 2 . 

Respuesta: 2)(long 3 =L . 
 

4. Sea   la curva borde del trozo de plano de ecuación 2=+ zx  con 0,0,  zyxy . Calcule la 

circulación de f


 a lo largo de   si ))(2,)(,4(),,( zgxygzyzyxf ++=


 con )( 31 Cf


, indique 

gráficamente cómo decidió orientar a  . 

En el esquema de la derecha se representa en color rojo la curva   y la 

orientación elegida para la misma. 

Dado que   es cerrada podemos aplicar el teorema del rotor, usando 

como superficie   el mismo trozo de plano que es dato. Es decir: 

 + 
= dnfsdf


 

Donde )4,2,1(

)(2)(4

///),,( −−−=

++

=

zgxygzy

zyx

kji

zyxf




. 

 

Por su parte una ecuación vectorial para   es 





),(

)2,,(

yxF

xyxX −=  con xyDyx ),( , donde –como se 

observa en el gráfico– xyD  es el triángulo proyección de   (rayada en azul) sobre el plano xy . 

Con esto, )1,0,1(

010

101 =−==

kji

FFn yx




 que tiene la orientación correcta (ver en el gráfico el 

versor normal a  , en coherencia con la orientación elegida para  ). 

Entonces,  
−=−−−

 
−==+

xy
D

dydxnxyxfdnfsdf
n
n

  





5)1,0,1()4,2,1(

||||)2,,(
||||

 . 
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5)(área55 −=−=−=−=  + xyD
Ddydxsdf

xy


.  Respuesta: 10−= +

sdf


. 
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5. Calcule el volumen del cuerpo H  cuyos puntos cumplen con 5222 ++ zyx , 122 ++ yxz . 
 

Según se observa en el esquema la curva intersección entre ambas su-

perficies que forman la frontera de H  es: 




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
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Pero 3
2

,2
12

2411
2,1

2 06 −==→+−==−+ zzzzz , pero se des-

carta 2z  pues debe ser 0z  (surge del esquema o bien de observar que 

una de las ecuaciones es 122 ++= yxz ). 
 

Entonces: 





=+

=






++=

=
=

1

2

1

2
2222 yx

z

yxz

z
C , de donde la región xyD  rayada en rojo en el esquema cumple 

con 122 + yx . 

Luego,  ++−−−===

−−

++
xyxy

D

yx

yxDH
dydxyxyxdzdydxdzdydxH ])1(5[)(vol 2222

22
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5

1
. 

Pasando a coordenadas polares, ya que xyD  es un círculo de radio 1 con centro en el origen, queda: 
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Respuesta: 
6

41520
)(vol

−
= H . 
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TEMA 2 

1. Calcule el área de la región D  del plano xy  que se representa en 

la figura, sabiendo que su curva frontera D  admite la ecuación 

),( 232 ttttX −−=


 con 10  t . 

 

Denotando ),()( 232 tttttg −−=


 vemos que )0,0()1()0( == gg


, lógicamente D  es una curva ce-

rrada. Podemos calcular el área pedida mediante una conveniente aplicación del teorema de Green, 

usando –por ejemplo– el campo   ),0(),(

),(),( yxQyxP

xyxf =


 para el cual 1),(),( =− yxPyxQ yx  constante. 

Luego )(área1 Ddydxsdf
DD

==  +


. 

Debemos verificar si la curva está bien orientada. Para ello calculamos y representamos aproximada-

mente en el gráfico (en rojo), por ejemplo, )032.0,16.0()2.0( −=g


 y )125.0,25.0()5.0( −=g


, con 

lo cual vemos que a través de g


 la frontera queda orientada en sentido negativo. Entonces: 


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

 

Respuesta: 60/1)(área =D . 
 

2. Sabiendo que en puntos del plano xy  es ),,()0,,( 22 yyyxyxf =


, )( 31 Cf


 y que f


es solenoidal, 

calcule el flujo de f


 a través de la superficie abierta   de ecuación 2244 yxz −−=  con 0z , 

orientada hacia 
+z . 

Observando el esquema, vemos que si “cerramos” la superficie   con 

el trozo 1  (en rojo) del plano de ecuación 0=z  con 44 22 + yx , 

queda definido un cuerpo D   cuya frontera es 1=D . 

Ya que )( 31 Cf


 podemos aplicar el teorema de la divergencia: 

0)(div

0

== 
=


dzdydxfdnf

DD

solenoidal




  

 

Entonces  
=+=

1

0 dnfdnfdnf
D


 donde   indica orientación hacia +z  y  

1  hacia 
−z .  

De donde,  ===−=
 

xyxy
DD

dydxydydxyxfdnfdnfdnf 2

11

)1,0,0()0,,(


 . 

Dado que xyD  queda definido por   44 22 + yx  o bien  12/ 222 + yx , para resolver la integral po-

demos aplicar el cambio de variables 




=

=
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
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D
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  
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.  Respuesta:  2= 
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3. Dado /: 22 →f


))22(,2(),(
2222 22 yyxyyx

eyexyxf
++++

+=


, que admite función potencial 

  en su dominio, sabiendo que 4)0,0( =  calcule la longitud de la curva de nivel 4  de  . 

Siendo =f


 debe cumplirse que 







+=

=

++

++

)2()22(),(

)1(2),(
22

22

2

2

yyx
y

yyx
x

eyyx

exyx




. 

De (1)  (*))(2),(
2222 22

yedxexyx
yyxyyx

 +==
++++

  

Desde )( , teniendo en cuenta (2) resulta: 

Cyyeyyeyyx
yyxyyx

y ==+=++=
++++

)(0)()22()()22(),(
2222 2

)1(
2

  

Reemplazando en )(  se tiene que la familia de posibles funciones potenciales es: 

Ceyx
yyx
+=

++ 22 2
),(   pero se especifica que  4)0,0( = , de donde 314 =+= CC  

Con lo cual, la función potencial es 3),(
22 2
+=

++ yyx
eyx . 

Entonces la curva de nivel 4 de  , 4L , tiene ecuación 143
2222 22
==+

++++ yyxyyx
ee , por lo 

tanto resulta 02 22 =++ yyx . Completando cuadrados se tiene 1)1( 22 =++ yx  que es una circun-

ferencia de radio 1=R  con centro en el punto )1,0( − , por lo tanto su longitud ( R2 ) es 2 . 

Respuesta: 2)(long 4 =L . 
 

4. Sea   la curva borde del trozo de plano de ecuación 2=+ zy  con 0,0,  zxxy . Calcule la 

circulación de f


 a lo largo de   si ))(3,)(4,5(),,( zgxygzyzyxf ++=


 con )( 31 Cf


, indique 

gráficamente cómo decidió orientar a  . 

En el esquema de la derecha se representa en color rojo la curva   y la 

orientación elegida para la misma. 

Dado que   es cerrada podemos aplicar el teorema del rotor, usando 

como superficie   el mismo trozo de plano que es dato. Es decir: 

 + 
= dnfsdf


 

Donde )5,3,1(

)(3)(45

///),,( −−−=

++

=

zgxygzy

zyx

kji

zyxf




. 

 
Por su parte una ecuación vectorial para   es 






),(

)2,,(

yxF

yyxX −=  con xyDyx ),( , donde –como se 

observa en el gráfico– xyD  es el triángulo proyección de   (rayada en azul) sobre el plano xy . 

Con esto, )1,1,0(

110

001 =

−

==

kji

FFn yx




 que tiene la orientación correcta (ver en el gráfico el 

versor normal a  , en coherencia con la orientación elegida para  ). 

Entonces,  
−=−−−

 
−==+

xy
D

dydxnyyxfdnfsdf
n
n

  





8)1,1,0()5,3,1(

||||)2,,(
||||

 . 

16
2
22

8)(área88 −=−=−=−=  + xyD
Ddydxsdf

xy


.  Respuesta: 16−= +

sdf


. 
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5. Calcule el volumen del cuerpo H  cuyos puntos cumplen con 6222 ++ zyx , 22 22 ++ yxz . 
 

Según se observa en el esquema la curva intersección entre ambas su-

perficies que forman la frontera de H  es: 





++=

=−+






++=

=+−






++=

=++
=

22

082

22

622

22

6
22

2

22

2

22

222

yxz

zz

yxz

zz

yxz

zyx
C  

Pero 4
2

,2
12

3242
2,1

2 082 −==→
+−==−+ zzzzz , pero se 

descarta 2z  pues debe ser 0z  (surge del esquema o bien de observar 

que una de las ecuaciones es 22 22 ++= yxz ). 
 

Entonces: 





=+

=






++=

=
=

2

2

22

2
2222 yx

z

yxz

z
C , de donde la región xyD  rayada en rojo en el esquema cumple 

con 222 + yx . 

Luego,

 ++−−−===

−−

++
xyxy

D

yx

yxDH
dydxyxyxdzdydxdzdydxH ]2/)2(6[)(vol 2222

22

22

6

2/)2(
. 

Pasando a coordenadas polares, ya que xyD  es un círculo de radio 2  con centro en el origen, queda: 

3
25612

6
25612

]2/8/)6(
3
1[

2

0

2

0

2

0

2
0

242/32

22 ]2/)2(6[)(vol
−−

−−−−

==+−−=  


ddrrrrdH

rrr

  
 

Respuesta: 
3

25612
)(vol

−
= H . 
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