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La expresion «integral impropia» deberia entenderse a partir de su opuesta, «integral
propia». Sin embargo, esta tltima expresion no es tan popular como la primera y vamos a
reemplazarla por integral definida. Ahora, hay que aclarar de qué integral definida se trata,
pues la teoria de la integracion tiene una larga historia y en la actualidad hay varias integrales
definidas que se utilizan en distintas areas de la matematica pura y aplicada. Se las conoce
por los apellidos de los matematicos que las definieron y estudiaron y dos de las mas famosas
son la integral de Riemann (1826 - 1866) y la integral de Lebesgue (1875 - 1941). La primera
es la que se estudia en Analisis I y su definicion utiliza las «sumas de Riemann» (o bien sus
primas cercanas, las «sumas de Darboux»).

No podemos dejar de mencionar que lo que Riemann hizo con la teoria de la integracion es desarrollar sobre bases firmes
y rigurosas el método de exhaucion (o método exhaustivo), ya conocido y utilizado por Arquimedes (287 a. C. - 212 a.C
aprox.) en sus calculos prodigiosos.

Para la integracion en intervalos acotados, la integral de Lebesgue tiene mayor alcance, pues
hay funciones que no admiten integral de Riemann pero si de Lebesgue. Pero para las
integrales impropias, hay integrales importantes que existen en el sentido de Riemann pero
no en el de Lebesgue (Ejemplo (C) 4).

Utilizaremos, entonces, en todo este apunte, nuestra vieja, buena y conocida integral
definida de Riemann. Trabajaremos con funciones f :/——> %R seccionalmente continuas

en un intervalo real /, acotado o no (eventualmente, el dominio puede ser union finita de
intervalos). Recordemos lo que significa «seccionalmente continuay.

Definicion: f:1——R esseccionalmente continua sii en cada intervalo cerrado y acotado

[a,b] < I existe una cantidad finita (eventualmente 0) de puntos x,,Xx,,...,x, donde f es

discontinua y en estos puntos la discontinuidad es de «salto finito», es decir: existen los
notacion
limites laterales (y son finitos) f(x") = .Lim . f(x) (denominado «limite por derecha»)
notacion

y f(x7) = Lim_f(x) («limite por izquierda»). En los extremos del intervalo [a , b]

X —X

también deben existir (y ser finitos) los limites laterales f(a")=_Lim .f(x) y f(b")=

X —>a

= Lim, f(x). Siademas existe una funcion F :/——>R seccionalmente continua y

derivable en los puntos x donde es continua y en estos puntos se verifica F'(x)= f(x),

diremos que f es seccionalmente C'. Si esta funcion F es seccionalmente C!, f se dice
seccionalmente de clase C? (etc. ).



Nota 1: Supongamos que los puntos x,,x,,...,x, estdn ordenados en forma creciente:

m

a=x,<x <x,<..<x, <x,, =b. Entonces, podemos definir, para cada uno de los

indices ke{O,l,Z,...,m}, la funcion f, :[x,,x,,,]—>R tal que f,(x)=f(x) si

xe(x,x.), (x)=1(x)y f.(x.)=/S(x.,). Cada una de estas funciones f; resulta

continua en el intervalo cerrado y acotado [xx, xx+1] y por lo tanto integrable. Entonces, fes

m T+l

b
integrable en [a, b] y su integral es .[ f(x)dx = Z .[ [, (x)dx . Todo esto se entiende mejor

k=0 1,
y rapidamente con un dibujito. La figura ilustra un caso en que m = 6. Para terminar esta
nota: es importante tener presente que el valor de la integral de f'en [a, b] no depende de los

valores f(a), f(x,), f(xy),.r f(x,,), £ (D)

Xs \xqil X7 =;b x

Grafico de una funcidn seccionalmente continua
Fig. 1
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Las funciones seccionalmente continuas constituyen una familia suficientemente amplia
para las aplicaciones habituales. En particular, contiene a la familia de las continuas.
Ademas, tiene una estructura muy eficiente para estas aplicaciones, pues las sumas y los
productos de seccionalmente continuas son también seccionalmente continuas.

También van a aparecer, en este apunte, funciones f :/——C, definidas en un

intervalo real (u otro tipo de dominio contenido en la recta) y con valores complejos.
Diremos que f :/——>C es seccionalmente continua (o seccionalmente C') si lo son sus

componentes Ref:/——R e Im f:/——>NR. Ademas, en caso de que existan las

integrales j Re f(x)dx y j Im £ (x)dx , definiremos j F(x)dx = j Re f(x)dx + i j Im £ (x)dx .

Comencemos, ahora si, con las integrales impropias. Las «impropiedades» pueden estar en
el dominio de integracion y/o en el integrando. El primer caso se presenta cuando el dominio
de integracion no es acotado, por ejemplo una semirrecta o toda la recta real. El segundo
caso ocurre cuando la funcion a integrar presenta una (o mas) discontinuidades «mas graves»
que las discontinuidades de salto finito, por ejemplo cuando no es acotada en ningiin entorno
del punto de discontinuidad. A pesar de esto, bajo ciertas condiciones se puede extender el
concepto de integral definida a algunos de estos casos, obteniendo resultados de aplicacion
practica.




(4) INTEGRALES IMPROPIAS DE LA FORMA j £ (x)dx

Definicion: Dada f :[a,+0) — R seccionalmente continua, sea F :[a,+o)—> R tal que

A
F(A) = J S (x)dx . Entonces, si existe el limite , Lim  F(A) (y es finito), se dice que la

40 +00 A
integral J f(x)dx converge e indicamos J S (x)dx=, Lim J f(x)dx. En caso contrario

diremos que la integral diverge.

Nota 2: J f(x)dx converge sii para cualquier b > a la integral I f(x)dx converge. Esto
a b

es consecuencia directa de la definicién y tiene una implicacion practica inmediata. Para

estudiar la convergencia de una integral I f(x)dx, por ejemplo, uno puede estudiar la
1

+00
convergencia de I f(x)dx, pues si ésta Glltima converge entonces la primera también. La
1040

razon es muy sencilla: por ser f seccionalmente continua, es integrable en el intervalo
2 10 2

[1,10*] y por otra parte If(x)dx = If(x)dx + If(x)dx para todo 4 > 10

1 1

1040

Observacion 1: Si fes continua, F' no es otra cosa que la primitiva de f que se anula en a.

En general, dada cualquier primitiva H de £, se tiene j S(x)dx=, Lim [H(1)-H(a)].

+00
Observacion 2: Para la convergencia de la integral I f(x)dx no es necesario ni suficiente

a

que Lim_ f(x)=0.(Ver ejemplos siguientes y el Lema subsiguiente)

A
Ejemplo 1: f :[1,40) > R tal que f(x)zl. Entonces, F(l):jf(x)dx:Ln(l) y
X 1

entonces I f(x)dx diverge.
1



1 A
Ejemplo 2: f :[1,+00) = R tal que f(x)=— . Entonces, F(4)= J.f(x)dx = —%+1 y por
X 1

lo tanto J. f(x)dx =1 (converge)
1

1 sixeN
Ejemplo 3: Sea [ :[1,+0) — R tal que f(x)= {0 sz'x © P (Obsérvese que esta funcion
SL X &

A
no tiende a cero en infinito) y obviamente F'(A1) = I f(x)dx =0 paratodo A €[l,4»).
1

Ejemplo 4: Sea f:[0,+0) >R la funcidon continua cuyo grafico es una sucesion de
triangulos isosceles con bases en el eje de abscisas y centradas en los puntos enteros

positivos, altura constante = 1 y tales que la base centrada en el punto n tiene longitud 27"
(ver Fig. 2). Este es un ejemplo de funciéon continua que no tiende a cero en infinito y su

integral converge. (Ejercicio: comprobar que I f(x)dx=1)
0

Grafico de la funcion del Ejemplo 4
Fig. 2

+00

Estos ejemplos muestran claramente que para la convergencia de la integral J f(x)dx no

a

es necesario ni suficiente que _Lim__ f(x) =0. Un par de ejemplos mas sofisticados son las
X —— +0

integrales de Fresnel, que veremos mas adelante. Lo que si es cierto es que:

Lema 1: Si f :[a,+0)——> R es seccionalmente continua y existe (y es finito) el limite

Lim, f(x) y laintegral I S (x)dx converge, entonces Lim _ f(x)=0.



P/Sea [ = Lim,  f(x) ysupongamos que /> 0. Entonces, dado & =1/ existe x, > a tal que

1l=1-¢< f(x)<l+&=3].Resulta

+00

f_/%

Tf(x)dx = Tf(x)dx + T(%l)dx

lo que contradice la convergencia de la integral. Para el caso /< 0 se tiene demostracion
analoga (o se puede aplicar lo demostrado a -f) . m

Corolario: Si f :[a,+0)——>Res de clase C' y existen (y son finitas) las integrales

+jiof(x)abc y +jiof'(x)dx, entonces Lim _ f(x)=0.

P/ La existencia (finita) de I S '(x)dximplica la existencia de Lim, f(x)eR, pues

a

[ red=, Lin, fB)-f@) n

Como era de esperar, frente a una integral impropia se presentan dos problemas
inmediatos: el primero es saber si converge, el segundo es calcular la integral (en caso de
que exista). El segundo problema es, en general, extremadamente mas dificil que el primer
y en este sentido, la situacion es parecida a la que presentan las series. No es demasiado
casual que los criterios de convergencia para las integrales tengan un aire familiar para los
que ya estudiaron series. Pero una diferencia muy importante que conviene tener presente

de entrada es la Observacion 2 mas arriba: para la convergencia de la integral j f(x)dx no

a

es necesario ni suficiente que Lim _f(x) =0, mientras que para la convergencia de una
X —— +0

0
serie Zan es necesario (no suficiente) que  Lim a, =0.
n=0

Antes de pasar a estudiar algunos criterios de convergencia, damos un par de
ejemplos adicionales y sencillitos, que suelen ser utiles para estudiar casos mas complicados
(mediante los criterios de comparacion, por ejemplo).



Ejemplos 5:
Cdx .. Cdx S
(a) Dado un real a, J.—a converge sii @ > 1, y en ese caso es J.—a = (ejercicio).
X XY a-—1
Yode oo ... L :
(b) J s = > [Ejercicio: una primitiva del integrando es artg(x)]
+Xx
0

ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA INTEGRALES j f(x)dx

Algunas de las demostraciones de estos criterios estan en el apéndice. Todas las funciones
involucradas se suponen seccionalmente continuas salvo mencion expresa en contrario.

+00

(1) Bolzano - Cauchy: La integral j Jf(x)dx converge sii paratodo >0 existe 4, € (a,+»)

<é&

J- f(x)dx

u

tal que para todos 4 > u > A, se verifica

+o0 o
(2) Convergencia absoluta: Si _“ f (x)|a’x converge entonces I f(x)dx converge.
No vale reciproca (para integrales de Riemann). Un contraejemplo muy importante es la

00

integral ]

0

sen(x)

dx, que estudiaremos mas adelante. Se puede probar que la integral

ﬂsen(x) }dx diverge. Un ejemplo mas sencillito (pero menos importante) es el de la funcion
x
0

continua f :[0,4+00)——> R cuyo grafico es el siguiente:

7 05—

Grafico una funcién condicionalmente integrable en [0,+00)
Fig. 3




+o0 o ¢ 1\l
Las alturas de los triangulos son 1, -1/2, 1/3, -1/4, .... y resulta jf(x)dx = %Z& =
n
0

n=1

= l(l 1 + 1 % + j convergente (criterio de Leibniz para series alternadas).

Momento cultural: El criterio de Gottfried Leibniz (1646 -1716) es el mas antiguo de todos los conocidos.
Este es un buen ejemplo (y muy sencillo) para ejemplificar la diferencia entre estudiar la convergencia de una
serie y calcular su suma (en caso de existir). Saber que la serie armoénica alternada converge lleva un par de
segundos de célculo rutinario (gracias a Leibniz, en este caso). Pero saber a qué converge (asumiendo que
converge a algun nimero conocido previamente, lo que casi nunca ocurre) es otro tema. En general se requieren
truquitos astutos; en la mayoria de los casos la astucia necesaria es mucha. Para la serie armoénica alternada se
puede apelar al siguiente: para cada niimero real x tal que - 1 < x < 1, tenemos la geométrica

LTS S Integrando término respecto de x entre 0 y b < 1, tenemos
1+ x
In(1+b)=b- %bz + %b3 — ... Elltimo paso es elegir b = 1, lo que requiere una justificacion cuidadosa
(hay un lema de Abel que ayuda mucho) y obtenemos In(2) =1—4 41 —.... Es decir, nuestra integral es, en

definitiva: Tf(x)dx - %i (—ln_)”” = %111(2) = In(~/2)

El hecho de que existan integrales convergentes no absolutamente convergentes lleva, como
en el caso de las series, a la siguiente definicion:

Definicion de convergencia condicional:

La integral j f(x)dx converge condicionalmente sii I f(x)dx converge y I | f (x)|dx

a

diverge.

Terminologia: Si “ f (x)|dx converge, f se dice absolutamente integrable en [a,To). Si

j f(x)dx converge condicionalmente, f'se dice condicionalmente integrable en [a,+x). La

a

expresion f es integrable en [0,to0), sin especificacion de convergencia absoluta o

+00
condicional, significa sencillamente que la integral I f(x)dx converge segun la definicion

a
de integral convergente dada al principio, es decir: su convergencia puede ser absoluta o
condicional.

(3) Criterio de acotacion: Si existe una constante positiva K tal que para todo A €[a,+x) es
+o0

A
I | f (x)|dx <K, entonces la integral j f(x)dx converge (absolutamente).




(4) Criterios de comparacion:
(4.1)Si Vx>a:0< f(x) < g(x), entonces:

(a) si J g(x)dx converge, entonces J f(x)dx converge (y ademas J f(x)dx < I g(x)dx)

(b) Si I f(x)dx diverge, entonces I g(x)dx diverge.

(El primero se llama «criterio de la mayorante convergente» y el segundo, que es un criterio
de divergencia, se llama «criterio de la minorante divergentey)

(4.2) Supongamos que Vx>a:f(x)>20 y Vx>a:g(x)>0 y que ademds existe (y es
A ACY)

finito) el limite Lim, =c. Puesto que Vx2>a:

>0, tenemos que c¢=>0.
" g(x) g(x)

Entonces:

(a)Sic>0, I f(x)dx converge sii Ig(x)a’x converge.

() Sic=0y J g(x)dx converge entonces J f(x)dx converge.

(Se trata de un criterio de comparacion asintotica, pues compara el comportamiento de dos
funciones en «el infinito». Pero atencion: esto no habilita justificaciones del tipo «las dos
funciones se portan igual...». Esto tal vez pueda significar que las dos se ponen alegres con
el chardonnay, lo que no ayuda mucho a saber si la integral converge o no. El criterio tiene
un enunciado suficientemente sencillo como para utilizarlo con precision).

Ejemplos 6: Veamos un par de ejemplos de aplicacion de estos criterios:

a integra x converge, pues para todo x>0 (en realidad, para todo x real):
1) La integral ‘iL(’?d do x>0 lidad do x real
0 + X

|cos(x)| ! >y por otra parte la integral I >dx converge (ejemplo 5 (b)). Por lo tanto

|1+x | 1+x

(X;) }dx converge.
X

(criterio de comparacion (4.1)) la integral ﬂcos

(2) La integral J‘gdx converge (el integrando es positivo en el intervalo de
XT+x

integracion, por 10 tanto si converge, converge absolutamente como es de dominio
publico...). Aqui podemos utilizar el segundo criterio de comparacion:



x+1 1
y ¥l 1+—
Lim_ * + X = Lim, , ———= Lim, X =
0 o0 0 1
1 X +x L
3 2
X X

Puesto que J.d—); converge (ejemplo 5 (a)), ya hemos probado lo que queriamos.
X
1

Achtung! Warning! Atencdo! Ojo! : Un error muy habitual en la aplicacion de los criterios

+00 +00
., ) o ) . dx dx
de comparacion consiste en utilizar desigualdades del tipo « J T < J — » de donde se
+x X
0 0

pretende deducir la convergencia de la primera integral. El problema con esto es que la
segunda integral es alevosamente divergente (el integrando se vuelve peligroso cerca de 0)
y por lo tanto no permite deducir la convergencia de la primera integral. Se aconseja utilizar,

d T < d—): y releer (una vez mas) la Nota 2 de pag. 3. Aqui
1+ x X

por ejemplo, la desigualdad

el criterio de comparacion 4.1) funciona, pues la segunda integral converge (ejemplo 5) a)).
También se puede utilizar directamente el criterio de comparacion 4.2).

(5) Criterio de Dirichlet .

Sean u :[c,+0) > Ry «a :[c,+0) — R funciones continuas tales que

(/) a es de clase C' en (c,+o)
(i) Vx=c:a(x)>0
(fii)yVx>c:a'(x)<0

@v) Lim _a(x)=0

A

.[ u(x)dx

c

(v) Existe una constante positiva K tal que para todo A >c: <K

Entonces la integral I a(x)u(x)dx converge.

c

Nota 3: (a) Existen versiones mas fuertes de este criterio, en las que no se requiere — por
ejemplo — la condicion (7). Pero la version que estamos dando aqui es suficiente para el uso
que vamos a darle a este criterio y — por otra parte — permite una demostracion muy sencilla,
que puede verse en el apéndice. (b) Las hipdtesis (iii) y (iv) implican (i), pero quizas sea
util tener la condicidn (ii) a la vista cuando se aplica este criterio de convergencia. (¢) Existe
un criterio muy parecido, debido a Niels Abel (1802 — 1829), que requiere como hipotesis
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la convergencia de la integral ju(x)dx. Para las integrales que nos interesan en particular,

c

esta condicidn no se verifica (por ejemplo, cuando u(x) = sen(x)).

Tsen(x)dx

Ejemplo 7: Veamos un ejemplo muy importante: convergencia de . Aqui se

0 X

supone que el integrando toma el valor 1 en x = 0, con lo cual resulta continuo en toda la

semirrecta [0,+o0). Alcanza con probar que converge (releer Nota 2, pagina 3)

Tsen(x)dx
X

1

y lo haremos utilizando el criterio de Dirichlet para « :[1,+0)——>R tal que a(x) = 1 y
X

u :[1,400)—— R tal que u(x) = sen(x). Que la funcion a verifica las condiciones (i) y (i7)

del criterio es inmediato. Veamos que u verifica la condicion (iii): para cada A>1:
A
I sen(x)dx

1

(también K = 18).

= |— cos(A) + cos(1)| < |cos(2,)| + |cos(1)| < 2. Esdecir: la constante K =2 funciona

(B) INTEGRALES DE LA FORMA [ f(x)dx .

Indiquemos con A = { (U, A)eR>: u>0,1>0 } el primer cuadrante del plano. Dada

una funcion  f:R——>R  seccionalmente continua, seaF :A—>R tal que

F(u,A) = j f(x)dx . Entonces, se dice que la integral I f(x)dx converge sii existe el limite
S

(doble) .. . (u,A) y es finito. Indicamos, en ese caso:

(/1)

If(x)dx—(# o Lim J-f(x)dx (B.1)

Puesto que para cada (u,1) € A es

F(u,A) = j F(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx = F(u,0)+ F(0, 1)

—u —u

Resulta que

j f@dx=,, Lim [ f(x)dc=, Lim } f@dx+, Lim [ f(x) (B.2)
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y por lo tanto se tiene un par de integrales impropias del tipo (4), lo que reduce el estudio de
la convergencia de estas integrales de tipo (B) a las anteriores. Obsérvese que la existencia

A
del limite doble (B.1) implica la existencia del limite ﬂﬂﬂmj. f(x)dx, que coincide
-2

entonces con el limite doble. Desde ya que no vale la reciproca. (Es el caso, por ejemplo, de
la funcién f{x) = x). En algunas aplicaciones, de todos modos, este limite simple es ttil -
cuando existe - y se denomina «valor principal» o «de Cauchy». Se indica

vp Tf(x)a’x:i Lim, If(x)a’x (B.3)

Observacion 3: Una utilidad del valor principal se presenta para el calculo de integrales

+o0 +o
I f(x)dx . Si esta integral converge, entonces coincide con su valor principal: I f(x)dx =

—00 —00

vp J. f(x)dx, que suele ser mas sencillo de calcular, dado que se trata de un limite simple.

—00

Antes de pasar a algunos ejemplos, un comentario sobre integrandos pares o impares.
Recordemos la definicion de funciones pares e impares. Sea / < R un dominio simétrico

respecto del origen (es decir, tal que VxeR: xel < —xe[). Una funcién f:/—R
es par sii Vxel: f(-x)= f(x), y es impar sii Vxel: f(-x)=-f(x). Ejemplos de
funciones pares definidas en toda la recta son x?, cos(x), sen(x?). Ejemplos de funciones
impares, también definidas en toda la recta, son x, sen(x), artg(x). Ejemplos de funciones

definidas en toda la recta que no son pares ni impares: x +1, ¢*. No vamos a dar ninguna
lista de las propiedades de las funciones pares ni impares, que son muy sencillas de entender
y que las mencionaremos a medida que se necesiten. Solamente vamos a destacar una
referida a las integrales: sea f :/——> R seccionalmente continua en un dominio / < R

simétrico respecto del origen y sea b > 0 tal que [-b,b] < I . Entonces:

(i) sifespar: [ f(x)dx=2[ f(x)dx

(if) sifes impar: Jf(x)a’x =0 (B.4)

Estas dos propiedades se deducen a partir del cambio de variables obvio (x = -f) y dejamos
los detalles como ejercicio (un par de dibujitos pueden ayudar a entenderlas facilmente). Son
propiedades muy utiles para el calculo de algunas integrales y las utilizaremos mucho en el
tema de Series de Fourier. La segunda, en especial, tiene su encanto. Por ejemplo, podemos

x*sen(x?)
asegurar que I

~dx =0 sin hacer ninguna cuenta. También son utiles las
*1 (24 cos(x))e”
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propiedades que resumimos en la siguiente proposicion, que vamos a utilizar con frecuencia
en los célculos de integrales impropias.

Proposicion B.1: Sea f:R——>R seccionalmente continua.

(7) Si f'es impar, siempre existe el valor principal vp j f(x)dx yes vp .[ f(x)dx=0.Por lo

—00 —00

tanto, si la integral I f(x)dx converge, es nula. (Ver ejemplo 8.1 a continuacion).

+00 0 +00
(if) Si f'es par, J. f(x)dx converge sii convergen I f(x)dx y J f(x)dx ; en ese caso estas
—® -0 0

dos ultimas integrales son iguales y se verifica que J f(x)dx=2 I f(x)dx .
—0 0

A
Demostracion (i): Si f es impar, entonces para todo 4 > 0 es J f(x)dx =0, por lo tanto
)

vaf(x)dx = . Lim_, If(x)dx =0.

Demostracion (ii) (esquematica): Si f es impar, entonces para todo 4 > 0 y todo u > O:

J 7de= [ s [ reods = [ fnd s [ roods =] £0di+ ] £ = e

—u

)7 A
= I f(H)dt + I f(x)dx. Se deduce ahora (completar los detalles) que existe el limite
0 0

(Au)=——

A 0 +0
Lim,,, ., j f(x)dx sii existen los dos limites  Lim_, j f(x)dx= ,Lim,, j F(x)dx
0

—u —u

+00
,Lim, j f(x)dx ,y que ademas, en ese caso:
0

def

+o0 def A +00 +00
[ Gydr= g Lim,, ., [fG)dx = Lim., [ f()dx + , Lim,., [ f()dx
o gy 0 0

= Tf(x)dx + Tf(x)dx = 2Tf(x)dx
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Ejemplos 8:

+00 A
(1) La integral I xdx diverge, pues no existe el limite doble  Lim ., I xdx =
e e

(4,4)

2

—00

2 2 +00
Lim(mm)(ﬁ——%) Por otro lado, el valor principal vp I xdx =0 (el integrando es

2 2
impar). Obsérvese que si existe el limite simple , Lim, (% - %J =0.

+0

(2) La integral je’xzdx converge (su valor lo calcularemos en la seccién siguiente).

Podemos comprobar la convergencia de esta integral aplicando la Proposicion B.1 (el
+00

integrando es par) y comprobar que Ie‘xzdx converge (absolutamente, por razones de
0

dominio publico). Para esto utilizamos, por ejemplo, la acotacion

| 1 1
7 = 2. 1.4, 1.6 < 2
et I+x"+ox +yx+.. 1+x

+00

valida para todo real x. Dado que j 1 al
0

- converge (ver Ejemplo 5)b)), por el primer criterio

+00

.« I
de comparacion, resulta que je * dx converge.
0

(3) La integral J. slen()?
+ X

—00

dx converge y es nula, pues el integrando es impar y la integral

+00

J- sen(x)
1+ x7

0

|sen(x)|< 1
1+x% | 1+x

dx converge absolutamente: para todo x real es -

(4) La integral J.1|L|2dx diverge, pues el integrando es par y la integral
S l+x

+00 X +00 +o0
|—|2dx = J.dex diverge, pues la integral I dex diverge. Esto puede comprobarse
o 1+ x o1+ x 1+ x

a partir de la primitiva +In(1 + x”) del integrando o bien mediante comparacion asinttica

con la integral Ildx .
X
1
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sen(x)
(1+e))1+xY)

Proposicion B.1, pues el integrando no es par ni impar. Estudiemos por separado las

(5) Para analizar la convergencia de la integral J. dx no podemos utilizar la

—00

sen(x) dr T sen(x) d
1+ e+ x*) (I+e)(1+x*

informalmente, para que - quien lo desee - complete los detalles. Mediante el cambio x =

0
integrales j

—0o0

Lo haremos esquematica e
0

+00

sen(x) dy = j- sen(—t) d(—t) = J- sen(t)
(1+e")(1+x") 2 +e A+ (-0)") (I+e)1+1Y)

0

-t, la primera queda _[
sen(t) <
(I+e A+ 1+14

y el integrando tiene la acotacién absoluta El integrando de

ILx)Aldx tiene la misma acotacion absoluta: | sen(x) 7 |£ ! T
(1+e)(1+x*) 1+ e)(1+x")| " T+x

0

Veremos mas ejemplos mas adelante en este apunte y en el resto del curso.

(C) OTRAS «IMPROPIEDADES»

Las «impropiedades» que vamos a mencionar en este paragrafo ocurren en el integrando, y
las integrales impropias pueden serlo por este tipo de impropiedades y ademds por tener
dominios de integracion no acotados como vimos previamente. Creo que una lista de
ejemplos va a facilitar la comprension de las definiciones generales que iremos dando.

[ dx [ dx Fdx Cdx (dx [ dx Tdx Cdx ¢ dx
W7 @[T 0T @] Tel5 .65 0[5 o5 ol

_dx Tcos(x)dx . (C.1)
0

( dx Cdx 4 dx Codx i
(10) | )(11)£ﬁ,(12)_]9;,<13)L;,M) _ngZ_l,(IS) NE

o X(x—1
En las integrales (1), (5) y (9), el intervalo de integracion es acotado pero el integrando tiene
una discontinuidad de salto infinito en uno de los extremos del intervalo de integracion. En
la integral (10) esto ocurre en ambos extremos del intervalo de integracion. Estas integrales
son ejemplos del siguiente caso general:

b
(C.1) Integrales de la forma I f(x)dx, donde f:(a,b)—> R es seccionalmente continua

a

en cada intervalo [c,d] < (a,b) . Diremos que esta integral converge sii existe el limite doble
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b def
j f(x)dx=,, Lim,, ., j F(x)dx

a+d

Puede verse facilmente (hacerlo) que eligiendo un punto intermedio a < c < b, resulta

Mo, 00 If(x)a’x— Lim,, If(x)dx+ Lim,, If(x)a’x (C.2)

a+o a+o

j fdi= L

Esta expresion facilita el estudio de la convergencia de la integral y su correspondiente
calculo, pues se trata de un par de limites simples. Ademas tiene como consecuencia
inmediata que en el caso en que f tenga limite lateral finito en alguno de los extremos, por
ejemplo b, resulte la expresion mas sencilla

If(x)a’x— Lim,, If(x)a’x (C.3)

a+dé

b-¢ b
pues en este caso: ,Lim,, I f(x)dx = j f(x)dx. Las integrales (1), (5) y (9) son ejemplos

sencillos. Puede verse facilmente que (1) y (5) son divergentes y (9) es convergente. Pero
en lugar de estudiar los tres por separado, veamos un ejemplo mucho mas general.

1
. d. .. .
Ejemplo 9: Dado un ntimero real f, la integral I —)’f converge sii < 1. Esto es muy sencillo
X

de ver utilizando (C.3): para cada ¢ >0 (y menor que 1):

_Sl-8
jdx_ ! 5 S ﬂil
5'xﬂ

—ln(5) si pf=1

d. . : .
— solo puede existir (finito) sii f < 1, y en ese caso resulta

- X

=

Por lo tanto el limite ;Lim,,

@u__w_

1
I d—)’f = L . En particular, la integral (9) vale 2.
X 1=-p

Observacion 4: Si usted observa una semejanza entre este ejemplo y el Ejemplo 5) a), su
1

. . ) 1 dx t
observacion es acertada. El cambio de variable x:; transforma I —; en I ——5 > que
X t
0 1

converge sii 2 - > 1, es decir: sii f < 1. Antes de seguir con la observacion, estoy obligado
a confesar que acabo de incurrir en una falta de rigor: la transformacién de integrales
impropias por cambios de variables debe ser rigurosamente justificada, pues hasta ahora lo
que tenemos permitido es el cambio de variables en integrales «propiasy.
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1
) ) 1 dx f
Entonces, lo correcto es: «El cambio de variable x =- transforma j—ﬁ en .[ 7 ™Y
t X t
o 1

luego tomar limite para 6 —— 0+ . Ahora si, completemos la observacion. La posibilidad

de transformar una «impropiedad» en otra, de otra clase, es bastante frecuente y permite
reducir la extensa y aburrida lista de todos los tipos de integrales impropias a una mucho
mas breve. No haremos esto por razones pedagogicas, pero lo que si no vamos a hacer es dar
la lista completa. La idea es entender el método general que estamos presentando para
extender la integral de Riemann a determinados casos interesantes.

Sigamos con la lista (C.1). En las integrales (2), (6), (12) el intervalo de integracion
es acotado pero el integrando tiene una discontinuidad de salto infinito en un punto interior
de intervalo, es decir: son de la forma:

b
(C.2) I f(x)dx, donde existe un punto interior c € (a,b) tal que f :[a,c)U(c,b]—>Res

seccionalmente continua y tiene limites laterales infinitos en c. Diremos que esta integral
converge sii existe (y es finito) el limite doble

J-f(X)dx—(o o Lim, 0+)( J-f(x)dx+ '[f(X)dxj

cte

En algunos casos, puede no existir este limite doble pero si existir el limite simple

c+0

vpjf(x)dx— L1m0+( If(x)dx + jf(x)dx]

que se denomina - adivine ...- valor principal de la integral impropia. Aqui también vale
un resultado parecido a la proposicion B.1, cuando ¢ =0y a =-b. Si tiene ganas, enuncie
la Proposicion C.1 con las propiedades correspondientes y demuéstrela. Lo que voy a hacer,
en cambio, es dar un par de ejemplos sencillitos como para que se entienda la idea.

Ejemplos 10:

1 1
(a) I % diverge y existe vp I % (y es 0). Muy sencillo de entender, pues no existe el limite

-0 1
dx dx , e
doble ,  Lim, 0+{I7+J- . j .o Limg, o, [In(6) —1n(e)]  pero si el limite simple

-1 &

Fdx  pdx
5Lﬂ’l.o+( —t J’?] = sLim, [In(6) ~In(6)] = 0.
5

,lx
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2 2
(a)(bis) I % diverge y existe vp I % (y es In(2)). Lo mismo: no existe el limite doble
-1 -1

-0 2
Lim ( j %+Idxj .o Limg, o, [In(6) +1n(2) —In(e)]  pero si el limite simple

5,8) E4 % 0+,0+) 1 r
- &

-5 1
5@0{ j o, j @] =, Lim, [In(5) +In(2) - In(5)] = In(2) .
X X

-1

(b) La integral J. converge y vale .[ =2 j =4. Veamos:
L TR

[J o (j iy o245 4 2-F)-4

(4, 6)

(b)(bis): La integral .[ \/7 converge y vale J. \/7 =21+ V2 ), pues

(as>—<0+0+>(j\/* j\/*] (55)]41__m(0+0+)(2_2\/§+2\/§_2\/§):2+2\/§_

El resto de las integrales de la lista (C.1) presentan mas de una «impropiedad» y cada una
de esta debe ser considerada aparte. En lugar de dar una tediosa definicion del caso mas
general posible (ademas de tediosa seria muy poco practica), vamos a mencionar como deben
separarse las «impropiedades» para estudiar su convergencia y - eventualmente -
calcularlas:

dx  pdx “Fdx
3) I— = J —+ . Las dos integrales del segundo miembro, que son distintos tipos de

X X X

0 0 1

integrales impropias, divergen. Por lo tanto la integral (3) diverge (alevosamente). Es claro,

por otra parte que podriamos haber elegido cualquier nimero positivo ¢ > 0 en lugar de 1,

. dx rdx Tfdx . L . L
esdecir: |—=|—+ I— , sin alterar la conclusion. Esta misma observacion vale para los
X X X
0 0 c

ejemplos que siguen.

-1 1 +00
dx dx dx . . . . .
—+ | —+ j— . Aqui también, todo es divergente. La diferencia con el caso
X

X X

-0 -1

+00 dx
4) [££=
@) j .
anterior es que se puede pensar en definir un valor principal nulo. Le dejo como ejercicio la
definicion del valor principal de esta integral.
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pdx Fd
(7) j al —+ x_x La segunda integral del segundo miembro converge pero la primera

0 1
no. Por lo tanto, la integral (7) es divergente.

(8) I I dx + J.dx + I [ . Aqui la primera y la tercera integral del segundo miembro
-0 x 71

convergen, mientras que la segunda diverge, por lo tanto la integral (8) diverge. Tampoco

va a servir de mucho el valor principal que pueda definirse en este caso.

+00 1 +
(11) J %zjﬁ+ J.ﬁ Ahora el problema es con la segunda integral del segundo
0

miembro, que es divergente. La primera se porta bien, pero la integral (11) se ve arrastrada
al averno de las divergentes por culpa de la segunda.

+00 0 2 +o0
(13) I dx = J dx +I dx + J dx . Esta integral se reduce a la (4) mediante una
Tx-1 < x- o X —1 x—1

traslacion de variables. No es dificil ver que aqui todo es divergente. Se puede pensar en un
valor principal considerando la suma

¢ odx 'Cde ¢ odx "fdx
I x—1+Jx—l+Ix—l+Jx—l

—b+1 0 1+6 2

para b>1y 0<0 <1, yluego tomar limite para b——>+00 y 6 ——> 0+ . Con el cambio

de variable x = ¢+ 1 la suma anterior queda

Sdt  Fdt pdt bt
—+ =+ |=+ =

t t t t

-b -1 5 1

Se ve facilmente que esta suma es 0 cualesquiera sean b > 1y 0< 0 <1, por lo tanto el valor
principal de (13) es 0 (supongo que usted ya lo sospechaba)

(15) J cos(x)d Icos(x)dx+ J cos(x)dx. Esta es menos sencilla que las anteriores pero

N

mucho mas interesante, pues es una de las integrales de Fresnel (un poco disfrazada) que

{ cos(x)

, . . Y . , -
calcularemos mas adelante. Para estudiar la convergencia de J s dx es decir, del limite
X
0

OJO—()dx podemos hacer el cambio de variable 7 = /x y tenemos

1 1 2 1
ICOS(X) Iy — J’ cos(t”)2tdr _ 2 I cos(t)dt ———>2 j cos(r*)dt
5 \/; J& ! Vs o
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En el ultimo paso hemos utilizado la continuidad de la integral de Riemann de funciones

1
. . ., . cos(x
continuas respecto de los extremos de integracion. Por lo tanto, la integral J ( )a’x es

5 Vx
. . cos(x) . I
convergente. Finalmente, la integral I de también resulta convergente por el criterio
X
1

de Dirichlet 5)b) (pagina 9). La cuenta es muy parecida a la del ejemplo 7 (pagina 10).

+o0

Damos por concluida la presentacion de las integrales impropias. Pensamos que hemos
exhibido la suficiente cantidad de ejemplos como para que se puedan entender las ideas
centrales.

(D) ALGUNAS INTEGRALES IMPROPIAS IMPORTANTES

Como hemos mencionado al principio, para integrales impropias con integrandos complejos,
basta considerar por separado las partes real e imaginaria. Aprovechamos los primeros
ejemplos no triviales de calculos de integrales impropias para presentar algunas
especialmente importantes.

) (a) Texzdx =z

Prueba: La convergencia de la integral ya la hemos comprobado en el Ejemplo 8.2), pagina

13, donde hemos visto ademas que Ie‘xzdx =2 J ¢ dx . Para el calculo de Ie‘xzdx existe,
0 0

desde hace un par de siglos, un truco muy ingenioso y muy popular, pero que en general se

utiliza con demasiada displicencia. Consideremos la primitiva del integrando que se anula
A

en 0, es decir, la funcion E:R——NR tal que E(A) = J ¢ dt . Si usted ha sido victima de
0

la leyenda urbana que sostiene que esta primitiva no existe, es el momento de salvarse. Tal
vez prefiera la definicion de esta primitiva mediante la serie de potencias

E(A)= Z (2(;)1)”,/12””, que converge maravillosamente en toda la recta real, pero para el
n=0

calculo que vamos a hacer nos viene mejor la expresion integral. El truco mencionado
consiste en complicar todo mediante integrales dobles. Para cada A > 0:
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E(A) = ﬁe_"zdxj[i e’ j = iie_(x2+y2)dxdy = ”e_(x2+yz)dxdy ,
0 0 00

R(4)

donde el dominio de integracion es el cuadrado R(A) = {(x, PeR:0<x<A,0<y< /1}.
El integrando pide a gritos que utilicemos coordenadas polares, pero esto complica el
dominio de integracion (las coordenadas polares estdn destinadas a dominios redonditos).
Pero por suerte no necesitamos calcular esta integral (para cada A > 0), necesitamos ver qué
pasa cuando A——>+00, y para eso nos alcanza el siguiente par de acotaciones.

\
NP/

Sea K(A)= {(x, P)eR* 1 x>0,y>0,x> +1> < 12} el sector del circulo con centro en el

origen y radio 4 que se encuentra en el primer cuadrante, y andlogamente, el de radio V22
KW22) = {(x,y) eR:x20,y20,x" +)° < 2/12}. En la figura estan dibujados los circulos
completos. Es facil comprobar que K(1)c R(1)c K (\/52,). Puesto que el integrando es

positivo en todo el plano, resulta entonces que

E(1)?
——
—(x2+2 (242 (212
”e ) dxdy < ”e D dxdy < He ) dxdy
K(2) R(2) K(+22)

Abhora si, pasamos a polares en la primera y en la tercera integral, sin olvidarnos de jacobiano

52 5 2z
(jque nunca nos pase!), obteniendo J.dé’jpe_pzdp <EA)’< J.dé’ jpe_”zdp ,
0 0 0 0

y! V22
es decir: % I pe’ de <E(A)’ S% j pe’ de. Ahora vemos la idea del truco: la aparicién
0 0

del bendito jacobiano permite calcular la primera y la tercera integral muy facilmente, pues
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la funcion pe™” " tiene la sencilla primitiva — %e"’ g Entonces, para cada 4 > 0 tenemos que
%(1 —e )< EA)’ < %( ¢ ) , es decir:

E(A)

/_/%
gxll—e]~2 SI x<— 1—e (*)

0

Ahora, tomando limites para 4 ——>+, por el «lema del sandwich» llegamos al resultado

+00

—x2 T r
deseado: je dx = T Le confieso que cada vez que leo este resultado me pregunto qué
0

tiene que hacer 7z entodo esto. En la integral no hay absolutamente nada relacionado con

alguna circunferencia que permita predecir la aparicion de 7, y mucho menos de su raiz. Por

ultimo, obsérvese que las desigualdades (*) podrian servir para el calculo aproximado de
A

E(A)= J.e" dt , pero eso es otro tema.
0

N

(1) (b) Para toda constante real positiva k: J.e"kzxzdx = e

Prueba: Se deduce del resultado anterior mediante un cambio de variables bastante obvio.

(1) (¢) Para todo par de constantes reales a y u, siendo a positiva:

e 44?

+00 \/_ /12
I -a%0? +1,un9d9

a

—00

Prueba: La convergencia absoluta de esta integral se deduce inmediatamente de la integral

. , . —a? . . r
anterior, pues modulo del integrando es e “? . Lo que no es tan inmediato es el calculo. Para
esto vamos a utilizar el Teorema de Cauchy-Goursat, aplicado a la funcidon entera

f(2)= e y el circuito I(r)UJ, (b,r) U K(b,r) U J (b,r) (paracada b >0y cada r >0)
ilustrado en la siguiente figura. Es el borde orientado positivamente del rectangulo de
vértices r, r+ib, -r+ib, -r y la notacion que hemos utilizado es:

I(r)={xeR:—r<x<r} . J.(br)={r+iyeR:0<y<b}

K(b,r):{xﬂ'bei)%:—réxér} , J_(b,r)z{—r+iyeiR:OSy£b}
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Obsérvese que en K(b,r) el sentidoes x:» - —r yenJ.(byr)es y:b—0.

)
b K(b,r)
J(b, r)wL W J(b,r)
- 0 I(r) ” r x

El Teorema de Cauchy-Goursat afirma que para cualquier » > 0 y cualquier b > 0:

[fdz+ [f2ydz+ [f()dz+ [f(z)dz=0 (*)

I(R) J(b,r) K(b,r) J_(b,r)

Veamos cada una de estas integrales por separado, con la idea de hacer tender » ——>+00

(manteniendo b fijo).

(a) j f(2)dz = j o dx —)7 (por lo calculado en el ejemplo anterior)

F—>+o0
1(r) —r

b
(b) j f(2)dz = I el idy ————>0. Probemos esto:

J.(b,r) 0

2 2

dy = j ”2y2dy= e j‘eazy dy
0

b
.[efa [r+iv] ldy
0

dy J.‘ —a (r +2iry—y )

.” —a’[r+iy]?

claramente tiende a cero cuando » —>+

J.f(Z)dZ __j‘e a®[x+ib]? __J‘ —a’x? ~2ia*xb a dx—— a’b? j.eazxz 21a2bxdx
K(b.r) =
+o0
tiende a —e*” Ie*“z"zfzi“zb"dx cuando » ——>+c0.
e
b

(d) I f(z2)dz=—- I ~a e zdyTO Se prueba de manera totalmente analoga a lo
J_(b,r) 0

probado para j f(z)dz.

J,(b.r)
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En resumen, haciendo tender » ——>+c0 (manteniendo b constante), se tiene

\/_ +00
T _eazb2 I —a’x —Zzaszd :0
a
—00
+00 \/_
. 2.2 A2 T _ .22 ..
es decir: .[e @iy = 27 7" Ahora, eligiendo b :L2 (para el caso en que u es
i a 2a
oo Jr
. _ i 2 ,
positivo o nulo), resulta I e " "dx=——e % . Faltaria probar el caso en que u es

a

—00

negativo, y se podria hacer de manera mondtonamente andloga. Lo mejor, creo, es observar
que el miembro derecho de la Gltima igualdad no cambia cuando ¢ cambia de signo.

. -7 si A<0
(2) Para toda constante real A: J. de =rxsign(l)=9 0 si A=0
- 7 si A>0

+o0

Este es un ejemplo de una integral que existe en el sentido de Riemann pero no en el de Lebesgue, pues j M

dx

X

—©

diverge, y una funcion es integrable Lebesgue sii es absolutamente integrable Lebesgue.

Resolucion: En el Ejemplo 7 (pagina 10) probamos la convergencia de I wdx
X
0
aplicando el criterio de Dirichlet. Recordemos que al integrando le asignamos el valor 1 en
0, por lo tanto es continuo en toda la recta. Ahora, como el integrando es par, de la

400

Proposicion B.1 (pagina 12) tenemos que I mdx converge y que su valor es
X

—00

2 J mdx . Calcularemos primero el caso 4 = 1. El caso general se sigue, cuando A #0,
X
0

mediante un cambio de variables bastante obvio, y el caso 4 =0 no requiere demasiadas
cuentas.

¢ sen(x) e’

Para calcular el valor de I ———dx utilizaremos la funcién f(z) =—, holomorfa en
X z

—00

C- {O} y, para cada par de nimeros reales ¢ y R tales que 0 <& <R, el circuito
I(-R,—¢) WC,Ul(g,R)UT,

ilustrado en la figura siguiente, donde:
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I(—R,—g)z{xeiR:—RSxS—g} , Cg:{geiH:OS }(senﬂdo& 7—0)
I(&,R)={xeR:s<x<R} y T,={Re’:0<0<x}

iy
I'r
Ce
> T >
-R I(-R-¢) -¢ 0| ¢ IR R X

Por el Teorema de Cauchy-Goursat tenemos, para todos ¢y R tales que 0 <& <R:

[ f(2)dz + j f(2dz+ [ f(2)dz+ j f(2)dz = (*)

I(-R,—¢) 1(¢,R)

Estudiemos estas integrales con la idea de hacer tender e——>0" y R——>+0:

) [f(2)dz+ jf(z)dz_j dz+j—dx - {%d(_x)Jr!%dx:

I(-R,-¢) 1(¢,R)
fe™ Lo R —e™ sen(x) Csen(x) ¢ sen(x)
= —[F—dx + [dx = [=———ax = 2i dx——5—2i | =i dx
& X € X & X & R—+0 0 X - X
) [f(2)dz =] f(ee”)eiedO = ~ [ T [ee"do —-ir.
C, 0 0 &€ 0

T KA
En el ultimo paso hemos utilizado la igualdad [ jz, . Iei”’”dé’ = J.( Lim, eiee”’ )d @ > que requiere una buena
&£ =——=0+ &£ =——"=0+
0 0

justificacion: el intercambio de limites con integrales puede ser muy peligroso. En nuestro caso, la continuidad uniforme
del integrando en el rectangulo cerrado {(g ,0):0<¢<1,0<0<7n } es suficiente. Pero si la continuidad uniforme

no le gusta, puede probar la acotacion, valida para todo ¢ >0 y todo 8 € [0, 7] :

ige'”

2 2 2i0 -3 3 3i0
e ‘ |(1+zge +Lite?e? v Lite?e’ + . )—1|— ‘zse +4itete’ + Litee” +...‘§

k4

fee a0 - |-

0

k4

J’e"“'”de —_Td& =
0

0

<g +%52 +%g3 +..=e° —1 , De esta desigualdad se sigue que

T

j( i _1)d @

0

>0+

b
<|
0

i _1‘d9 < I(eg—l)dﬁz(eg—l)ﬂ—>0
0
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(c) j f(z2)dz—=-—0 . Para probar esto, utilizaremos - por primera vez en este apunte -
I
el popular Lema de Jordan, demostrado en el apéndice, que establece que para todo R > 0 se
. T —nsen 7[
verifica: Ie Ren® g < =
0 R

Dicho sea de paso: es el mismo Jordan de las formas candnicas de matrices, que usted tal vez recuerde de su paso por
algebra lineal. Se trata de Camille Jordan (1838-1922).

Lo que se hace habitualmente es acotar el modulo de la integral por una funcién que tiende
a cero.

eiz ”ei[Rcos(H)HRsen(Q)] . T
j f(2)dz| = j C d= j C iRe%dO|= j ResDg=Rsen@)g ) <
z

0

Lema de Jordan

T T
< J.‘eiRcos(B)efRsen(H)i‘de=J.efRsen(l9)d9 < i
0 0 R

Ya tenemos todo lo necesario para tomar limites en (*) para e ——>0" y R——>+00:

400

ij.mdx—iﬂ=0
X

—00
400

Es decir: I de =7, que es lo que teniamos que probar para A = 1. Dejamos como
X

—00

ejercicio deducir el resto de los casos mediante un cuidadoso cambio de variable.

. - si A<0
(3) Para toda constante real A: vp Ie— =irsign(l) =3 0 si A=0
= ¥ T si A>0

Prueba: Basta aplicar la definicion de valor principal y utilizar el calculo anterior (y otras
cosas que hemos aprendido en el camino):

+0 eMX faeiﬂx beiix
va-—dx:(g sy LiM g, I—dx+j—dx =

SX ’ T, x T X

=0
— b —-¢ b
_ cos(Ax cos(Ax | sen(Ax sen(Ax

= LM, . _[de+j¥dx+l Iydxﬁ-jﬁdx =

’ ’ -b X & X -b X & X

———dx =irx sign(4).

X

+00 (2)
_; J~ sen(Ax)
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(4) Para todo par de constantes reales a > 0 y w:

0 si w<—-a
T s w=-a
_za)x
sen(ax)e .
VI——L;L—%iIQAQFZH Si —a<o<a
—© T - J—
5 s o=«
0 si o>
T
H 1
1 1
: z :
J— 2 —_—
1 1
1 1
1 1
1 1
- 0 a w
Grafico de @,

Prueba: Este resultado es consecuencia de (2) y de las siguientes cuentas:

iwx

sen(ax)e'”" = sen(ax)[cos(wx) + isen(wx)] = sen(ax)cos(wx) + i[sen(ax)sen(wx)] =

= %[Sen(ax + wx) + sen(ax — a)x)] + é[cos(ax —wx)—cos(ax+ a)x)]

Por lo tanto, para x #0:

impar

iwx

sen(ax)e’™  sen((a + w)x) N sen((a — w)x) N l,cos((a —®)x) ; cos((a + w)x)
X N 2x 2x 2x 2x

(*)

Ahora, aplicando la definiciéon de valor principal (como en la integral (3)) y teniendo en
cuenta que la parte imaginaria de (*) es impar, resulta

J~ sen(ax)e’ lTde+lTde(i)
2 x 2 x .

—00 —00

ejercicio

= %[sign(a + a)) + Sigl’l(Ot - 0))] = CDa(a))
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+00

+00 \/;
(5) | sen(x*)dx = | cos(x*)dx = ~~ (Integrales de Fresnel).
! ! 22
sen(t)

b
Prueba: Mediante el cambio de variable ¢=x’ se tiene I sen(x’ Ydx =1 j—dt
1

7

I cos(x*)dx = I OT()dt para todo b > 0. Ahora, el criterio de convergencia de Dirichlet

1
permite deducir la convergencia de estas integrales. Para el calculo, consideremos la funcion

entera f(z)= e y, para cada R > 0, el circuito indicado en la figura siguiente:

A
W

El segmento J(R) se encuentra en la bisectriz del primer cuadrante, y las otras dos partes del
circuito ya son como de la familia. Ahora, comenzando por el Teorema de Cauchy-Goursat:

(l+l)ti|

0= j f(z)dz + j f(2)dz + j f(z)dz=[e " dx+ j f(z)dz - j e{

1(R) J(R)

I+i
5

e dx+ j f(2)dz - % j [cos(£) — isen(t*)]dt

|
i

- je""zdx + [ f(2)dz - il j “d
0 Iy
Es decir: para todo R > 0:

j e dx + j f(2)dz - % j [cos(t®) —isen(t*)]dt = 0 (*)

Veamos ahora que , Lim .[ f(z2)dz=0

Iy

—RZCos(219)efisten(219)l‘eit9 40

z z
4 4
i012 .
(Z)dZ _ J-ef[Re ] Rl.elgde _ J‘ —R%cos(20)—iR? m(ze)RlelgdH <R
0 0

o'—.-b\ﬁ
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i i 4
n =20 R 2 R 2 _R SE”(,Jrﬁj 9_1+E R ~ Integrando  positivo
P2 P2 _p2
:Rje R cos(219)d9 — _Ie R cos(t)dt:_je 2 dt — _Ie Rsen(g)dg <
0 2 0 2 0 2 T
2
R ” .y Lema de Jordan R T
<=[e™ 040 < Sx om0
2 2 R R—>+4x0
0

Por lo tanto, tomando limites en (*) para R ——>+0

j eV dvr0— 1t j [cos(t?) —isen(t*)]dt = 0 (%)
0

! N

. . /4 . .
La primera integral la calculamos en (1) y es BN Haciendo cuentitas para separar partes

+00 +00 \/;

real e imaginaria en (**) obtenemos el resultado J sen(x*)dx = I cos(x”)dx =

g g 202

Nota 4: Debo confesar que tenia la intencién de incluir en este apunte otras integrales
impropias que definen funciones muy importantes, como las funciones Gamma y Beta, de
Euler, ademés de un teorema muy importante (el Lema de Riemann-Lebesgue). Pero la
inesperada extension de este apunte me decidid relegar estos temas a los correspondientes
apuntes sobre la Transformada de Fourier (el Lema) y la Transformada de Laplace (las
funciones de Euler).

(E) TRES EJEMPLOS ADICIONALES

Damos ahora, con cierto detalle, tres ejemplos que exhiben algunos métodos de calculo de
integrales impropias que no aparecieron en la lista anterior. El primero nos va a venir muy
bien cuando estudiemos la Transformada de Fourier, una de las principales razones para el
estudio de integrales impropias en este curso. La funcion que aparece en el primer ejemplo

es, precisamente, la transformada de Fourier de f(¢) = Los presentamos a modo de

a2+t2'

ejercicios resueltos. No todas las resoluciones tienen el mismo nivel de detalle.




29

+00 —iwt
Ej.1) Estudiar la convergencia y calcular, para cada w € R, la integral f(w) = I ——dt
+1¢
donde a es un numero real positivo.
—iot 1
Resolucion: El médulo del integrando admite la acotacion < -, valida para

‘a2+l2‘_a2+t
+00

todo €N (y cualquier @ € R). Por ser I

—00

Eae convergente (adaptar el Ejemplo 5)b)),
a +

+o0 —iwt

resulta que la integral | ———dt converge absolutamente cualquiera sea @ €R. En
t

—00

2

particular, coincide con su valor principal, que es lo que calcularemos. Para cada w € R, sea

h(z) = f

i+ (a—iz)a+iz)

—iwz —-iwz

e

, cuyas unicas singularidades son los polos simples ia y -ia.

S
=

-R — > IR -R IR

<0 >0

Para w <0, integrando % en el intervalo real [-R, R] y en la semicircunferencia superior
indicada en la figura, con R > a, se tiene (Teorema de los Residuos)

—iwia
T o

j h(z)dz + j h(z)dz = 27i RES(h,ia) = 2ri ezm ="e (*)

[-R.R] Tp a

donde [-R, R] es el intervalo de la recta real y I'r es la semicircunferencia superior, ambos
indicados en la figura correspondiente a @ < 0. La primera integral es

R —iwt

R
_ 1! Z(z)dz: jR h(tyde = | #dr

[ -R

Para R——+x esta integral tiende a la integral que queremos calcular. Por otra parte, el

segundo miembro de (*) no depende de R, por lo tanto, si demostramos que
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oLim_, [h(z)dz =0 (**)
I'r
habremos probado que para cada @ <0 es I %dt =7 Para probar (**), la clave
s.a +t a

x
V4

2
s s Vs .,
es, otra vez, el Lema de Jordan: Vr >0 J.e ren@ge = 2J.e #en® 6 < = (la demostracion se
r
0 0

puede ver en el apéndice). Un recurso habitual para este tipo de pruebas es demostrar la

igualdad equivalente ,Lim. I h(z)dz|=0, pues las acotaciones de los modulos de los
Ir

numeros complejos suelen ser mas sencillas y efectivas. Veamos:

—i@R cos(@)+wRsen(0)

|dz| j ‘e T ‘\ze’%m\

j h(z)dz| < j |h(z)||dz|

b4 {uRsen(H) z ea)Rsen(&) ‘afﬁ"ZHaHﬁ’H T e{uRsen(H)
j do = j do ————d0 =
2 2 i26 2 2 0260 j
TS R TR e
s wRsen(0) R>a ” <0 ‘ ‘
e 1 : 1 —|R|sen(8
= jﬁd@ = ﬁjew&en(e)dg = ﬁj‘ [oRfsent )d9 < (Lema de Jordan)

1 T
SRz_gz[@m} R+ >0

Hemos probado (**) para @ < 0. Para @ > 0, integrando % en el intervalo real [-R, R] y en
la semicircunferencia inferior indicada en la figura y aplicando el lema de Jordan (para
R——+x) se tiene, de manera totalmente andloga (la dejamos como ejercicio: prestar

atencion a las orientaciones de [-R, R] y de Iz indicadas en la figura para el caso @ > 0):

A +o —iwt —iw (—ia)
f(@)= [ S di =2 RES(h,-ia) = 2mi®——— =" ¢
-0 az + tz —2ia a

Para w =0 es, sencillamente, f 0)= I

—00

2

! p dt = l[artg(ﬁ)]:fz - Resumiendo: para
a a

cada weR: f(w)= 7 gelel.
a
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2

dx.

Ej. 2) Estudiar convergencia y calcular (si corresponde) I
1+x*

RESOLUCION: El integrando es par, continuo y positivo en toda la recta, y para todos
a>l yb=>1:

—dx+ x dx+_[

dx+j dx+ —dx<
1+x 1+x

1+ x* 1+x

1<«
4 b= <4

a 2d 1 1
S!xx x+;[1+x dx+j—dx<j—+jd +j——1—i+2+1

lo que demuestra la convergencia de la integral por el criterio de acotacion. Desde luego,
una manera mas breve de probar la convergencia de esta integral es aplicar el criterio de

2 +o0
comparacion asintotica, comparando la integral I ;dx con la convergente I Sdx .
1+ x* o1+ x
Para el calculo, consideremos la funcion
2 ZZ ZZ 22
f(2)= 4 4 2 2 2~ >
1+z* 2% =i (z"=i)z"+i) (z—a)z+a)z-b)(z+Db)

holomorfa en C —{a,—a,b,—b }, donde a, -a, b y —b son las cuatro raices cuartas de -1:

a=%(1+i} y b=%(—l+i}

Para cada R > 1, consideremos el circuito simple positivo J, UI', indicado en la figura,
donde J, ={xeiR:—RSxSR} yI;= {R.e” :OSHSE}. Tenemos, para cada R > 1:
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2 2
a b

[ 7@ [ ptrde = 2milres( o res(L0 = 2m1) oo e G,

=i a + b =i a=b =i ! =i ! -
aZ_bZ bz_az a2_b2 a+b ﬁ \/5
V2

+00 2

2
X

R
X
Por otra parte, z)dz = dx > dx y ademas:
parte, [ f(eMe = | dv i [y
[rxe|s [ eriael = [ =R imetan)-
1+ | |1+ R’ |
T 7 Y Rk’ .
'([R4 z40+1| '0[||R4 140 e_R'O[R4—1d9_R4—1 R4

Observacion: Recuérdese que estamos considerando R > 1, y por lo tanto se tiene la
desigualdad ‘1 + R4ei49‘ > ‘ 1| - ‘R“e”g‘ ‘ = ‘1 — R4‘ = R* —1, vélida para todo 6.

© 2

Finalmente, tenemos el resultado: J.

+00

Ej. 3: Estudiar la convergencia de I al -y calcular su valor, si corresponde.

0+X

Resolucion: Puesto que el integrando es positivo en el dominio de integracioén y para todo

1 o . .
<——, se deduce por el criterio de comparacion que la integral
1+x°  1+x°

+00 +0

dx
j + converge, y por lo tanto que j
+x )

x > 1se verifica que

- converge. Para intentar calcular el valor de
+ X

+00
esta integral, hay que resistir la tentacion de considerar la integral J.l—x3 para poder
S l+x

utilizar el circuito del ejemplo anterior. Hay dos problemas con esta ultima integral: el
primero es evidente y se produce en x = -1. El segundo es que esta integral no daria ninguna
informacion sobre la que necesitamos calcular, puesto que el integrando no es par ni impar.
Dicho sea de paso, si el integrando fuera impar, tampoco tendriamos esa informacion. Por
lo tanto, debemos recurrir a otro método. A alguien se le ocurrid, hace mucho tiempo,

considerar el circuito /, UI, UJ, como se muestra en la figura, donde R es un nimero real

mayor que 1.

}:
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El recinto interior de este circuito es la region sombreada y tiene la orientacion compatible

con la misma. Consideremos ahora la funcion f(z)= ! = !

1+Z3 jz _,-E ’
(z+D)|z—e3 | 1-e ?

S T
iz

que es holomorfa en todo el plano excepto en las tres raices de -1: -1, e 3 ye =g 3, que

son polos simples. Aplicando el Teorema de los Residuos (que en este caso coincide con la
primera FIC) tenemos, para todo R >1:

[f(dz+ [ f(2)dz + | f(2)dz= Zm‘RES( f,eizj (*)

Estudiemos por separado los términos de esta igualdad, con la idea de tomar limites para
R——+0. El segundo miembro es constante para R > 1, obviamente.

1 cuentas

(a) RES(faelzj_[ T ]( 7 7 - _%(14_1\/5)
elg_ l3)

N3
e’ +1

R

®) [ f()dz = [

00

dx
1+x

N
- tiende a nuestra integral
0

" - cuando R——>+o0
+Xx
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(¢) La integral .[ f(z)dz tiende a 0 cuando R——>+o0. Dejamos como ejercicio la
1qR

comprobacion de esto, que es muy parecida a la que escribimos con detalle en los ejemplos

2z Y4
anteriores. Obsérvese que .[f(z)dz = I R3 7 f ‘1 +R3 3,9‘ J-‘ R 3,0‘
0
(d) v[f(z)a’z = —jf f(teizf ei%ﬂdt = —ei?f% = —ei%ﬁR 1 ftt3 .
Ir 0 "1+ (tei3j ’
i, [ fe)dz= > |45
; o 1+x

Entonces, tomando limites en (*) para R——>+o obtenemos

+00 27r +o0 .
j dx d__ 27zi_(1 +6h/§) =%(\/§—i)

+0—¢ 3
01+x J.1+x3

Despejando:

de _a(B3-i) _ x(B3-i) _ a(B3-i) _ 2«
A ) R

2

APENDICE: ALGUNAS (POCAS) DEMOSTRACIONES

1) Criterio de Bolzano - Cauchy: La integral I f(x)dx converge sii paratodo ¢ > 0 existe

a

if f(x)dx

7

A, € (a,+o)tal que paratodos A > > A_ se verifica <¢

Demostracion:

Sea F :[a,+)—> R tal que F(x) :I f(t)dt . Entonces, la integral I f(t)dt converge sii

existe Lim_ F(x)=[€R (esta es la definicion de convergencia de integrales impropias).
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Utilizaremos la notacion clasica [x] para la parte entera de un nimero real x, es decir: [x] es
el tinico nimero entero tal que [x]< x <[x]+1.

(<) La hipotesis es: para todo ¢ > 0 existe A, € (a,+o0)tal que para todos 4>y >4, se

verifica

J- f(x)dx

u

< ¢, es decir, la hipotesis es Lﬁﬁ‘)@(mm)[}?(l)_}?(ﬂﬂ:0- En

particular, tenemos que la sucesion (F(n)),5,., es de Cauchy en R, pues

1
pem LM o [F(m)—F(n)]=0. Sea I= Lim _[F(n) y probemos que  Lim, F(x)=I.
Dado ¢>0, existe n, € N (mayor que [a] +1) tal que para todo n>n,: |F(n) —l| <¢&. Por
otra parte, dado este mismo ¢, por hipdtesis, existe x, >a tal que para todos 4> 1> x,:
|F () —F( ,u)| < ¢ . Entonces, para todo x > max{ng, xg} , eligiendo n > max{ng,xg}

|F(x) 1| <|F(x) = F(n)|+|F(n)-l|<e+&

(=) Supongase ahora que _Lim _ F(x)=1[eR. Entonces,
[F(A)-F(w)]=1-1=0

(4w Lim
<A T

(+00,+0)

2) Criterio de Dirichlet para integrales impropias

H.1) a:[a,+x) — R continua y de clase C! en (a,+x)
H2) Vxela,+o):a(x)>0

HJ3) Vxe(a4x):a'(x)<0

H.4) Lim_o(x)=0

H.S5) p:[a,+x) — R continua

H6)IM >0:Vb>a: <M

[ B

7) +JeOoz(x),B(x)dx converge.

Observacion: Algunas de las cuatro primeras hipodtesis estan «solapadas» (por ejemplo: H.3)
y H.4) implican H.2)), pero esta lista simplifica la demostracion y la aplicacion del criterio

en muchos casos importantes, v.gr.: a(x)=x"(A>0)y B(x)=sen(wx)en [1,+0).
Demostracion: Sea B :[a,+0) — R tal que B(x)= Iﬂ(i)a’t. Por hipétesis H.5) y H.6), B

esta bien definida, es de clase C! en(a,+®) , y es la primitiva de # en [a,+%) que se anula

en a y ademas Vx>a :|B(x)| <M.
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Demostraremos la convergencia de la integral I a(x) f(x)dx mediante el criterio de Cauchy.

Dadosc¢>b>a:

c

[a0Bd = [{a)B)]-a'(0)B)dy = a(c)B(e) - ab)B(e) - [ ()B(x)dx (1)

b

Por lo tanto:

<la(e)|B(c)| +|a(®)|B(®)|+ )

ji a(x)f(x)dx

jia'(x)B(x)dx

Ahora bien: |05(c)| = a(c),|05(b)| = a(b) (hipotesis (H.2)), |B(c)| <M, |B(b)| <M (como ya

hemos observado). Por lo tanto, de (2) se tiene

<la(c)+ab)IM + 3)

j a(x)f(x)dx

ja' (x)B(x)dx

Ahora bien: Vx> a:

|B(x)| <M = -M < B(x)< M a'(X)M > a'(x)B(x) > o' (x)M

Por lo tanto: — MJ a'(x)dx > Ia' (x)B(x)dx > MI o' (x)dx
b b b

o0 bien: -Mla(c)—ab)]= ja(x)B(x)dx > Mla(c)—a(b)] .
b
Puesto que a(c)—a(b) <0 (por H.3), a es estrictamente decreciente), lo que resulta es

< M[a(b)-a(c)] 4)

ja'(x)B(x)dx

Finalmente, de (3) y (4) se obtiene:

<[a(c)+a(b)IM + M[a(b)—a(c)]=2Ma(b)——==—0

b+

.C[ a(x)f(x)dx
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z

3) Lema de Jordan: VR >0: [ "dg =2[ ™" "dg < % .

0

P/ En primer lugar, la igualdad j e e = 2J-e_R°'e"(9>d0 se deduce de la identidad

0
sen( —a) = sen(a) y de un cambio de variables:

e*Rsen(ﬂfa)da —

x 3 3
J.efRsen(Q)de — J. 7Rsen(9)d6 7Rsen(9)d6 — J.efRsen(Q)de_
0 0

(=]

N\Qo_,a
O]y C—y ©

z

3 > 3
— J.efRsen(H)de_I_ J.efRsen(a)da — 2J.efRsen(9)d6
0

0

Ahora, para demostrar la desigualdad, observemos que para 0 < 8 < % se verifica

0< 39 <sen(0) ,
Vs

Esta desigualdad puede entenderse a partir de la siguiente figura !

Entonces, para todo R > 0:

T 2 Eg Rsen(0) l 1
OSHSE:OSR—HSRsen(H):HSe” <e =12 >
T

EB e Rsen(0)

y resulta finalmente

H 3 =3
~Rsen(9) 70 < - d6’ [__ Zﬂk‘g} = (LR 1 Sl
_O[e _O[e Re N ( e+ ) "
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'Y también puede probarse de la siguiente manera: la funciéon f(x) = sen(x) — 2 x verifica
f(0)=f(5)=0 . Si fse anulara en algin punto a €(0,%), entonces la derivada de f se
anularia en un punto b € (0,4) y también en algin punto c € (a,5) (Teorema de Rolle).
Pero f"(x)=-sen(x)<0 para 0<x<%, lo que implica que la derivada primera es
estrictamente decreciente en (0,%) y por lo tanto no puede anularse en dos puntos distintos,
en contra de la conclusion f'(b) =0 = f'(c) (absurdo). Por lo tanto, fno se anula en ningun

punto del intervalo (0,%). Por ser f(%) =%—%>0, es entonces f{x) > 0 para todo
xe€(0,%).
Observacién: Se tiene una acotacion bastante fina: para todo x € (0,£):2x < sen(x) < x,

donde 2 ~ (0.6366
T




