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BREVE APUNTE SOBRE SERIES DE FOURIER
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§1. INTRODUCCION.

Juan Bautista es empleado en una pintureria que trabaja exclusivamente la marca de
pintura «Figaro», cuyos colores ya preparados son cincuenta. Indiquemos con f, f,,..., f5, €stos

colores. La pintureria cuenta, ademas, con una mezcladora automadtica de pintura. Llega un
cliente y le pide que mezcle dos litros de blanco (color f1), tres de azul (color f5), uno y medio de
rojo (color f3) y medio de negro (color f42). Juan Bautista vierte las cantidades indicadas en el

mezclador automatico y obtiene el color pedido: 2f, +% fi+3/, +%ﬁ2, (donde para cada

ie {1,2,...,50}, f representa un litro del color f; ). Muy sencillo. El cliente se retira muy

satisfecho con 7 litros de su color preferido. Pero esta no es la situacion habitual, como todos
sabemos. El cliente que acaba de retirarse debe ser quimico, pintor o lunatico (o las tres cosas).
Lo mas habitual es que el cliente llegue pidiendo, por ejemplo, «diez litros de un verdecito claro
tirando a beige pero no muy apagado», y con suerte trae una muestra del color. Indiquemos con
@ los diez litros del color que quiere este cliente. La informacion con la que cuenta ahora Juan

Bautista es el color y la cantidad final: ¢ = clfl +c2f2 +..+ csofjo, y a partir de ¢ necesita

calcular los coeficientes ¢,,c,,...,c, . Dicho sea de paso: un primer problema es saber si ¢ es

combinacién lineal de J;szr"’fso , es decir, si p € gen{fl,fz,...,ﬁo}. Por el momento, vamos a
suponer que si. Luego veremos como se puede determinar cual de todos los colores
W e gen{fl,fz,...,fso} es el «mas proximo» a ¢, que en general es lo que se obtiene en una
pintureria. Otro problema que puede presentarse es que podria haber mas de una combinacion

lineal de J;szr"’fso que permita obtener el mismo ¢ . Juan Bautista ya cursé algebra lineal y

sabe que silos f;, f,,..., f5, son linealmente independientes eso no ocurre. Traducido en términos
de las pinturas «Figaro»: si ninguno de los colores f; puede obtenerse mezclando los otros colores

Jis foseeos fiis Jiv1oeees f50 » €DtONCES cada color ¢ € gen{fl,fz,...,fso} puede obtenerse mediante una

unica combinacion lineal clfl +czf2 +...+c50f50. Este es un buen ejemplo de como la
independencia lineal se traduce en eficiencia: en la lista f, f,,..., f;, no sobra ningun color.
Ahora, volvamos al problema actual de Juan Bautista, suponiendo que efectivamente
pe gen{fl,fz,...,fso}. (Como hace para calcular los coeficientes c,c,,...,c,, ? Juan Bautista es

muy astuto y — como ya mencionamos — ya aprobo Algebra II. Lo que hizo en el primer dia que



le toco enfrentar este problema es definir un producto interno en gen{ fl,fz,...,fso} respecto del

cual fl,fz,...,fso es un sistema ortogonal. Entonces, cada vez que tiene que calcular los
<o, f >
2
£

para cada ie {1,2,...,50} . Ya que estamos, un poco de terminologia. Con el primer cliente, lo

coeficientes c,,c,,...,c, apartir del dato @ =c, f, +c,f, +...+ 5 f5,, ya sabe que ¢, =

que hizo Juan Bautista fue sintetizar un color: conociendo las cantidades de cada componente (es

. . 3 1 .
decir los coeficientes ¢, = 2,c, = E’CS =3,c5 = 5 ; los coeficientes restantes son nulos), obtuvo el

color 2f1 +%f3 +3f5 +%f42 mezclando las cantidades correspondientes. Con el segundo

cliente, lo que tuvo que hacer es analizar el color ¢, es decir: averiguar qué cantidades contenia
de cada uno de los colores basicos f,, f5,..., f5, . Los términos andlisis y sintesis tienen una larga

historia y desde hace un par de siglos fueron adoptados casi en exclusividad por los quimicos,
con el mismo sentido en que lo acabamos de utilizar. Obviamente, la situacioén de la quimica de
los siglos XVIII y XIX era bastante mas complicada que en la pintureria de Juan Bautista. Entre
otras tantas dificultades no resueltas, habia que encontrar una «base» en el «espacio de las
sustanciasy.

Pasemos ahora al problema planteado en la pintureria de Juan Bautista cuando
Q¢ gen{fl,fz,‘..,fso} . Se trata de saber cudl de todos los colores y e gen{fl,fz,...,fso} es el
«mas proximo» a ¢ . En este planteo pareceria que la expresion «mas proximoy tiene un sentido
natural y definido, pero la realidad esta muy lejos de esto. Pensemos que lo que estamos
pretendiendo es calcular distancias entre colores. Esto, que puede parecerle delirante a mucha
gente, lo hizo de alguna manera el fisico — matematico Joseph Fourier (1768 —1830), en el siglo
XIX, con las funciones periddicas. El desarrollo posterior de sus ideas culmin6 en lo que se
conoce hoy en dia como Analisis de Fourier. Si en lugar de colores, Juan Bautista mezclara
frecuencias, estariamos utilizando el lenguaje de esta teoria. En ese contexto, los coeficientes
¢, C,,... S€ llaman coeficientes de Fourier. Una de las grandes diferencias es que la cantidad de
funciones periddicas basicas no es finita, lo que origina la aparicion de las Series de Fourier en
reemplazo de las combinaciones lineales. Pero volviendo a nuestro problema, Juan Bautista ya
introdujo un producto interno en el espacio gen{fl,fz,...,fjo} , con lo cual ya tiene una norma y
por lo tanto una forma practica de medir distancias en dicho espacio. Pero para el caso

X gen{fl , fz ,...,fjo} , 1o que necesita es un producto interno definido en un espacio que contenga

a gen{fl, fz,‘..,fso} y ademas al color ¢ que le pidio el cliente. Esto tampoco es un problema para

Juan Bautista y la conclusion a la que llega, a partir de sus conocimientos de Algebra II, es que

el color e gen{fl,fz,‘..,fso} mas proximo a ¢ es la proyeccion ortogonal de ¢ sobre

gen{fl,fz,...,fso}. Su forma explicita es
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En el Apéndice 1 repasamos todo lo necesario de Algebra II para la presentacién geométrica que
haremos de las Series de Fourier, incluyendo esta tltima formula.

Un poco de historia:

El tema de este apunte tiene muy ilustre y antigua prosapia. En la forma en que se conoce
en la actualidad, fue iniciado por Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), cuando estudiaba
los fendémenos de difusion del calor, tema critico en plena Revolucion Industrial. Luego de
formular la correspondiente ecuacion (con sus correspondientes condiciones iniciales y de
contorno), encontré6 un método de resolucion basado en la posibilidad de aproximar cualquier
funcion periddica mediante polinomios trigonométricos (= combinaciones lineales de las
funciones circulares: ver Apéndice 2) Estas aproximaciones dieron origen a las series que hoy
llevan su nombre, pero el problema de la convergencia de estas series a la funcion periddica
qued¢ abierto. El primer resultado sobre este tema es de Dirichlet (1805 — 1859), quien demostrd
la convergencia puntual bajo ciertas condiciones de regularidad de la funcién. Se inicid entonces
un extenso periodo de discusion y estudio sobre la convergencia de estas series, en el que
intervinieron el mismo Dirichlet, Riemann, Weierstrass y Dedekin, quienes pensaban (e
intentaron demostrar) que la continuidad de la funcién era suficiente para la convergencia de la
correspondiente serie trigonométrica. A pesar de estas ilustres opiniones, esto resulté ser falso:
en 1876, el matematico du Bois-Raymond encontré un contraejemplo, construyendo una funcioén

continua cuya serie de Fourier es divergente en un punto. [Siempre es bueno recordar que en matematica no
existe el «principio de autoridad». Los matematicos mas grandes de la historia necesitaron demostrar rigurosamente sus

afirmaciones para que se establecieran como verdaderas]. Quedaba entonces, el problema de estudiar el
conjunto de puntos en los que la serie de Fourier de una funcidn continua no es convergente (o
converge, pero no al valor de la funcion). Este problema motivo el desarrollo de la teoria de
cardinales (Georg Cantor, 1845 — 1918), de la teoria de la medida y de la integral de Lebesgue
(Henri Lebesgue, 1875 — 1941). En 1935 aparece la primera edicion de Trigonometrical Series,
de Antoni Zygmund, un libro que sigue siendo, hasta el dia de hoy, referencia universal sobre las
series de Fourier. Esta obra se fue ampliando en sucesivas ediciones y la ultima fue editada en
2002 por unos de los matematicos mas importantes de la actualidad, Charles Fefferman [El nombre
de Zygmund esté indisolublemente asociado, en la historia de la matematica del siglo XX, al del argentino Alberto Calderén].
Pero la respuesta definitiva del problema planteado por aquellos matematicos del siglo XIX
recién llegd en 1966, con el Teorema de Carleson (Lennart Carleson, nacido en 1928). Este
teorema afirma que el conjunto de puntos en los que la serie de Fourier de una funcién continua
es divergente tiene medida nula (medida en el sentido de Lebesgue). En el camino, las series de
Fourier y sus primas hermanas, las transformadas de Fourier, dieron origen a lo que hoy se conoce
en matematica como Andlisis Armoénico y fueron, ademas, protagonistas matematicas exclusivas
en la revolucion de las telecomunicaciones iniciada en el siglo pasado.



Referencia bibliogrdfica recomendada con énfasis: Fourier Analysis (an Introduction), de Elias

M. Stein y Rami Sharkarchi. Princeton University Press. (2007). Ya que estamos: Elias Stein se doctor6
en 1955 bajo la direccion de Zygmund, y a su vez fue director de tesis de Charles Fefferman y Terence Tao.

§2. SERIES EXPONENCIALES DE FOURIER. CONVERGENCIA CUADRATICA.

Los espacios vectoriales en los que trabajaremos son los espacios de funciones periddicas
seccionalmente continuas. Por lo tanto, es necesario comenzar con las correspondientes
definiciones.

Definicion 2.1: Dado un numero real positivo P, una funcion f:R——>C es P— periddica sii

paratodo xe R: f(x+ P) = f(x).

Ejemplos muy importantes: Dado un nimero real P > 0, para cada entero n, las funciones
a, : R—R, f,R—>R y e :R—>C tales que

2nr .

a,(x)= cos(zﬁ” x) , B, (x)= Sen(2;” x) , e (x)=e?” " (2.1)

son P— periodicas. Estas funciones van a ser utilizadas permanentemente en este apunte.

Consecuencia 2.1: Si f:R——>(C es P- periddica, entonces para todo entero k£ y todo x € ‘R :

f(x+kP)=f(x).

def def
Demostracion: Para cada xeR, f(x+2P)=f((x+P)+P)= f(x+P)= f(x). Se entiende
facilmente entonces por qué es f(x + nP) = f(x) para todo entero positivo n (puede demostrarlo
rigurosamente mediante induccion completa, si no esta convencido). Ahora, para cada xeR:

def
f(x-P)=f(x—-P)+P)=f(x) y entonces f[f(x—2P)=f((x—P)—P)=f(x) (por lo
probado previamente). Le dejamos completar los detalles que faltan de la demostracion, (o
terminar de convencerse) m



Observacion 2.1:

(a) En particular resulta que una funcion P—periodica es, también, nP—periddica para todo entero
positivo n. Si usted esta pensando en el «periodo minimo» de una funcion periddica, piense que
las funciones constantes son P—periddicas para todo P real positivo, y por lo tanto no admiten
un «periodo minimoy.

(b) Es evidente que una funcion f :R——>C es P—periddica si y solamente si sus componentes

real e imaginaria son P— periddicas.

Definicion 2.2: Una funcion [ :R——>C P- periddica es seccionalmente continua sii en el

intervalo [0, P] (y por lo tanto en cualquier intervalo [a, a + P], a € R), tiene una cantidad finita
de discontinuidades « de salto finito » , es decir: para cada x, €[0,P] existen y son finitos los

limites laterales f(x,)=,Lim,, f(x,—1t) y f(x;)=Lim,, f(x,+t).El «salto» de fen el punto

X, es, por definicion, la diferencia f'(x;)— f(x,).

Observacion 2.2:

(a) La cantidad finita de discontinuidades puede ser 0, obviamente. Por lo tanto, las funciones P
— periddicas continuas son seccionalmente continuas.

(b) También es evidente que una funcion f:R——> € P—periddica es seccionalmente continua

si y solamente si lo son sus componentes real e imaginaria.
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Grafico de una funcion real P—periddica y seccionalmente continua.
Hemos ilustrado la repeticion del grafico en los intervalos [-P,0], [0, P], [P, 2P] y también
en los intervalos [ @ —P,a ],[ a,a +P ], [ atP, a +2P] , para algin a.
Los saltos estan indicados con los segmentos punteados.

Fig. 2.1



Por ser seccionalmente continuas, estas funciones son integrables en cualquier intervalo cerrado
y acotado de la recta, y cuando decimos integrables nos referimos a la integral definida que usted
ya conoce, la de Riemann. No utilizaremos en este apunte (ni en este curso) otra integral. Ademas,
recordemos que para una funcién seccionalmente continua f:R——C , su integral en cada

b b b
intervalo [a, b] es I f(t)dt = IRe( f (t))dt+iJ.Im( f(®))dt. Ahora, la periodicidad tiene una

consecuencia muy sencilla pero muy practica que vamos a utilizar en todo este apunte:

Lema2.1: Sea f:R—— (€ una funcién P—periodica y seccionalmente continua. Entonces, para

todo aeR:

a+P

I f(x)dx= I f(x)dx (2.2)

En particular, para a =—1P, se tiene:

jf(x)dx = ff(x)dx (2.3)

v
2

P+a a+P

Demostracion: En la igualdad I f(x)dx+ I f(x)dx= I f(x)dx+ I f(x)dx tenemos

P+a (H) P+a P+a

Ja' F(x)dx = j f(t-P)dt = j f(t+P-P)dt= j F(odt

P+a P+a a+P

por lo tanto, j F(x)dx+ j F(x)dx = j F(x)dx+ j F(x)dx m

La identidad (2.3) es muy qutil para el calculo de integrales de funciones P—periodicas pares o
impares en intervalos simétricos respecto del origen. Recordemos que una funcion f:R——>C

es par sii para todo x e R: f(-x) = f(x) , y que es impar sii para todox e R: f(—x) =—f(x).

P P

2 2
La ventaja practica mencionada es la siguiente: si f'es par, .[ f(x)dx = 2J‘ f(x)dx,y sifesimpar:
P 0

2



f(x)dx=0. Dejamos como ejercicio (es de Analisis I) probar estas identidades mediante el

0 [

0|

cambio de variable obvio: x = — ¢. Ejemplos de funciones pares son 1, x* y cos(x). Ejemplos de
funciones impares son x, x> y sen(x). Por favor no cometa el error de suponer que las funciones
tienen la obligacion de tener alguna paridad: las bonitas funciones 1 + x y e* no son ni pares ni
impares. Lo que si es cierto es que para cada funcion f:R—— (€ existen una Unica funcion

par f,, :R——>C y unaunica funcion impar f, .. :R——>C talesque f'=f, . + f,., -Esto

es muy sencillo de comprobar y seguramente lo vio en cursos anteriores, pues para todo x € R :

S par (%) Simpar (¥)

J@ =317+ f0l+3 [/ () - f(=x)] (2.4)

Para el trabajo con una determinada clase de funciones, siempre es conveniente conocer si esta
clase tiene alguna estructura operativa. Por ejemplo, si la suma de dos funciones P—periddicas y
seccionalmente continuas es, también, P—periddica y seccionalmente continua.

Notacion 2.1: Para cada P > 0, indicaremos con el simbolo £, el conjunto de todas las funciones

f:R——>C P-periddicas y seccionalmente continuas.

Proposicion 2.1: £, esun espacio vectorial complejo de dimension infinita. Ademas, es cerrado

sobre el producto de funciones, es decir: para todo para de funciones /'y gen £, : fg e £,.

Demostracion: Ejercicio: pruebe que £, es un subespacio del espacio vectorial de todas las
funciones f :R—— € . Que su dimension no puede ser finita se puede ver facilmente utilizando
las exponenciales del ejemplo (2.1): para cada entero positivo m, las m +1 funciones ey,
e1,e2,...,em son linealmente independientes. Por ultimo, es muy sencillo probar (utilizando

directamente las definiciones) que el producto de funciones P—periddicas es P—periddica y que
el producto de funciones seccionalmente continuas también es seccionalmente continua. m

En cada espacio £, tenemos, ademas de la estructura lineal:



P
(a) El «casi» producto interno < f,g > = J. f(t)g(t)dt . Decimos «casi» pues este producto tiene
0

todas las propiedades de los productos internos excepto < f,f >=0= f =0, , pues lo que

implica la igualdad < f, /> =0 es que f es nula salvo en una cantidad finita de puntos del
intervalo[0, P]y por lo tanto en cada intervalo de longitud P).

Nota 2.1: A estas funciones las denominaremos casi nulas (o nulas en casi todo punto); de la
misma manera, diremos que dos funciones f* y g son casi iguales (o iguales en casi todo punto)

si f— g es casi nula.[No estamos inventando esta terminologia. En la teoria de la medida, las funciones que se denominan
casi nulas o nulas en casi todo punto son las que se anulan en todos los puntos de su dominio excepto en un conjunto de medida
nula. Para las funciones P— periddicas y seccionalmente continuas, este concepto coincide con el que estamos utilizando aqui.

Uno de los recursos que se utiliza clasicamente para eliminar el «casi» es identificar, en el espacio F,, las funciones que son
«casi iguales» como si fueran un solo elemento. Este recurso se utiliza desde hace mucho tiempo en todas las ramas de la

matematica y se conoce formalmente como relacion de equivalencia y conjunto cociente]. Terminemos esta nota con

1 si xeZ
un ejemplo sencillo: la funcion f:R——>Ctal que f(x)= 0 i 7 es 1— periddica,
ST X ¢&

seccionalmente continua, verifica < f, f > = 0 y sin embargo no es la funcidon nula, como es de
publico conocimiento.

- 1
(b) La «casi» norma asociada al producto interno: || f ||2 =< f,f>= “ f (t)|2dt 2. Aqui, la
0

expresion «casi» tiene el mismo sentido que en (a): la funcidon nula tiene norma cero, obviamente,
pero las funciones de norma cero son las «casi nulas». El subindice 2 que utilizamos para esta
norma es para distinguirlas de otras normas. En particular veremos otras dos mas adelante, que

se indican clasicamente con los simbolos || ||1 y || ||w Hasta hace algunos afios, en Algebra II se
ensefiaba el concepto de norma. La definicion es muy sencilla: una norma en un espacio vectorial
V' (real o complejo, de dimension finita o no) es una funcion || || :V——> R con las siguientes

propiedades: (1) para todo velV : ||v|| >0 y ademas ||v|| =0 v=0,; (2) para todo escalar 4 y
todo vel : ||/1v|| = |i|||v

se sigue ensefiando en Algebra II es que dado un producto interno <, > en V, la funcién definida

; (3) para todo par de elementos u y v en V: ||u + v|| < ||u|| + ||v|| . Lo que si

por ||v|| =,/<Vv,v> tiene estas tres propiedades, y por lo tanto es una norma, que se denomina

norma asociada al producto interno o norma euclidea. Cuando en un mismo espacio se trabaja
con distintas normas, es necesario distinguir la notacion que se utiliza para cada una de ellas,
como haremos en nuestro caso.
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Momento cultural: El nimero ;ﬂ f (t)|2 se denomina media cuadratica de f. En el caso en
0

que f representa una magnitud eléctrica variable con el tiempo y P—perioddica (una de las
aplicaciones clasicas), este nimero recibe el nombre mas técnico de valor eficaz.

(c) La «casi distancia» asociada a la norma, que a cada par de funciones /" y g del espacio £, le
asigna el nimero real no negativo d,(f,g)= ||g - f ||2 Como ya se puede imaginar, la culpa de

que sea una «casi distancia» es que d,(f,g)=0no implica que /=g, si no que f'es «casi igual»
a g, es decir, que g — f es casi nula.

A pesar de este defecto, se puede hacer geometria y andlisis en £, con este «casi» producto

interno y sus derivados. Comencemos con la definicién de un concepto basico y necesario para
comenzar el analisis.

Definicion 2.3: Una sucesion (f,),_, de elementos de £, converge cuadrdaticamente (0 en

media cuadrdtica) a un elemento f €, si n@@w” /-1

, =0. También se dice que (f,);_,

converge a fen norma dos .

Ejercicio 2.1: Demuestre que si n[Lngw"f—fn ,=0y ,,]L”?w”g—fn

«casi iguales». Es decir: el limite seglin la «casi norma

, =0, entonces /'y g son

||2 €s «casl unicoy.

2nrw

., —ix
Recordemos que para cada entero n, e, € £, es la funcion tal que tal que e, (x) =e © para todo
xeN. Observe que e, =¢'. Veamos primero que el sistema Q = {...,e73,e72,e71,e0,e1,e2,e3,...}
es un sistema ortogonal. Dicho sea de paso, esto prueba automaticamente que cualquier

subconjunto finito de Q es linealmente independiente y que por lo tanto #, es de dimension
infinita.

Proposicion 2.2:

_Jp.

(a) Para todo par de enteros nyk:n#k=<e, e, >=0y

€n2

2
m m
. . L4 1 . —_— 2
(b) Para toda secuencia finita c,,c,,...,c, de nimeros complejos: E cel =P E |ck|
k=1 2 k=1

Demostracion: (a) es una cuenta directa y sencillita y (b) una consecuencia inmediata de (a) m
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Para cada entero positivo m, sea £, el siguiente subespacio de £,:

E[’;’ :gen{e_m e € 5,6 1,€,,€,6,,...,€ e } (25)

ST —m+1°" m=1°"m

Observe que dim(£;)=2m+1 y que se tiene la cadena infinita £, c £, c £, .. de

inclusiones estrictas (otra comprobacion de que #, no puede tener dimension finita).

Paracada f €#,, sea f, =I1,(f)laproyeccion ortogonal de f sobre &, , es decir:

fu=2c(Ne, (2.6)
donde los coeficientes
P P B 2”—”1'
c,(f)= <e—2> L j e, (0)f(0)do = 1 j f(@e * ‘do (2.7)
nlip P 0 P 0

se denominan coeficientes de Fourier de f. Todo esto, visto en Algebra II, esta repasado en el
Apéndice 1.

Nota 2.2: Dos funciones f,g €, tales que f= g en casi todo punto (es decir: tales que f—ges
casi nula) tienen los mismos coeficientes de Fourier.

La siguiente proposicion también es conocida desde nuestro paso por Algebra II, pero preferimos
repasarla aqui y ahora, en el momento en que la necesitamos.

Proposicion 2.3: (Teorema de Pitagoras) Sean f €£,, m un entero positivo, f» su proyeccion

ortogonal sobre £, y k un entero tal que —m < k < m . Entonces:

(@) <f-f,e >=0 (esdecir: f—f, esortogonala £).

(if) Paratodo g e £ | —g|. =|f = £, + |/, — &l (Teorema de Pitagoras)

(iii) Paratodo g e £, : ||f - £ ||2 < ||f — g||j y vale la igualdad sii g = f, (en casi todo punto).
@) |12 |/ v vale igualdad sii f = £, (en casi todo punto)

Demostracion:
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Prueba de (i) :<e,, f—f, >=<e,, [ >—<e, [, >=Pck(f)—<ek,20”(f)en >=

n=—m

= Pe,(N)- Y6, ()<, >=Pe,(f)—c,(f)P=0 o

Prueba de (ii): |f-gl.=|f-f,+f,—gl.=|f- £l +2Re< f~f,. f -2 >+f, gl

Pero f, —g e £, ypor lo tanto el término central es 0 por (7) O
Prueba de (iii): consecuencia inmediata de (ii) O

. .. 2 2 2
Prueba de (iv): Para g =0, (ii) queda ||f||2 = ||f—fm||2 +||fm||2 O m

Una primera consecuencia muy importante es la siguiente desigualdad y el sorprendente Lema
de Riemann — Lebesgue (para el caso periddico).

Corolario 2.1: (Desigualdad de Bessel y Lema de Riemann — Lebesgue). Paratoda f € £, y para
todo entero positivo m se verifica

m

2

n=—m

&N <51 28

Por lo tanto, puesto que el segundo miembro de esta desigualdad no depende de m:

0

2

n=—o0

e, (NN <511 (2.8 bis)

(ver Observacion 2.3). En particular (2.8 bis) implica que ,Lim,c,(f)=0=,Lim_.c,(f) es

decir:

2nr, 2nr .

P P
Lim, [ f@e * 'di=0=, Lim,[ (e " "dr 2.9)
0 0

(Este es el Lema de Riemann — Lebesgue para el caso periodico).
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Demostracion: La desigualdad (2.8) se deduce de las desigualdades || fm”§ < || f ||z (Proposicion

23) y ||fm||z = Pi c”(f)2 , y ésta, a su vez, se deduce de la igualdad f, = icn(f)en (2.6)

m n=-m

calculando la norma de ambos miembros (ver Proposicién 2.2 (b))m

Observacion 2.3: La sumatoria Z|cn (f )|2 debe entenderse de la siguiente manera

n=—00

0

2

n=—00

m

c, (f>|2=,,,me( >

n=—m

cn(f>|2]=muﬂw(lco O + 3Ll f +F, <f>|2]]

Observacion 2.4: El Lema de Riemann—Lebesgue es realmente sorprendente. Afirma que
cualquiera sea la funcion P— periddica y seccionalmente continua f, sus componentes c,(f)e,

. . . 2nr
tienden a «desaparecer» a medida que crece la frecuencia o, = 5 Separando las partes real

2nr . 2nrw

P
—it —it
e imaginaria de e, (f)=e © en la igualdad nLime f(®e?” dt=0, se obtiene la version
0

trigonométrica del Lema de Riemann—Lebesgue (caso periodico).

Lim, j f(t)cos(2zn)dt=0= Lim_ j f()sen(2=)dt (2.10)

Cuando estudiemos la Transformada de Fourier veremos la version no periddica de este Lema.

Ya podemos ir redondeando esta presentacion geométrica de las series de Fourier. Dicho sea de
paso, me acabo de dar cuenta de que todavia no mencioné explicitamente qué son estas series.

La serie de Fourier de f £, es la serie ch( f)e,, donde los coeficientes c,(f) son los

n=-o

coeficientes de Fourier de f (ver (2.7)). Cada proyeccion f, = ch (f)e, se denomina suma

n=—m
de Fourier o suma parcial de Fourier. La idea original de Fourier, traducida en los términos y
notacion que estamos utilizando, podria presentarse de la siguiente manera. Dada f €£,, para

cada entero positivo m, tenemos su proyeccion ortogonal f, sobre el subespacio £, . Sabemos

=0. También

que si existe algiin mo tal que f € £,°, entonces se tiene la igualdad ” S =T, ,



13

sabemos que los subespacios £ estan ordenados en una cadena £,cE,cC ¥, C..

estrictamente creciente, y por lo tanto si f € £, , entonces f € £p°** paratodo k>0, es decir:

0=|r =1, =l =t =r = 10

aproximacion cuadratica de f mediante combinaciones lineales de exponenciales, pues se tiene

, S Este es el caso en que se puede lograr la mejor

directamente la igualdad ” S =T , =0. Pero no existe ninglin entero positivo mo tal que

£, =£,,pues cada £, es de dimension finita. Sin embargo, las dimensiones dim(£,) =2m +1
van creciendo a medida que crece m, con lo cual, los subespacios £, van «ocupando cada vez

mas lugar» en el espacio £,, por lo tanto, «es de esperar» que a medida que m crece, la distancia

If =7,

de aproximar cualquier funcién periddica mediante combinaciones lineales de las
trigonométricas. Dificilmente un matematico profesional, acostumbrado a lidiar con
contragjemplos patologicos, sostenga una conjetura tan ingenua como esta. Dada la importancia
del tema, no es casual que esta idea haya sido discutida y estudiada por los mas grandes
matematicos del siglo XIX y ya hemos mencionado, en la introduccidn, la existencia de funciones
periddicas continuas con serie de Fourier divergente en al menos un punto. Pero hacia fines de
ese siglo y comienzos del XX, desde el punto de vista de la aproximacion cuadratica, la historia
le termin6 dando la razon a Fourier. Antes de enunciar el teorema, veamos algunas formulaciones
equivalentes.

, tienda a cero. Esta es una version geométrica de la idea de Fourier sobre la posibilidad

Proposicion 2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(A) Paratoda f GEP:mLﬂ?m”f—meZ =0.

2

(B) Paratoda f e£,: f‘cn(f)|2 =%||f||2 .

h=—00

Demostracién: Por la Proposicion 2.3 (ii) sabemos que paratoda g e £, se verifica laigualdad

I =gl =1 = £ + 17, - ¢l =17 = £ +[f)- Por otra parte,

sabemos que "fm”i =P i

n=—m

2 ..
,> eligiendo g=0, :

c,(f )|2 (es una cuentita). De todo esto resultan la igualdades (validas

para cada entero positivo m): || f ||z = || f- fm”§ + P i

n=-m

c,(f )|2 , y de esta igualdad se deduce

inmediatamente la equivalencia (4) < (B). =

La igualdad (B) se denomina Igualdad de Parseval (comparar con (2.8) bis). El matematico Marc-Antoine Paseval des Chénes
(1755 — 1836) ya habia comunicado esta igualdad, pero sin ninguna demostracion rigurosa, absolutamente necesaria para ser

tomada en cuenta por sus colegas contemporaneos (y futuros).
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En la demostracion del siguiente teorema intervinieron varios pesos pesados del XIX y
comienzos del XX, pero el que abri6 el camino fue Lipot Fejér (1880 — 1959). Este teorema es
el broche de oro para este paragrafo.

Teorema 2.1: Paratoda f £, se verifica:

JLim | f—f.],=0 2.11)

Demostracion: No la daremos aqui, pues escapa al alcance y extension de este curso. Para el
interesado, indicamos que se demuestra utilizando las sumas de Fejér F, de f, que son las medias

N . . I & .
aritméticas de las sumas de Fourier, es decir: F, = —12 f, - Porlo tanto F, e £, y puesto
m+1i5
que fm es la proyeccion ortogonal de f'sobre £, , se tiene || f - fm”2 < || - Fm”2 (Proposicion 2.3
(iii)). La parte central de la demostracion de Fejér es la prueba de la convergencia uniforme de
las sumas de Fejér af, para el caso en que f'es continua. La hipotesis de continuidad es inevitable,
pues el limite uniforme de funciones continuas es una funcion necesariamente continua (uno de
los tantos teoremas de Weierstrass). Este teorema de Fejér es un teorema importantisimo por si
mismo, independientemente del teorema (2.1) para cuya demostracion lo estamos utilizando.

Ahora, el limite F,, ——— f (uniforme en [0, P]) implica que m@gw" f-F, || , =0, yentonces,
de la desigualdad || - fm”2 < || f —Fm”2 se deduce inmediatamente que mLﬂgw” - fm"2 =0.Esto

que prueba el teorema 2.1 para el caso en que f'es continua. Para demostrar el caso general, basta
con probar (no es dificil) que para cada f €£, y cada &>0 existe f, € £, continua tal que

=1

, <&, pues entonces

1) (2) (3)

o |
Som= 1,

V=Ll = =S+ S = fom+ Lo =Ll I~ £+ = S, +

El término (1) es menor o igual que ¢; el término (2) tiende a cero cuando m —— o, pues f: es
continua (y el teorema ya fue probado para continuas); en el término (3) tenemos que cada

m m m 1 m
fom=Tw=D0.(fe, = D c.(Ne, = Dle,(f)—c,(Nle,= D.c,(f,— e, es la m—ésima

n=—m n=—m n=—m n=—m

suma de Fourierde f, — f (laigualdad (V se debe a que los coeficientes de Fourier son funciones
lineales ¢, : £, ——> ', como usted puede constatar con solo observar su definiciéon). Pero
entonces, dado que la norma de la proyeccion de un vector es siempre menor o igual que la norma

Som=1|, <V = fl,<e.m

del vector (Propiedad 2.3 (iv)), tenemos
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§3. CONVERGENCIA PUNTUAL. CONDICIONES DE DIRICHLET.

Estudiaremos ahora otro tipo de convergencia de las series de Fourier, la convergencia
puntual. El problema es muy sencillo de plantear: dada f e£,, ;para qué puntos xR se

verifica que | Lim_f,(x)= f(x)? Teniendo en cuenta la periodicidad de las funciones

involucradas, es obvio que alcanza con estudiar los puntos del intervalo [0, P]. Ya hemos
mencionado en la Introduccion (en el paragrafo Un poco de historia) que la continuidad de f'en
un punto x no alcanza para garantizar que , Lim_ f, (x) = f(x) . Espero (imploro) que los alumnos

no cometan el error, tantas veces perpetrado en los examenes, de escribir: « la serie de Fourier
de f'converge a fen todos los puntos del intervalo [0, P] porque fes continua». Lamentablemente
no es facil construir ejemplos, como lo demuestra el hecho de que el matematico que encontr6 el
primero paso a la historia, pero ya transcurrieron 144 afios desde que ese ejemplo fue descubierto
y creo que ya es tiempo de aprender a no cometer este error, extralamente persistente.

La convergencia puntual de la serie de Fourier en un determinado punto estd mas relacionada
con la suavidad de la funcién a la izquierda y la derecha de este punto que con la continuidad.
La formulacion precisa de esta condicion es el enunciado del siguiente teorema, cuyo autor, Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) fue uno de los espiritus matematicos mas finos y sutiles
del siglo XIX. Existen otras condiciones suficientes para la convergencia puntual de la serie de
Fourier (criterio de Dini, variacion acotada, etc), pero en la practica, las mas sencillas de verificar
suelen ser las condiciones de Dirichlet.

TEOREMA 3.1 (Condiciones de Dirichlet para la convergencia puntual)

Dada f ¥, yunpunto x, €[0,P], si existen las derivadas laterales (finitas)

fh(xo):t]ﬂ/l,m f(xo_ti_f(xo) y fy+(x0):t@0+ f(x, +l‘1—f(xg) 3.1
entonces
wLim, f,(x) =3[/ (xg) + f(xg)] (3.2)

donde, recordemos, f(x,)=,Lim, f(x,—t)y f(x5)=Lim, f(x,+¢). El nimero (3.2) es el

promedio de los valores de f'en la discontinuidad de salto finito en el punto xo. En particular, si
fes continua en xo, entonces [ f(x,)+ f(x5)]= f(x,) y por lo tanto, si ademas admite las

derivadas laterales finitas (3.1), es | Lim_f, (x)) = f(x,) .

Demostracion: Apéndice 3. m




16

§4. FORMA TRIGONOMETRICA DE LAS SERIES DE FOURIER

La version mas popular de las series de Fourier es la que se suele denominar forma
trigonométrica. Tal vez sea su popularidad se deba al hecho de que cuando f € £, es una funcion

real, todos los términos de su serie trigonométrica de Fourier son, también, funciones reales. La
relacion entre las formas exponencial y trigonométrica es extremadamente sencilla:

2nr . 2nr . 2nr .

Ju(x) = icn (Ne” =co(f)+ i[c_n e 7 +e, (e’ 1=

n=—m

a,(f) b, (f)

=¢()+ i( [e_, (f)+¢,(f)eos(2=x) +i[—c_, (/) +¢,(/)]sen(*34x) )

Hemos utilizado la notacion clésica para los coeficientes: para cada entero positivo 7:

a(N=c (v (=4 fe dti [ foe 7 "ar=2] fOcosCrnd @@

2nr, 2nrw,

b1 =T-c.(N+e,(M=—5 ] f0e " s [ foe 7 di=2[ f@seninds (41)b)

Para incluir el caso n = 0 en las férmulas (4.1)(a), se define clasicamente el coeficiente que falta
de la siguiente manera:

a(f)=2e,(f) = 2] 0y 4.

Observe que para n = 0, la formula (4.1) quedaria bo = 0. En definitiva, las sumas de Fourier de
/', con esta notacion, quedan:

2nrw .

£ = YeNe " =3a(N)+ Xla(eosChn) +b,(NsenCin]  (42)

n=—m
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Para indicar la serie de Fourier de f, se suele utilizar la curiosa notacion

S~ za,(f)+ i[dn (f)cos(3=x) +b,(f)sen(F=x)] . (4.3)

Se trata de una notacion muy prudente, casi temerosa, pues no involucra ninguna afirmacioén
sobre la convergencia de la serie. Lo tinico que indica es la funcion y su serie. Pero, curiosamente,
es bastante practica, como veremos a continuacion.

Un ejemplo muy sencillo para el célculo de los coeficientes trigonométricos de Fourier es el de
0 si -1<x<0

la funcion f € £, tal que x) = .
S e®; alque /() {1 si 0<x<l

[T
w kea--d

-2 -1 0

Haciendo cuentas muy sencillas resulta

f(x)~ 1+ z U sen(nzx) =4 +2 ) sk sen((2k +1)7x)

n=1 k=0

Observe, como hemos mencionado, que el simbolo ~ evita toda alusion a las cuestiones de
convergencia de la serie, lo cual es una virtud de esta extrafia notacion. Otra observacion: si f'es
una funcion que toma valores reales, los coeficientes (4.1)(a) y (4.1)(b) de la serie (4.3) son reales
y por lo tanto, como hemos anunciado al principio de este paragrafo, cada término de la serie es
una funcion real. Por ultimo, la recuperacion de los coeficientes c,( ) a partir de los coeficientes
an( )y ba( f) es muy sencilla:

Para todo entero n >1:

¢,(f) = 3la,(f)=ib, ()] (4.4)
c.,(f) =3la,(f)+ib, ()]
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Para n = 0, ambas formulas quedan c,(f)=+4a,(f), pues para n = 0, la formula (4.1)(b) es

b,(f)=0. Observe que si fes real, de (4.4) resulta c_ (f)=c,(f). Por ultimo, la igualdad de
Parseval, (Proposicion 2.4. (B)) referida a los coeficientes (4.1) es:

S = Sl =leoNF + e, N +He () =
= Hay (O +23 a, (O + P 4.5)

Para finalizar ese paragrafo, observemos que las expresiones exponencial y trigonométrica de las

series de Fourier corresponden a un cambio de bases ortogonales en cada £, : la que utilizamos

al principio, Q, ={e_, .e_, . rn€ 1.€,,€,,€,6,.n¢, ¢, Y la que aparece en este pardgrafo:
— — 2 — 2 1

Q' = {%ao,al,ﬂl,az,ﬂz..., a,,p, }, donde «,(x)=cos(#£x) y p, (x)=sen(*#~x). Dejamos

como ejercicio comprobar que, efectivamente, ', es una base ortogonal de £, . Recomendamos

hacerlo con detalle. Por otra parte, mucho mas sencillo es probar que:

feB espar & f) ~ Lap(f)+ > a,(f)cos(2x)
= (4.6)

fef, esimpar < flx) ~ ibﬂ (f)sen(£ x)
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§5. CONVERGENCIA EN MEDIA Y CONVERGENCIA UNIFORME.

En este paragrafo, para aligerar un poco la escritura omitiremos el prefijo casi para
referirnos a las normas, prefijo que deberd ser sobreentendido. En cada espacio £, son

importantes otras dos normas, ademas de la norma euclidea || ||2 que hemos considerado en los

paragrafos precedentes: las normas || ||1 y || |DO, definidas para cada f e#, de la siguiente

manera:

I = [l 1r], =sunf o

:OSxSP} (5.1)

donde f(x)= f(x) en todos los puntos x donde f es continuay f(x)=0 en los puntos x donde
0 0

fes discontinua.

Observacion 5.1: La razén de reemplazar / por f en la definicion de || ||Oo se ve claramente en
0

el siguiente ejemplo: sea f :R——C la funcion caracteristica de los enteros, es decir: f(x) = 1

six es enteroy f(x) =0 sixno esentero. Entonces, fes 1-periddica, seccionalmente continua
f(x)
0

casi nula, parece mas razonable 0 y no 1 como medida del «tamafio» de f. La definicién que
hemos adoptado es una simplificacion de lo que se conoce como supremo esencial. Esta
simplificacion es posible porque estamos tratando con funciones seccionalmente continuas, que
no tienen «demasiadas» discontinuidades. Utilizando la terminologia del paragrafo 2, se puede
decir que las funciones seccionalmente continuas son casi continuas. Otro ejemplo:
g:R——>C tal que g(x)=cos(zx) sixnoesenteroy g(x)=18 six es entero. Esta funcion

y sup{ |f(x)| :0<x< 1}: 1, mientras que sup{ 0<x< 1} =0. Dado que f es una funcion

también es seccionalmente continua y 1-periddica, y resulta Sup{ | g(x)| :0<x< l}z 18, lo que

no parece muy razonable, mientras que sup{ :OSxSl}:l. Para relacionar esta

%(X)

definicion de la norma || ||Oo con las otras normas (y recordando que #(x) =+[f(x")+ f(x-)] )

observe que

-t =[] > -ty 52)

como se puede comprobar facilmente (las integrales definidas no distinguen valores puntuales).
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Observacion 5.2: Dada la periodicidad de f e£,, en la definicion (5.1) de || ||O0 puede

reemplazarse 0 <x < P por a<x<a+ P para cualquier a € ‘R. Lo mismo ocurre (Lema 2.1)
con los extremos de integracion en la definicion de || ||1 . Recordemos que una eleccion que suele

resultar til para los célculos es a =—3P.

Momento cultural 5.1: Las normas ||

, || y || || se llaman «norma uno», «norma dos» y
1 2 £
«norma infinito». Tal vez los indices en las tres normas que hemos presentado hasta ahora le

hayan hecho sospechar que hay mas normas por el estilo. En efecto, para cada nimero real
1

. 1
positivo g, en £, se tiene la norma || ||q definida por || f ||q = (.ﬂ f (t)|q dt]q . Larelacion de estas
0

normas con la norma infinito es la que insinta la notacién:  Lim

f ”q =| /]|, - La prueba de

esto, asi como las importantes desigualdades de Holder - Minkowsky, pueden consultarse en
cualquier (buen) texto introductorio de teoria de la medida y andlisis funcional. Por ejemplo, de
los mismos autores de la referencia bibliografica enfaticamente recomendada en la introduccion,
y de la misma serie de volumenes: An Introduction to Further Topics in Analysis, de Elias M.
Stein y Rami Sharkarchi. Princeton University Press. (2011). Un texto clasico para este tema (y
muchos otros...) es Elementos de la Teoria de Funciones y del Andalisis Funcional, de A.N.
Kolmogorov y S.V. Fomin (Editorial MIR — 1975)

Para cada norma en £, se tiene la correspondiente definicion de convergencia. Incluimos la

convergencia cuadratica y la puntual para tener a mano las cuatro clases de convergencia que nos
interesan en este apunte.

Definicion 5.1: Dada fe£, y una sucesion (f,)._, de funciones de #, (nos interesa

especialmente el caso en que (f, ). _, es la sucesion de la sumas de Fourier de f):

f(x) = £, ()| =0

A) (f,),_, converge puntualmente afen x,[0,P] sii , Lim

m=""5+

(B) (f,,),_, converge en media a f'sii mLimM”f—fm"l =0

= sl =0

(O) (f,)._, converge cuadraticamente a f (o converge en media cuadrdtica) Sii , Lim

m—-+w

(D) (f,,)._, converge uniformemente a f'(en [0, P]) sii mLimm"f—fm”Do =0

La siguiente proposicion nos va a indicar claramente algunas relaciones entre estas cuatro clases
de convergencia.
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Proposicion 5.1: Paratoda fef£,: ||f||1 < \/F”f”z < P||f||w.
Demostracion: Utilizaremos (5.2) sin mencionarlo explicitamente. Una desigualdad es muy

P P
sencilla de probar: | /[, = [|f@)f dr < [|/]dt = P|/]
0 0

020, por lo tanto: ||f||2 < x/F”f”w . Ahora,

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las funciones |f—| y la funciéon constante 1

p
obtenemos la desigualdad que faltaba: ||f|1 == J.|f(t)|dt =<1, f| >< ||1||2||f||2 = \/ﬁ”f”z (Las
0

funciones constantes son ubicuas: pertenecen a todos los espacios £,) m

Corolario 5.1: Dada fe£,, sea (f,),_, la sucesion de sus sumas de Fourier. Entonces, se

verifican las siguientes implicaciones:

Se verifica siempre: Teorema 2.1

Lim

m—-—+0o0

f_fm”oo:() = mLim+wa_fMH2 =0 = Lim+oo||f_fm||1:0

m

convergencia uniforme convergencia cuadratica convergencia en media

U (5.3)

fes continua (Teorema de Weierstrass) y ademas | Vx e [O, P] Zm Lim+w|f(x) —fm (x)| =0

—_—

convergencia puntual en todo [0,P]

Demostracion: Las implicaciones de la primera linea horizontal se deducen directamente de la
proposicion anterior. El teorema de Weierstrass es aplicable en este caso pues las sumas de
Fourier de f'son funciones continuas. Veamos la implicacion diagonal: por ser f* limite uniforme
de continuas es continua y por lo tanto £ = f'; entonces, para todo x € [0, P]:

£ £, @) < max{|f(x) - £, (x)|:0<x < PY=|f - £,

o0
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Nota 5.1: El diagrama (5.3) resume visualmente las relaciones entre los distintos tipos de
convergencia y al respecto es importante tener en cuenta que:
(a) Ninguna de las implicaciones reciprocas es valida.

(b) La convergencia cuadratica se verifica para cualquier f €£,, como hemos demostrado en

el Teorema 2.1. Por lo tanto, también se verifica siempre la convergencia en media.

(c) La convergencia uniforme a f* de sus sumas de Fourier implica la continuidad de f, pero por
favor, reitero mi ruego, no vale la reciproca. La continuidad de f no garantiza ni siquiera la
convergencia puntual. Lo que si se puede afirmar es que si f no es continua, entonces sus sumas
de Fourier no convergen uniformemente a f.

Dada la fuerza exhibida por la convergencia uniforme, seria bueno contar con algun criterio para
detectarla. Para la convergencia puntual ya vimos el Criterio de Dirichlet (Teorema 3.1) y las

convergencias cuadraticas y en media se verifican automaticamente para toda f e£,.

Mencionamos a continuacion algunos de estos criterios para la convergencia uniforme, sin
demostrarlos. Como siempre, pueden consultarse en cualquiera de los textos ya recomendados.

Recordemos que para cada f €£, y cada entero positivo m, f, = ch (e, es la m—ésima

n=—m

suma de Fourier de f.

Criterios para la convergencia uniforme

m *® o0
(a) Si la serie ZCn converge absolutamente, es decir: si Z|cn| <400, entonces por el
n=-m m=1 n=—o
m 0
criterio de Weierstrass, la serie de funciones chen converge uniformemente a una funcion

n=—m m=1

hef, (pues |e, (x)| =1 para todo entero n y todo real x). Ahora, por ser limite uniforme de

continuas, esta funcién % es continua. Entonces, dada una funcién f €£, tal que la serie

ZCH( ) converge absolutamente, se tiene una funcion continua he£,tal que

n=—m m=1

m
Lim_|\h— ch (f)e,| =0. Puesto que la convergencia uniforme implica la convergencia
n=—m

0
2nrw

puntual, tenemos en particular que para cada x €[0,P] es h(x) = ch (f )eTix . La pregunta

natural es si 2= f . Desde ya, si fno es continua esto no puede ocurrir y es muy fécil entonces
construir un ejemplo donde la respuesta a la pregunta es negativa, pues los coeficientes de Fourier
de 7 y de f son los mismos. Por ejemplo: sea & 2z—periddica tal que Ah(x)= 7z—|x| para

- <x<r ,yseaflafuncion 2z—perioddica y seccionalmente continua f tal que f(x)= h(x)
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si x no es multiplo entero de 2z y f(2kx) =18 para todo entero k. Entonces, ambas funciones

cos((2n+1)x)

aame > due converge absoluta y uniformemente

0
tienen la misma serie de Fourier, %+%Z
n=0

o0
ues 44 L__ converge y se puede aplicar el criterio de Weierstrass). Pero esta serie no
2
7 ‘ (2n+1)?
e

converge a f(x) en x = 0 (ni en los puntos x = 2kr), pues por el criterio de Dirichlet aplicado a
h, esta serie converge a h(0) =z # f(0) . Mas aln, por el mismo criterio, sabemos que la serie

converge puntualmente a /4 (en toda la rectal real). Queda la pregunta de si esta convergencia es
uniforme.

Teorema 5.a: Si f € £, es continua y ademas la serie [ ch f )) converge absolutamente,

n=—m m=1

0
m
entonces la serie [ ch (f )enj converge uniformemente a f. m

n==m m=1

[La demostracion puede encontrarse en los textos ya citados y recomendados. También en el
notable libro Pour [’honneur de [’esprit humain, de J. Dieudonné — Ed Hachette — 1987, donde
puede leerse una demostracion muy detallada de este teorema en particular]

Este criterio requiere examinar la serie y por lo tanto se necesita el calculo de los coeficientes de
Fourier de f'para su aplicacion. En este sentido, el siguiente es mas practico cuando no se tienen
calculados los coeficientes de Fourier, pues solo requiere observar la funcién, no la serie.

Teorema 5.b: Si f €#, es continua y, f'e ¥, entonces su serie de Fourier (ch( f )j

n==m m=1

converge absolutamente (y por lo tanto, por teorema anterior, converge uniformemente a f°).

Demostracion (muy esquematica): Los coeficientes de Fourier de f'son ¢, (f")=inc,(f) y

c¢,(f)f <[/ Ahora,

. l 2
dado que f'e £,, se tiene Zn

m m

Sle, (N =le N+ Y %n

n=-m n=—m
n#0

<lear (23 it

Cauchy—Schwarz

() s |Co(f)|+\/ > ni\/ >

0£n=—m 0#£n=—m

e, (f)f <
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Nota 5.2: Cuando la serie ( ch (f )J no converge absolutamente, ain puede ocurrir que la
n=-m m=1

serie de Fourier sea uniformemente convergente, y esto puede probarse en algunos casos
mediante los criterios de Dirichlet-Abel. Pero queda siempre el problema de saber si la serie de

Fourier de f converge (puntual o uniformemente) a f.

§6. DERIVACION E INTEGRACION DE LAS SERIES DE FOURIER.

Cuando estudiamos series de potencias, nos encontramos con la maravillosa posibilidad
de derivarlas e integrarlas término a término como si fueran sumas finitas (y sin alterar su radio
de convergencia). Pero ése es un privilegio muy singular. Para las series de Fourier (y para las
series de funciones en general) es necesario tener mucho cuidado con estas operaciones, en

especial con la derivacion. Por ejemplo, la serie Z—ze”” converge absoluta y uniformemente

n=l1

nx

en toda la recta real, pero la serie z e™ , obtenida derivando término a término, diverge en

n=l 1
todos los puntos 2kz , k € Z. Los dos siguientes teoremas presentan condiciones suficientes,
bastante sencillas de verificar en la practica, para la integracion y la derivacion término a término
de las series de Fourier. Recordemos que para cada f e€£, y cada entero positivo m,

m
| = ZC” (f)e, esla m—€sima suma de Fourier

n=—m

Teorema 6.a : Si f €, es derivabley f'e £,, entonces la funciéon F: R——>C tal que

=G (/- Z ) (6.1)

n:tO

es una primitiva de f en el intervalo [0, P] .

Demostracion: Se deduce del Teorema 5. de convergencia uniforme, pues las series
uniformemente convergentes se pueden integrar término a término con el resultado esperado:
para cada x € [0, P]:



25

I [ (@)dt

< ]| SO = £, < [|fO - f,@lde < [|f = £, de = P|f = £,], 50

Entonces, para cada x [0, P]:

jf(r)dt_ zc (f)j a dt_co(f)jdm Zc (f)je » " =
_ f) S SNIAVIN P &P, (f) i
=a(/)x +z (e b= 27[1',,2_00 n ta(Na 27[1'”:2_00 i2nr ¢

Del Teorema 5.b se deduce que la serie ZM es absolutamente convergente, por serlo la
n

Nn=—00
n#0

2nw

serie Zc (f). Por lo tanto, F(x)= ff(t)dt—cte = co(f)x+ z (f) 7" es una

=—00
n¢0 n;tO

primitiva de f en [0, P]. m

Observacion 6.1: Si c,(f)=0, entonces la funcion (6.1) se extiende automaticamente a una

primitiva periddica de f'en toda la recta.

Teorema 6.b: Si f € £, es de clase C! en (0, P) y se verifica f(07)= f(P~)entonces, en cada

punto x € (0, P) donde existen (y son finitas) las derivadas laterales segundas f"(x") y f"(x")
se verifica que:

2
2ri "

£l == ch (fre”" (6.2)

n =-0

Demostracion: Por ser f' continua en (0, P), se deduce del criterio de Dirichlet que en cada

punto x e (0, P) donde existen (y son finitas) las derivadas laterales segundas f"(x") y f"(x")
la serie de Fourier de f' converge a f'(x). Por otro lado, los coeficientes de Fourier de f'son:
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2nr .

f fe * dt|=

2nrx . 2nx .

77,tdt :% f(P_)éTZP 10"+ 21;7:1

6/ =] 1've

=% TP - f(0)+

2nrwi
P

¢,(f)

2nxi'f —int
- j F(He™dt |=
0

En la segunda igualdad hemos integrado por partes. m

Observacion: Si h:[a,b]——> R es de clase C! en [a,c) U (c,b], para algan punto intermedio
ce(a,b),yhy h'tienen una discontinuidad de salto finito en ¢, entonces:

j.h'(t)dt = jh’(t)dt + ih’(z)dt = h(c") = h(a) + h(b) — h(c*) = h(b) — h(a) —[h(c*) — h(c)]

En general, si existe una cantidad finita de discontinuidades de este tipo, cada una de estas
discontinuidades contribuye con el valor del salto en la expresion final de la integral. Por lo tanto,
si no hubiéramos supuesto que f'es de clase C! en el enunciado del teorema, la expresion de los
coeficientes de la serie (6.2) no resultaria tan sencilla. Dejamos a cargo del interesado la
expresion de los coeficientes de la serie de Fourier de /' bajo las hipdtesis menos restrictivas

de que /'y f' son seccionalmente continuas.
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§7. APLICACION DE LAS SERIES DE FOURIER A LA RESOLUCION DE LA
ECUACION DE DIFUSION DEL CALOR UNIDIMENSIONAL FINITA.

El objetivo de este pardgrafo es mostrar, esquematicamente, la aplicacion de las series de
Fourier a la resolucion de ciertos problemas de condiciones de contorno e iniciales como los que
hemos presentado en el apunte sobre ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Lo haremos
con el siguiente ejemplo:

0 u(x,t ou(x,t
( )—u (x,1) _

] 0 , O<x</l , t>0

0 22 ot *

@y 0D _ouln oy (7.1)
ox ox

@) u(x,0) =uy(x)

En este problema, u(x,f) es la temperatura — en el punto de abscisa x y en el instante # — de una
varilla de longitud /, representada por el segmento de recta del plano cartesiano comprendido
entre el origen de coordenadas y el punto de coordenadas (1,0). Se suponen dadas las condiciones
de homogeneidad e isotropia para la validez de la ecuacion (7) y las condiciones de contorno (i)
representan la aislacion térmica de la varilla. La longitud / de la varilla, la constante de difusion
1 (es positiva) y la distribucién inicial uo son datos del problema. Ya hemos probado, en el apunte
mencionado, la unicidad de la solucion de este problema, hecho que nos va a facilitar
enormemente la resolucion y la exposicion de la resolucion. Las ideas centrales son,
precisamente, las que llevaron a Fourier a iniciar el inmenso camino del andlisis armonico.

Primer paso: Este paso consiste en conseguir una «buena cantidad» de soluciones de la parte
lineal del problema, es decir, de (i) y (if). Si la cantidad obtenida es buena o insuficiente, lo
veremos en el tercer paso. En nuestro caso, es muy facil verificar que para cualquier entero n >0

71271'2 }12”2
t — t
las funciones «,(x,t)=cos(**x)e " y  B,(x,t)=sen(* x)e “"" son soluciones de la

ecuacion (7). Las primeras, ademas, satisfacen las condiciones de contorno (i7), lo que no ocurre
con las segundas.

Observacion: Hay un método para encontrar estas soluciones que se conoce popularmente como separacion de variables y
consiste en buscar soluciones de la forma 4 (x,¢) = X (x)T (¢) - En mi humildisima opinién, la fama de este método es exagerada

y no pienso extenderme al respecto, para no interrumpir la secuencia de ideas del método de resolucion original de Fourier. El
interesado cuenta con abundante y excesiva literatura sobre el método de separacion de variables.



28

Segundo paso: Cualquier combinacion lineal de soluciones de (i) y (i7) también es solucién de

2 2

n° -

(i) y (ii). Por lo tanto, cualquier funcién de la forma u(x,?) = ZAn Cos(4E x)e 4 es solucién
n=0

de (7) y (if), cualesquiera sean las constantes A4, 4,,....,4, . Este paso se suele mencionar como

aplicacion del principio de superposicion, terminologia decimononica para expresar la linealidad
de las ecuaciones (i) y (ii).

Tercer paso: Para satisfacer la tercera y ultima condicion, es decir: la condicion inicial (iii),

tenemos libres los coeficientes A4, A4,,....,4, . Planteamos u(x,0)= ZAn Cos(#x) =uy(x) y
n=0

m
tenemos un problema: la funcion ZAn cos(##x) es una hermosa funcion 2/-periddica (y par),
n=0

cualesquiera sean las constantes 4, 4,.....,4,, . El dato inicial #o no tienen ninguna obligacion de

ser una funcion tan bonita. Por otra parte, esta definida solamente en el intervalo [0, /], y ni suefia
con ser periodica. Aqui es donde aparece la idea central de Jean-Baptiste Joseph Fourier:
extendemos uo a una funcion periddica par %, y en lugar de una combinacion lineal finita

n’r? n’r’

m - o0 —
u(x,t) = ZAn cos(“2x)e *  consideramos la serie u(x,t) = ZA” cos(%=x)e “" " buscando
n=0 n=0

0
satisfacer la condicion inicial (ii7) en la forma u(x,0) = ZAn cos(%= x) =u,(x). Precisamente, el
n=0

segundo miembro no es otra cosa que la serie de Fourier de %, y por lo tanto sabemos (porque

nacimos después que Fourier) como quedan determinados los coeficientes 4,: para todo n >1:

] ]

- 2 N iy es par 2 l N 2
A =a (i) = 2—l:|.lu0(t)cos( BEode = l i, (£) cos(2& 1)dt = 7'([u0(t)cos(%t)dt
- 11~ EoesparIIN 11
y Ay =L ay(ily) :2_1;[%(06# ;!uoa)dr =, j uy (1)t (72)

n’r?

m - 5t
Por lo tanto, la solucion del problema (7.1) es u(x,t):ZAn cos(%zx)e “ , donde los
n=0

coeficientes estan dados por las formulas (7.2). No haremos aqui el estudio de la convergencia
de esta serie ni del problema de su derivacion término a término. Es un estudio no trivial y en la

practica puede reemplazarse la serie u(x,0)= ZAn cos(#£x) =u,(x) por una suma finita que
n=0
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aproxime «suficientemente» la condicion inicial. De todos modos, observe que para ¢ > 0, los

n’r?

= t
factores exponenciales e “  contribuyen maravillosamente a la convergencia de la serie.

APENDICE 1: Remojito de Algebra II. Sistemas ortogonales y proyecciones.

El contenido de este apéndice es el de una nota sobre los sistemas ortogonales recientemente escrita para mi curso de Algebra II.
Lo transcribo porque introduce, precisamente, el aspecto geométrico de este apunte. Son las delicias de «cortar y pegar»

Aclaracion: En este apéndice, los productos internos en los espacios vectoriales complejos V'
verifican < Av,w>=A<v,w> y <v,Aw>=1 <v,w> para todo par de elementos vy w en V/
y todo escalar complejo A. La mitad del planeta utiliza esta version y la otra mitad utiliza
<Av,w>= A< vwWw>y <v,Aw>=A4<v,w>. Se trata de una simple cuestiéon de eleccion y

costumbre, pues las teorias resultantes son completamente isomorfas.

Los sistemas ortogonales poseen determinadas ventajas practicas y teoricas que los hacen
muy buscados por ingenieros y matematicos. Recordemos: dado un espacio vectorial V' (real o
complejo, de dimension finita o no) con producto interno < . >, un sistema ortogonal en V es un

simplemente un conjunto {Wl,wz,...,wm}c V' de vectores ortogonales dos a dos, es decir: para
todo par de indices i yjentre 1 y m: i# j= <w,w,>=0 . Si ademas, todos estos vectores

tienen norma 1, el sistema se dice ortonormal.

Observacion 1: A pesar de la notacion habitual {Wsza---an}a estos sistemas son conjuntos

ordenados con lo cual habria que escribir, por ejemplo, [w,W,,...,w, ]. Lo mismo pasa con las

bases, pero no vamos a cambiar aqui la notacion utilizada en este curso y en muchos textos
clasicos.

Observacion 2: La definicion de sistemas ortogonales se extiende a conjuntos infinitos, pero los
mas importantes para las aplicaciones son los finitos y los numerables, es decir: las sucesiones

(w,);_, de vectores de V' tales que para todo par de enteros positivos distintos 7 y j se verifica

<w;,w; >=0. Veremos ejemplos de estos ultimos (en espacios de dimension infinita).

Veamos una primera propiedad sencilla pero importante de los sistemas ortogonales
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Proposicion 1:

() Un sistema ortogonal {WI,WZ,...,Wm} es linealmente independiente si y solamente si
Vie {1,2,...,m}: w =0,

(if) Los sistemas ortonormales son linealmente independientes.

Prueba: (ii) es consecuencia inmediata de (i), pues los vectores de norma 1 son no nulos.
Probemos (i): La implicacion = es inmediata, pues todo sistema que contiene al Oy es

linealmente dependiente. Veamos <: nuestra hipotesis es que {wl,wz,...,w } es un sistema

m

ortogonal de vectores no nulos y tenemos que probar que entonces el sistema es 1. 1.

AW+ Wy +.t Aw, =0, = Vie{l,2,...mb:<Aw +ALw, +..+ 4w, ,w>=0 =

m> i
= Vie{l,2..mp: A <w,w >+4 <wy,w >+ A, <w,,w>=0 =

(Todos los términos de la suma son nulos salvo el i-ésimo, por tratarse de un sistema ortogonal)

#0 por hipotesis
——

=>Vie{l2,..mp:4<w,w>=0 =Vie {1,2,...,m}: A4=0.

Hemos probado que el sistema es linealmente independiente m

Veamos ahora la propiedad practica fundamental de los sistemas ortogonales de vectores no
nulos.

Proposicion 2: Sea {wl, Wyseots W, }un sistema ortogonal de vectores no nulos (por lo tanto, por la

propiedad anterior, el sistema es l. i.). Entonces, para cualquier velV :

_<v,w > <v,w, > <v,w, >

v= LW, Wy 2w,
i [ [

(*)

ve genfw,wy,..,w, }

Demostracion: La implicacion < es trivial, pues los elementos de gen{wl,wz,...,wm} son

precisamente las combinaciones lineales de los vectores wj,w,,...,w, . Para demostrar =

tomemos un elemento cualquiera v=Aw, +Aw, +...+44 w de gen{wl,wz,...,wm} y probemos

=—L" paracada i€ {1,2,...,m}.
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Ahora bien, de la igualdad v=A4w, + Lw, +...+ 4w, resulta, para cadai € {1,2,...,m} :
<YW > =4 <w, W, > A4 <wy,w >+t A4, <w,, W >

.y . ey . . 2
Como en la demostracion de la proposicion anterior esta igualdad se reduce a <v,w, > = /1,.||w/i||

. 2 <v,w, > : .
Puesto que por hipotesis ||w1|| # 0, tenemos A, =——L— lo que termina la demostracion. m

2
[

Veamos lo que esté diciendo esta propiedad y para esto nos referiremos a una situacion en la que
sabemos que se verifica queve gen{w1 Wyses W, } Supdéngase que usted tiene una base

{vl,vz,...,vlg} de R"™ y un vector veR'"™, y lo que necesita es encontrar las coordenadas
C),Cy,...,Cgde v respecto de esa base. Usted sabe como hacerlo, desde que era chiquito. La

igualdad v=cv, +c,v, +...+ ¢,V entre dos vectores de R'® , expresada en las coordenadas
canodnicas de estos vectores, equivale un sistema de 18 ecuaciones lineales en las incognitas
¢},Cy,...,C5 - Le va a llevar un poco de tiempo... (si esta pensando en una calculadora, piense en
lo que se tarda cargar los datos. Ademas, piense en dimensiones mayores, que son necesarias en
muchas aplicaciones, como veremos en otra nota). En cambio, si la base {vl,vz,...,vlg} es
ortogonal (por ejemplo respecto del producto interno candnico en R'*), no necesita resolver
<V,

1

ningun sistema. Simplemente es ¢, = v—; para cada ie {1,2,...,1 8}. Esta eficiencia para el

I

calculo de las funciones coordenadas respecto de una base ortogonal hace que los sistemas
ortogonales sean muy buscados en la practica, y es — en gran medida — la motivacion para el
algoritmo de Gram-Schmidt (ver ejercicio 3.26).

Definicion 1: Sea V un espacio vectorial, real o complejo, de dimension finita o no. Una
proyeccion en V es una transformacion lineal IT: V' ——V tal que

MoTl=II (1)

Una de las inmensas ventajas de esta definicion es que las demds propiedades importantes de las
proyecciones son consecuencias inmediatas de (1), como veremos a continuacion. Otra de las
ventajas, también inmensa, es que en esta definicién — y sus consecuencias inmediatas — V' puede
ser un espacio vectorial cualquiera, y no requiere que V sea de dimension finita. Observe que de
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acuerdo con esta definicion, existen siempre al menos dos proyecciones en cualquier espacio V:
la identidad /r y la funcion nula. Dado el escaso interés practico de estas dos proyecciones, las
denominaremos «triviales» y nos concentraremos en las proyecciones no triviales.

Proposicion 3: Sea V un espacio vectorial, real o complejo, de dimensién finita o no, y sea
I1:V ——>V una transformacion lineal tal que ITo IT =TI1 . Entonces:

(i) Paratodo velV: ve IM(I) © I1(v)=v.

(2)
(i) V = IM(IT) ® NU(IT)

Demostracion de (i): La implicacion < es inmediata por la definicion misma de imagen de una

funcion. Veamos = : Si v € IM (IT), por definicién de imagen existe u €V tal que v=TI(u).
I1=I1

Entonces, TI(v) = [T(IT(w)) = TI(u)=v.

Demostracion de (ii): Probemos primero que V = IM (IT)+ NU(I1), es decir, que para cada
veV existen v e IM(IT1) y v, € NU(II) tales que v=v+v,. Pero esto es muy sencillo, pues
para todo v eV se verifica trivialmente la igualdad v =T1(v) + v —I1(v), donde I1(v) € IM (IT).

Por lo tanto, lo tinico que nos queda por hacer es comprobar que v —TII(v) e NU(II), es decir,
I1=I1

ITo
que II(v-II(v))=0,. Veamos: I1(v-TII(v))==I1(v)-II(I1(v)) = II(v)-TI(v)=0,. Es
velM(IT)  voeNU(I)
. —— — .
decir: v= II(v) +v—TII(v) . Ahora, probemos que la suma es directa. Tratindose de dos
subespacios, recordemos que basta con probar que IMII)NNU(II)= {OV}. Dado
ve IM (IT) n NU(IT), por ser v un elemento de IM (IT), es v =II(v), por lo demostrado en ().

Pero ademas, v e NU (I) , es decir: I1(v) =0, con lo cual tenemos que v=II(v)=0, =

Manteniendo la terminologia de los ejemplos, decimos que Il es una proyeccion en V sobre
IM(I1) en la direccion NU(II).

La Proposicion 1 implica, entre otras cosas, que cada proyeccion en un espacio vectorial induce
una descomposicion del mismo como suma directa de dos subespacios (la imagen y el ntcleo de
la proyeccion). Es interesante, tanto desde el punto de vista tedrico como practico, que
reciprocamente toda descomposicion de un espacio como suma directa de un espacio determina
una unica proyeccion, como se enuncia detalladamente en la siguiente proposicion.
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Proposicion 4: Sea V un espacio vectorial, real o complejo, de dimension finita o no, y sean Sy
So dos subespacios de V tales que V' =S@®S,. Entonces, existe una Unica proyeccion

I1:V——>V talque IM(IT)=S y NU(I)=3,.

Demostracion: Por definicion de suma directa, para cada v €V existen un Unico vy €S y un

unico v, €S, tales que v=v¢+V,. Entonces queda bien definida la funcion IT:V ——7V tal

que I1(v) =v,. Probemos primero que IT es lineal: sean u y v dos elementos cualesquiera de V'y
Ay udos escalares. Sea w = Au + uv. Entonces, existen unicos us, vs, ws en Sy unicos o, vo y Wo
en So tales que u =ug +u,, v=v, +v, y w=wg +w,. Por un lado tenemos entonces que

€S €Sy

w=Au+ puv=Aug +uy)+ u(vy +v,) = Aug + puvg + Au, + v, 'y por otro lado w=wg +w,. Por

la unicidad de ws y de wo, se tiene que wg = Aug + vy, es decir: T1(w) = AIT(u) + pI1(v) . Pero,

precisamente, w = Au + uv, es decir: T1(Au + uv) = AIT(u) + pI1(v), lo que prueba la linealidad
es €5

A
de I1. Veamos ahora que IToII =1I1. Paracada s€S§, s= s +0,, por lo tanto (unicidad....),

I1(s) = s. Ahora, para cada v=vg +V,, por la definicion de IT es I1(v) =v, €S y por lo tanto

s€S

[T(IT(v)) =T1(v4) = vy =I1(v). Finalmente, debemos probar que /M (IT)=S y NUII)=S,.
La inclusion /M (IT) c S se deduce inmediatamente de la definicion misma de I1, pues para cada
velV,vgeS. Lainclusion S < IM (IT) se deduce de la identidad I1(s) = s, que se verifica para

todo s €S yque hemos demostrado recién. Dejamos como ejercicio (muy sencillito) demostrar
que NU(ID)=S§, m

Veamos ahora como, en espacios vectoriales con producto interno, existe una definicion muy
natural de proyeccion ortogonal.

Definicion 2: Sea V un espacio vectorial, real o complejo, de dimension finita o no, con un
producto interno <, >. Una proyeccion ortogonal en V (respecto del producto interno dado) es

una proyeccion I1:V——V tal que IM (IT) L NU (IT)

Desde el punto de vista practico, detectar cuando una proyeccion es ortogonal utilizando esta
definicion puede resultar complicado. A veces, es mejor utilizar la siguiente propiedad.
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Proposicion 3: Sea Sea V un espacio vectorial, real o complejo, de dimension finita o no, con

producto interno <, >. Entonces, una proyeccion I1:V——V es ortogonal si y solamente si
para todo par de elementos vy w en V se verifica:

<II(v),w>=<v,II(w) > 3)

Demostracion: Supongamos primero que se verifica (3) y probemos que M (IT) L NU (I1) .
Dados ve IM(I1) y we NU (IT), tenemos I1(v)=v yII(w)=0, , por lo tanto

3)
<v,w>=<II(v),w> = <vy,II(w) >=<v,0, >=0

Reciprocamente, supongamos ahora que /M (IT) L NU (IT) y probemos que se verifica (3). Para
cada par de elementos vy w en V tenemos las descomposiciones v =T1(v)+v, y w=TI(w)+w,

donde v, € NU(IT) y w, € NU(II). Entonces, por un lado, tenemos

eIM (1) eNU(IT)

——
<IIW),w>=<II(v),[I(w)+w, >= <II(v),II(w)>+<II(v), w, >=<II(v),II(w)>
(la ultima igualdad se debe a la hipotesis IM (IT) L NU (IT) ). Andlogamente:

eNU (I1) €IM(IT)
f_JH

<vII(w) > =<I1(v) + v, [I(w) > = <II(v),II(w) >+ < \:: JI(w) > = < T1(v), IT(w) >
Hemos probado que para todos vy w en V' se verifica

<II(w),w>=<v,II(w) > =<TII(v),I1(w) >

Momento cultural: las transformaciones lineales 7':V——V que verifican, para todo par de
elementos v y w en V, la igualdad <T7(v),w>=<v,T(w)>, se denominan operadores
autoadjuntos. Respecto de la palabra «operador» (si mal no recuerdo creo haber hecho la
aclaraciébn en notas anteriores), simplemente es un sindénimo de funcion entre espacios
vectoriales. Historicamente, se comenzd a utilizar para las transformaciones lineales entre
espacios de funciones.

Vamos cerrando este apéndice con una construccion practica que se necesita para la presentacion
geométrica de las series de Fourier.
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Proposicion 4: Sea V un espacio vectorial (de dimension finita o no, real o complejo), con
producto interno <, >y un subespacio S < V' de dimension finita . Entonces:

(7) Existe una base ortogonal B¢ = {wl, Wy seees w,} de S (» = dimension de S, obviamente)

(i) La funcion I1:V——V tal que

_<v,w > <v,w, >

<v,w, >
= 7 M )
il s

() ol W, “)

+...+

w

r

es la proyeccion ortogonal en J sobre S.

Demostracion: Dada una base Bg = {vl,vz,...,vr} de S, aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt
a esta base se obtiene una base ortogonal B¢ = {wl,wz,...,w,} de S. Ahora, probemos que la
funcion I1:V——V dada por (4) es la proyeccion ortogonal sobre S. Hay que hacerlo

cuidadosamente, pues V puede ser de dimension infinita (ver llamado de atencion a
continuacioén). Veamos un poco:

(a) La linealidad de IT se demuestra haciendo las cuentitas a partir de la definicion (4) y
utilizando la linealidad del producto interno respecto de su primera variable.

(b) IToIT=1I : de la definicion (4) se tiene, en particular, que IT(w,)=w,, [I(w,))=w,, ...,
IT(w,) =w, . Para esto es clave el hecho de que los vectores wi, wa, ..., w-son ortogonales. Ahora,
aplicando IT en ambos miembros de (4) y utilizando la linealidad de IT:

=" =W, =w,
M) = =22 ) + =22 2 f1G0) + o+ =2 2 T ) = T()
[ | [,

(¢) IM(II) = S: la inclusion IM(IT)c S es trivial, pues para cualquier veV, el segundo
miembro de (4) es combinacion lineal de los elementos de la base ortogonal de S. Ahora, dado
se€ S, existen escalares A,,4,,...,4 tales que s=Aw +Aw,+..+4Aw . De aqui resulta,

teniendo en cuenta la ortogonalidad de w1, wa, ..., wy, que <s,w, >=4 <w,,w, >, es decir:
<s,w > , < S, W, > <s,w >
A, =————. Andlogamente se deduce que 4, =——32—,...,4, =——L—, 0 sea:
[ [w.] [w.
_<s,w > <S,W, > <s,w, >

w, =I1(s) € IM (IT)

2
w

r

— W W, + ..
i v |
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(d) Nos falta probar que /M (IT) L NU(IT). Lo que ya sabemos (Proposicion 1) es que
V=IM(IT1)® NU(IT) yque VveV :ve IM(I1) < I1(v) = v. Ademads, acabamos de probar que
IM (IT) = S . Por otra parte,

(4)
ve NUID) & TI(v) =0, & <v,w >=<v,w,>=..=<v,w, >=0veS"

(La altima doble implicacién se debe a que BS = {w,w,,...,w,} es base de Sy por lo tanto
VseS<vs>=0<v,w >=<v,w, >=..=<v,w, >=0. Atencién que S puede ser de
dimension infinita). Por lo tanto hemos probado que V = IM (I1) ® NU (1), que IM(I1)=S y
que NU(IT)=S".

Atencién: Si V es de dimensién infinita, puede ocurrir que V =S@®S', donde

St = {v eV <v,s>=0 paratodos e S } Por ejemplo: en el espacio vectorial real

C’([-1,1,R) de las funciones continuas f:[-1,1]——> %R con el producto interno
1

<f,g>= If(z)g(t)dt , consideremos el subespacio Sz{s eC'([-1, 1],91):s(0)=0} . Se
-1

puede probar sin demasiadas dificultades (ejercicio de Analisis I) que si heC’([-1,1],R)

1
verifica < h,s > = Ih(l)s(t)dt =( paratoda s €S, entonces /& es necesariamente la funcion nula.
-1
Es decir: S* = {OV }, por lo tanto en este caso se tiene que S ® S* =S =V . Estas «patologias»
no ocurren cuando hay una proyeccion ortogonal (no trivial) presente, pues automaticamente

se descompone obedientemente en la forma ¥ = IM(IT) ®" NU(IT).

APENDICE 2: Polinomios Trigonométricos

Un polinomio trigonométrico es la composicion de un polinomio P(x,y) en dos variables,

con coeficientes complejos, con las funciones circulares, es decir: son funciones f:R——>C

N M
de la forma f(6) = P(cos(0),sen(0))=> > 4, cos(6)"sen(6)" , donde los coeficientes 4,,

n=0m=0
son constantes complejas. Estos polinomios nos interesan por la siguiente propiedad:
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Proposicion:

N M
(i) Sea f (6’)222/1"," cos(d)"sen(d)” un polinomio trigonométrico. Entonces, existe un
n=0m=0

K
entero positivo K y 2K+1 constantes complejas ¢_,,c_y,,,...,Cx tales que f(6)= che’k‘g para

k=—K

todo B eR.

K
(i7) Toda funcién de la forma f(6) = che’k'g es un polinomio trigonométrico.
k=-K

Demostracion: (ii) Es consecuencia inmediata de las identidades

h=0

ik6 . k L k -h k—h h
e"” =(cos(0) +isen(0)) :Z(h} cos(@)" " sen(6)

Demostracion de (i): Alcanza con probar que cada una de las funciones cos(6)"sen(d)"es

i0 —i6
inacion i ; 1 . e’ +e
combinacién lineal de exponenciales. Utilizando las expresiones cos(&) =—2 ,
of _ ot
sen(0) ZT, podemos expresar cada término del polinomio trigonométrico como
i
combinacion lineal de exponenciales:
L .
cos(0)" sen(8)" =Y 7,,.,€"
=0
Probemos esto:
Xk
cos(6)" :L(eiﬁ + e—ie)n _ izn:(n}i(n—k)ee—ike _ Z": L(Vlj i(1-2000 _ Zn:a kei(n—Zk)H
2’ 2" =\ k =l 2"k P
1 : —iOm 1 m (m o y
Sen(e)m= : m(ezﬁ_e 19) — . mZ( }( h)9(_1)he ho _
(27) (20" =\ h

B
f—/%

- i{ﬂ[mﬂeum—zhw _ iﬂ im0
)" h h=0 "
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Entonces,

n m " oom
COS(H)msen(H)" — Zzank mhel(n—Zk)Gel(m—Zh)H — Zzank mhel(n+m—2k—2h)t9

k=0 h=0 k=0 h=0

es la expresion buscada (parece complicada, pero es una combinacion lineal de las exponenciales
e—i(n+m)9’e—i(n+m71)9 . ,ei(n+m)t9 ) -

geeee

APENDICE 3: Demostracion del Teorema 3.1 (Condiciones de Dirichler)

Para simplificar y abreviar la escritura, consideraremos el caso P = 2z, es decir: demostraremos
el teorema para funciones 2z-periddicas. No se trata de una restriccion muy seria que digamos:

dada una funcién P—periodica f:R——, la funcion f:R——>C tal que f(x) =f [Zixj
/4

es claramente 2z—periddica, y podemos recuperar la funcidén original de la manera obvia:

f(x)= f (z?ﬂxj . Este cambio de escala nos permite extender la demostracion del caso P =2z a

un periodo P > 0 cualquiera. Antes de pasar directamente a la demostracion, recordemos que
para cada funcion f:R——>(C seccionalmente continua y 2z—periodica se tiene la igualdad

ff(t)dt = ]Ef(t)dt (Lema 2.1).

Primer caso: en un punto x donde f es derivable:

F9)= Se (N = f()= 3 (% J1 (f)e‘i"'tdtjei"" = f(x)- fif (0% ie”"”_”}dt (1)

n=-—m n=—m n=—m

Por otra parte, si e #1:

m 1 _ e—i(m+l)9 1 _ ei(m+l)0

m m m m
ing __ —in@ in@ __ —in6 in@ __ _
D= e w1+ " ==1+) e +1-1+) " =—1+ —— ——=
n=1 n=l n=0

n=-m n=0 1 —-€ 1 —-e
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0, amil, 0 2ml . 0,  amsl, 6. 2wl
162—62 e’ —e? e? —e ? e? —e?
- 0 0. 0 0. . =
3 L 2i.sen(%) —2i.sen(%)
e? —e e e
0. 2l 0. 2wl
—2isen($)+e* —e * —e? +e?
= : - =
2i.sen(%)

_- 2i.sen() + 2i.sen(%) + 2i.sen(*% 6) _ sen(22+10)

2i.sen(%) sen(%)

sen(#26)

0 =2m+1. Por lo tanto, para cada entero positivo m, la funcién
sen($
2

Obsérvese que ,Lim,,

sen(22+ 0)

27 sen(%)

D, R — N tal que para todo He{Zlm’:keZ} es D, (0)= y D,2kr)=2m+1

(para todo entero k), resulta continua en toda la recta real (mas ain: su expresion como suma de

exponenciales implica que es analitica), verifica la identidad Dm(6’)=$Ze"9, es 2w —

periddica y es par. Ademas, integrando D, (0) = ﬁZe"‘g se obtiene J.Dm (6)dO =1 (notar que

i 2m+1
esto equivale a la igualdad I%
J sen(;

nucleo de Dirichlet (de orden m). Reemplazando en (1) se tiene, entonces:

d@ =27, que no es trivial). Esta funcion se denomina

F@) =D (Ne" = f(x) = [ £@OD, (x— 1yt 2
Haciendo el cambio de variable & =t — x en la integral:

S ()= i‘,cn (f)e™ = f(x)- jf (x+0)D, (-6)d0 3)

—TT—X

Dado que D, (-0) =D, (0) y que el integrando es 27 — periodico (respecto de ), tenemos
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VAC) Iy icn(f )™ = f(x) - If (x+0)D, (0)d6 “

Ahora, utilizando que J.Dm (6)dO =1 podemos escribir

=1
——

F@ = S, (Ne™ = £(x) [ D,(0)d0 [ f(x+O)D,0)6 = [[f(x)~ f(x+0)ID,(0)dO

o bien
Se (e — f(x) = [l G+6) - f(01D, (0)d0 (5)
o bien
N inx LT sen(*%0)
”:chn(f)e ~ f(x)=5 j [f(X+6’)—f(X)]T@ (6)

Sx+0)-f(x) 0
0 sen(%)

y h(0)=2f"(x) (y extension periddica) termina la demostracion para el caso en que f es

Abhora, el Lema de Riemann-Lebesgue! aplicado a 4 (0) = si 0< |6’| <r

derivable en x.

'Aclaracion: Del lema de Riemann-Lebesgue se tiene que para cada f e £, _se verifica:

n——x0

,Lim Tf(t) cos(nt)dt =0 = Lim Tf(t)sen(nt)dt

ek, , ek, ,

Entonces, ]i f(t)sen(2Lt)dt = ]E f(t)cos(3t)sen(mt)dt + ]E f(t)sen(+t)cos(mt)dt ———>0

m—>o0



Segundo caso: existencia de derivadas laterales en un punto de discontinuidad de salto finito:

S )+ f(x)

Sea f(x)=f(x) si x#x,,y f(x,)= :

i%U%W—fu0=

f[ f@+0)~4f(x; )]Se"( gl)e)da ¥ hj[ Flr, +0) 1 f(x: )]%’Zl)e)d
Cambiando de variable en la segunda integral, £ =6,
é&uwm—ﬂm:
=ii[%f (X, +0) =+ f(x )]Se”(zzl)e) 4o - %f[% o —0)— 1 )] en(—2m+;t)
:ii%ﬁ%+® f(HWM??) "iIEﬂ%—n f(ﬂjﬂ?¥%t

sen(22t)

[T+ 0@ D g [ O (y))

en($) en(%)
[T+ 0 - 1)+ T -0~ £ 12D g
bt sen(%)

Abhora, la funcion

h (0= 2 Gt O = fE+ 31 (0 =0 = fu)] 0 _
0 0 sen(%)

(=) = fGOI+ Ay +O) = f(x)] 0
0 sen(%)
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. Observar que c, (]7) =c,(f). Entonces,

tiende a B [ +3f'(x, )]2 cuando @ — 0" y cuando € — 0™ . Es decir: tiene limite (finito)

cuando & — 0 y por lo tanto se le puede aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue, concluyendo la

demostracion. m

FIN DEL APUNTE SOBRE SERIES DE FOURIER



