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§1. INTRODUCCION

Las series de Fourier tuvieron tanto éxito (ademas de promover tantas discusiones
entre los matematicos del siglo XIX) que el mismo Fourier comenzé a pensar en una
herramienta analoga para funciones no periddicas. El resultado fue la transformacion
integral que hoy lleva su apellido y que se ha constituido en una herramienta muy
poderosa en aplicaciones tan disimiles como el procesamiento de sefiales y de imagenes,
el estudio de fendmenos cudnticos, tomografia computada, genética y otras areas de la
medicina y la biologia. Desde el punto de vista matematico, la Transformacion de Fourier
dio origen, junto con las series de Fourier, a la teoria que hoy se conoce como Analisis
Armonico y que ha tenido un desarrollo importantisimo en el siglo XX. Desde el punto
de vista de sus aplicaciones a la fisica matematica, la transformacion de Fourier tiene una
propiedad clave para la resolucion de ecuaciones diferenciales, que es la de convertir un
operador de derivacidon en un operador algebraico muy sencillo. Pero esta propiedad no
es exclusiva de la transformacion de Fourier. Las primeras transformaciones integrales
que tienen esta propiedad fueron descubiertas (o inventadas) por Leonhard Euler (1707—
1783). Entre ellas, la que posteriormente terminé llevando el apellido de Laplace.

Aclaracion muy necesaria: que dicha transformada integral llevara su apellido nunca fue intencién de Laplace, que
sentia una profunda admiracion por Euler y a quien llamaba «el maestro de todos nosotros». Ya que estamos, y a modo
de intermezzo cultural, veamos una lista cronoldgica de los matematicos que hemos ido nombrando a lo largo de estos
apuntes. En la misma lista agregamos un par de hitos histéricos que influyeron de manera decisiva en la vida de varios
de ellos.

René Descartes (1596 - 1650)

Pierre de Fermat (1607 - 1665)

Isaac Newton (1642 - 1727)

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Jean le Rond D’Alembert (1717 - 1783)
Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813)
Pierre Simon Laplace (1749 - 1827)
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830)
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
Revolucion Francesa: 1789 - 1799
Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)
Niels Henrik Abel (1802 - 1829)

Imperio Napolednico: 1804 - 1814

Peter Gustave Lejeune Dirichlet (1805 - 1859)
Evariste Galois (1811 - 1832)

Karl Weierstrass (1815 - 1897)

Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Nosotros estudiaremos, en el apunte siguiente, la Transformacion de Laplace. En este,
daremos una breve introduccion a la Transformacién de Fourier, mencionando sus
propiedades bésicas y algunos aspectos geométricos muy interesantes.



§2. DE LAS SERIES DE FOURIER A LAS INTEGRALES DE FOURIER: UNA
PRESENTACION HEURISTICA.

Sea f:R——C una funcién seccionalmente continua con derivadas laterales

finitas en cada punto de la recta real. Para facilitar la exposicion, vamos a suponer que en
cada punto de discontinuidad xo, el valor de f en ese punto es el promedio del salto, es

decir: f(x,)=1[f(xy)+ f(x;)]. Para cada niimero real / > 0, sea f,:R——>C la

extension 2/—periddica de la restriccion de f al intervalo [/, /], es decir: para cada
xe[-1,l]] es f(x)=f(x) y para cualquier entero k y cualquier real x es
f,(x+2kl) = f(x) (hacer un dibujito). Entonces, cada una de estas funciones f; verifica

las condiciones de Dirichlet de convergencia puntual de su serie de Fourier, como hemos

visto en el apunte precedente. Por lo tanto, las sumas de Fourier f,, = ZCn (f)e, defi

convergen puntualmente a f; en cada uno de los puntos del intervalo (—/, /), es decir:

U gﬁzk
Vxe(=11l). Lim, ch (f))e?* = f,(x). La idea, muy sencilla pero poco precisa, es

n=—m
que «cuanto mas grande es /, menor es la diferencia entre /'y f; ». Otra manera de verlo
es considerar a la funcion no periddica f:R——> € como una funcion con «periodo

infinito», lo que es mas impreciso atn. Para poder desarrollar esta idea con un minimo

+00 2nz,
de precision, tenemos que estudiar lo que ocurre con la serie de Fourier ch (f)e?
n=-o0

cuando / tiende a infinito (si es que ocurre algo decente). Veamos: por las hipotesis que
asumimos, para cada x €[—/,/]:

2nr .

fi(x)=, Lim_ f,,(0)=,Lim_ >ec,(fe* =>c(fe' =

n=—-m
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La tltima igualdad se debe a que para todo x € (—/,/) es f,(x) = f(x). Ahora, para cada

n=+00
n=-0

nmw .,
real /> 0y cada entero n, sea @, , = 7 Entonces, para cada /> 0, la sucesion (w, ;)
es una sucesion de numeros que divide a toda la recta real en intervalos de longitud

constante Aw, , =®,,,, — ®,

n n,l

:%, longitud que tiende a 0 cuando / tiende a +o0. Con

esta notacion tenemos

400 / X . Z&CU 1 +o
x) = He “dt |t — = — o, )" A 2.2
£(x) Z( j £ J = ,,:z_f’( e (2.2)

l
donde para cada / > 0, la funcion fl :R——> (C esta definida por f,(w)= J' (o) dr .
-



Como ¢l objetivo es tomar limites en ambos miembros de (2.2) para /—>+00, vamos
a agregar como hipotesis que para cada o € *R existe el limite

~

J@)2 Lim,_ ji(@)= Lin._ [ f@e™di = vp | e d 23)

Queda entonces definida una funcion f :R——> € que dentro de poco bautizaremos. El

paso al limite para /——>+o en el primer miembro de (2.2) es sencillo, pues
Vx e[-1,1]: f,(x)= f(x) y por lo tanto ,Lim__ f,(x) = f(x) paratodo x € R. Ahora, el

| ——=+w
paso al limite en el segundo miembro sigue siendo delicado, a pesar de las hipotesis
asumidas. Necesitamos que la serie involucrada sea convergente. Una manera de entender
esa serie es observar que la sumatoria

> f@,)e" " Ao, (2.4)

n=-—x

que aparece en el segundo miembro de (2.2) es una suma de Riemann de la integral

. P . . nrw
definida de f,, pues como hemos dicho, para cada /> 0, la sucesion de puntos @, , = -

w

n,l

. . . V4 .
es una particion de la recta en intervalos de longitud Aw, , = = 7 que tiende

n+l,l

a cero cuando /——>+o0. Por lo tanto, el limite de las sumas (2.4), si existe, es

Y f(@,)e" Ao, —> [ f(@)e dw (2.5)

iwx

Esto nos exige agregar otra hipotesis: para cada x, la funcion @ +— f (w)e'”" es integrable
en ‘R. Ahora si, considerando a las series del segundo miembro de (2.2) como sumas de

Riemann, podemos intentar tomar limites en (2.2) para /——>+o, y lo haremos
partiendo directamente de la integral impropia doble que resulta del paso al limite de esta
sucesion de sumas de Riemann:

+00 [ +00

i [| [r@e e do=

~+00

1 e iox ¢ . 1 7 iw, ;X
ﬂ[of(a))e dw =IL1m+wE Zf(a)n,l)e Ao, =

2 n=—o0
Si bien es cierto que para todo ¢ e R se verifica f (@)=, Lim__ f,(@), este paso que estamos dando es muuuy delicado y requiere
una justificacion cuidadosa, como siempre que se intercambian limites con series. Hay que tener presente que por ahora estamos

intentando entender informalmente las ideas que derivaron en la transformada de Fourier de f'a partir de su serie de Fourier. Luego
demostraremos la igualdad final (2.6) de manera rigurosa, estableciendo condiciones suficientes para la misma.

. 1 & iw, ;X .
= Lim,.,>— > @, )" A, = Lim. f,(x)= f(x).

n=-—00



Es decir: para cada x € ‘R tendriamos la igualdad

Lf Flw)e dw = f(x) (2.6)
27 2

donde f(o) = Tf(x)e"imxdx (2.7)

Hemos visto que son necesarias algunas hipdtesis bastante fuertes sobre la funcion f para
que se verifique la igualdad (2.6). En cambio, la igualdad (2.7) es la definicién de una
funcion, que se define como transformada de Fourier de /. Para que esta funcion esté bien
definida solo es necesaria la convergencia de la integral del miembro derecho de (2.7)
para cada w € R, al menos en valor principal, como hemos considerado en (2.3). Una
condicion sencilla y no demasiado restrictiva que garantiza esto es que f sea
absolutamente integrable en R, pero, insistimos, la sola convergencia de las integrales
(2.7) no garantizan la igualdad (2.6). Son necesarias condiciones adicionales que
expondremos en el siguiente teorema (Teorema de Inversion).

Releyendo los paragrafos anteriores podemos ver que la funcion definida en (2.7)
substituye, para las funciones no periddicas, a la sucesion de los coeficientes de Fourier,
y que la férmula (2.6) reemplaza al Teorema de Dirichlet de convergencia puntual de la
serie de Fourier de la periodica correspondiente. Hubiera sido mucho mas sugestiva la

notacion f(24%) para los coeficientes de Fourier de una funcion P—periodica f, en lugar

de la habitual c¢,(f), pero una tradicion pedagdgica secular lo impide. La terminologia

habitual, sobre todo en las aplicaciones al estudio de sefiales, es mencionar a la sucesion
de los coeficientes de Fourier de una funcion periddica o bien a la transformada de Fourier
de una funcion no periddica, como el espectro de frecuencias de la funcion (o de la senal).
En el caso de las funciones periddicas, el espectro se dice discreto y en el segundo caso,
espectro continuo. (Nos estamos refiriendo, obviamente, a funciones periddicas
seccionalmente continuas y, en el caso de no periddicas, absolutamente integrables en la
recta).

Terminamos este paragrafo con la presentacion en sociedad de la protagonista de
este apunte.

Definicion 2.1: Dada una funcion f:R——>(€ seccionalmente continua Yy

absolutamente integrable en ‘R, se define como transformada de Fourier de f'a la funcién
f :R——>( tal que para cada w e R:

f(@)= [ f(x)e " dx 2.8)



Observacion 2.1: Para cada w € R, la integral del segundo miembro de (2.8) converge
=/ (x)
parte, es evidente que para definir su transformada de Fourier no hace falta que f sea
absolutamente integrable, pues la integral (2.8) puede ser condicionalmente convergente
(o inclusive, puede ser convergente solamente en valor principal). Pero la convergencia
absoluta no es una condiciéon demasiado restrictiva en la mayoria de las aplicaciones y
por otro lado es necesaria para garantizar algunas de las bonitas e importantes propiedades
que mencionaremos luego del Teorema de Inversion.

iox

absolutamente, pues Vx € R: ‘ f(x)e , v fes absolutamente integrable. Por otra

§3. TEOREMA DE INVERSION.
El Teorema de Inversion al que se refiere el titulo es un teorema de convergencia

puntual, analogo al de Dirichlet para series de Fourier. No es casual, entonces, que la
condicion de Dirichlet vuelva a aparecer.

Teorema 3.1 (Teorema de Inversion): Sea f:R——(C seccionalmente continua y

absolutamente integrable en R . Entonces, para cada x € R donde existen y son finitas las
derivadas laterales de £, se tiene la igualdad:

ivp}:f (@) dew = %[f (x)+ /()] (3.1

Demostracion: En Apéndice. m

Observacion 3.1: Si en el punto x, ademds de verificar las condiciones del enunciado, f
es continua en x, entonces el miembro derecho de (3.1) es, obviamente, f(x) y entonces

o [ @R do= () (3.2)
7z —o0

—_—

SO = flx=1)
t

Observacion 3.2: Recordemos que f(x" )= Lim,. f(x—t), f(x")= Lim,. f(x+1) y que

las derivadas laterales en x son, por definicion, f'(x" )=, Lim,.

o g S = ()
/'(x")=, Lim,. t .

La hipétesis del enunciado sobre la existencia de derivadas laterales se denomina
condicion de Dirichlet, como hemos dicho. Existen otras hipotesis que garantizan la



igualdad (3.1) (junto con la integrabilidad absoluta de /). Una bastante popular es la
condicion de Dini en el punto x: existe 0 >0 para el cual converge la integral impropia

ff@+0<ﬂ@w
i t

. Es casi evidente que si en x se verifica la condicion de Dirichlet,

entonces también se verifica la de Dini. La reciproca no es cierta’ pues por ejemplo la
Jx si xe[0,]]
0 si x¢[0,1]

enx =0, pero no la de Dirichlet. De todos modos, hemos elegido la condicion de Dirichlet
por ser mucho mas sencilla de verificar en la practica y en las aplicaciones en general.

funcién f:R—>R talque f(x)= { verifica la condicion de Dini

Una forma de simplificar los enunciados (y las demostraciones) es introducir, para
cada funcion seccionalmente continua f:R——C, la funcion £:R——>C tal que

paracada xeR:

SE)+ 1) 53

£ =T

Esta funcion es seccionalmente continua y las integrales definidas de f y # en cada
intervalo acotado son iguales, pues los valores de estas dos funciones difieren en a lo
sumo una cantidad finita de puntos en cada intervalo acotado. Resulta entonces, que la
integrabilidad (absoluta o condicional) de f'equivale a la de # y las integrales impropias

resultantes son las mismas. En particular: 72 = f . En cada punto x donde f'es continua se

tiene, obviamente, que #(x)= f(x) y ademas f verifica la condicion de Dirichlet en
punto x sii la verifica £, pues en la condicion de Dirichlet no interviene el valor de f'en

x (ver observacion 3.2) No hemos encontrado esta notacion ni ninguna denominacion
especial para la funcion £ en la ilustre literatura consultada, y por lo tanto no vamos a

introducir un nuevo nombre en este modesto apunte.

Con esta notacion, tenemos, entonces:

(4) Dada una funciéon f:R—— € seccionalmente continua y absolutamente integrable

en R, paracada weR:
F(w) = [F(x)e ™ dx (3.4)
(B) En cada punto @ €*R donde f'verifica la condicion de Dirichlet:

2va [F(@)e dw = £(x) (3.5)
7 —0



Respecto de la simetria visual que existe entre estas dos ultimas férmulas,
transcribo un pardgrafo de Elementos de la Teoria de Funciones y del Analisis Funcional,
de A. N. Kolmogorov y S. V. Fomin, (de la desaparecida editorial MIR):

«Conviene prestar atencion a la semejanza que existe entre estas formulas. La segunda
difiere de la primera solo en el signo del exponente y en el coeficiente 5-» (Los autores

no utilizan el simbolo vp ni ningin otro, aclarando en el texto si se trata del valor
principal) «Podriamos alcanzar una simetria atin mayor si hubiéramos tomado

oy

1 +00 .
W) =—— x)e “dx.
f@)=—— j f(x)
La féormula de inversion tendria entonces la forma
)= [ Fedo
N27 o, ’

es decir, la diferencia consistiria s6lo en el signo del exponente. Sin embargo, a pesar de
la semejanza exterior, estas férmulas son sustancialmente distintas: en la primera, la
integral existe en el sentido habitual (ya que f'es absolutamente integrable en ‘R ) mientras
que la segunda sdlo en el sentido del valor principal. Ademas, la primera es la definicion

de la funcioén f , mientras que la segunda es la afirmacion de que la integral que figura

en el miembro derecho es igual a la funcion inicial f, y como hemos visto, para que esta
igualdad sea valida, la funcion f, ademas de ser absolutamente integrable, debe verificar
algunas condiciones adicionales, digamos la condicion de Dini. »

Momento cultural: Restringiendo alevosamente el espacio de funciones con las que trabajamos y quedandonos

solamente con las funciones f : R ——> € de clase C™ que verifican determinadas condiciones muy fuertes de

acotacion, se puede lograr una simetria casi perfecta entre estas maravillosas funciones y sus transformadas de Fourier.
El interesado puede buscar informacion sobre el Espacio de Schwartz. Si queda tiempo y lugar, haremos alguna
mencion del mismo mas adelante. De paso, aclaremos que el apellido del espacio mencionado se refiere a un
matematico del siglo XX, que recibi6 la medalla Fields por sus trabajos sobre la transformacion de Fourier. Estos
trabajos permitieron extender de una manera sofisticada, sencilla y muy poderosa esta transformacion a un vasto
dominio de objetos, denominados funciones generalizadas o distribuciones. Las ideas iniciales fueron de Paul Dirac,
pero Laurent Schwartz puso estas ideas sobre bases matematicas firmes y las desarrolld hasta consolidar una teoria
central en el analisis matematico del siglo XX. Si usted lo piensa un poco, seria la primera vez en su carrera que toma
contacto con algun desarrollo matematico posterior al siglo XIX. Para concluir este momento cultural, un breve
comentario local: hasta el afio 2005, aproximadamente, en los cursos de Analisis III de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Buenos Aires se ensefiaban funciones generalizadas y la transformacion de Fourier en el espacio de
Schwartz.

La importancia de las féormulas (3.4) y (3.5) no esta dada, entonces, por su aparente
simetria si no que reside principalmente en la posibilidad de recuperar la funcion fa partir
de su transformada de Fourier. El hecho de que en las discontinuidades (de salto) de fno
se recupere el valor de f'es inevitable, pues la transformada de Fourier no detecta valores



puntuales, es decir: si f'y g difieren solamente en una cantidad finita de puntos en cada
intervalo acotado, entonces tienen la misma transformada de Fourier.

Nota 3.1: Es importante tener en cuenta que la continuidad seccional y la integrabilidad
absoluta de una funcion son suficientes pero no necesarias para la existencia de su
transformada de Fourier ni para la validez de la formula de inversion. Pero estas hipotesis
son verificadas por la mayoria de las funciones que aparecen en la practica y por otra
parte no es nada sencillo caracterizar a todas las funciones que admiten transformada de
Fourier y su correspondiente formula de inversion. En la practica, cuando una funciéon no
verifica las hipdtesis del Teorema 3.1, debe ser estudiada aparte, individualmente. En el
primero de los ejemplos que damos a continuacion vamos a presentar un caso muy
importante en las aplicaciones donde la transformada de Fourier converge solamente en
valor principal.

Ejemplos: Los siguientes ejemplos son sencillos (aunque no triviales) e importantes. Se
recomienda graficar las funciones involucradas.

1) Para cada intervalo acotado [a , b] =[c—r,c + r] donde ¢ = ath es el punto medio

del intervaloy r = b-a

su radio, sea 1, ,; : R——R tal que

1 si xe(a,b)
b, y(x)=40 si x¢la,b] . (3.6)
1
2 b
5 si x€ {a }

Es evidente que esta funcion es absolutamente integrable y satisface las condiciones de
Dirichlet en todos los puntos de la recta real. Entonces, en primer lugar, mediante una
cuenta sencilla que dejamos como ejercicio, resulta que su transformada de Fourier es

senfize0) 22
—e

® sen(rw) e

boy(@) =2 =2 (3.7)

@

En segundo lugar, dado que esta funcion satisface las condiciones del Teorema de
Inversion en todo punto x € R, tenemos que

vp I %a:a))emu—c)dw = s een (%) G

Es una identidad nada trivial, que se verifica para todo x € R. Para ¢ = 0 y mediante un
cambio de nombre en la variable de integracion (w <> t) y luego poniendo x = — w,
tenemos:



w [ sen(rt) gy b, () (3.9)
Tt ’

—00

Esta identidad es un buen ejemplo de lo mencionado en la Nota 3.1 arriba, pues se trata
de la transformada de Fourier (que solo existe en valor principal) de la funcién

sen(rt
sen(rt) L 20
Tt

o, :R—>N tal que o,.(¢)= , donde r es un parametro real
r

— si t=0

V4
positivo cualquiera. Estas funciones son continuas (mucho mas: son analiticas) y son
extremadamente importantes en las aplicaciones (por ejemplo, en el procesamiento de
sefiales). En particular, la funcién o, ha sido bautizada, en el siglo XX, con el nombre

de seno cardinal por los ingenieros que trabajaban en telecomunicaciones. Volveremos a
mencionar este ejemplo cuando hablemos de convoluciones. Mientras tanto, en este
paragrafo veremos el papel central que juegan estas funciones en las férmulas de
inversion (el Lema 3.1 es clave para la demostracion del Teorema de Inversion)

2) Para cada real positivo a, sea E, : R——>R la funcion tal que E, (x) = e (es una

gaussiana). En el apunte sobre integrales impropias hemos probado que para todo par de
constantes reales a y i (con a > 0) , se verifica

2
+0 e
jefazgziri;ﬁdg: T e 4a?
a
—00

(previamente habiamos comprobado facilmente la convergencia absoluta de la integral).
Cambiando los nombres de los parametros resulta que para todo w € R :

+00 _LZ
E (w)= J'efazxze*"””‘dx = ﬁe 4a’
a

En particular, para a:% resulta E B (w)=A27e * =27E B (w), es decir: la

V2 V2

transformada de Fourierde £, es V27 E | .
V2 2

3) La funcion f:R——>NR definida por f (x):e_‘x‘, es continua, absolutamente

integrable y satisface la condicion de Dirichlet en todo punto de la recta real: para x <0

es f'(x)=e",parax>0es f'(x)=—e" yenx =0 tenemos las derivadas laterales
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finitas f'(07)=1 y f'(0")=-1. Una cuenta sencilla nos permite calcular su
transformada de Fourier

f(o) = J.ef‘x‘e_"‘”dx =

—00

2
1+ @?

Dado que f satisface las condiciones de Dirichlet en todo punto, podemos aplicar el
teorema de inversion:

X tox e
= 0= [ do= L [ 2 oo = [ o

Hemos eliminado el simbolo vp pues la integral es absolutamente convergente. Ahora
bien: cambiemos el nombre de la variable @ de integracion por ¢. Lo que tenemos es, para
todo xeN:

re = —dt
1+t

10 —itw

. e —|-o| —|o
Finalmente, renombrando x=-w, tenemos que J.l—zdt —ze ™ =zel. Bsta
+t

1
1+ x*

Este ejemplo muestra que cuando la transformada de Fourier de una

identidad nos dice que la transformada de Fourier de la funcién g(x)= es

&(w)=rme .
funcion admite, a su vez, transformada de Fourier, el Teorema de Inversion permite
calcularla directamente (ver propiedad 7 en la tabla del paragrafo siguiente).

Terminamos este paragrafo con dos resultados que se necesitan para la
demostracion del Teorema de Inversion pero que son muy importantes por si mismos.

Lema 3.1 (Lema de Riemann-Lebesgue para la transformacion de Fourier en‘R):

Sea f:R——(C seccionalmente continua y absolutamente integrable en R . Entonces,

para cada constante real f se verifica:
,Lim, If(t)sen(xlt + B)dt =0 (3.10)
En particular,

(a)para f=0:  Lim Tf(t)sen(lt)dt =0

(b) para f = % . Lim,, f F(t)cos(At)dt =
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y como consecuencia inmediata:

(©) ,Lim_, [ f(t)e™dt=0y ,Lim_, [ f(t)e"'dt=0,es decir:

—o -0

JLim  f(@)=0 'y  Lim_f(w)=0 (3.11)

Observacion 3.3: Para cada par de nimeros reales 4 y £, la integral I f(t)sen(At+ p)dt

—0

converge absolutamente, pues f'es absolutamente integrable y | f(t)sen(At + ,B)| < | f (t)| .

Demostracion: En Apéndice. m

Lema 3.2 (Lema del «seno cardinal»: una aproximacion de la unidad). Sea f:R——>C

seccionalmente continua y absolutamente integrable en R. Entonces, para cada x € R
donde existen y son finitas las derivadas laterales de £, se tiene:

o Tsen(Ax—0) . f)+f(x)
,Li M_jw—ﬂ(x_t) flodi =520 .

Demostracion: En Apéndice. m

Observacion 3.4: En el transcurso de la demostracion se prueba la convergencia de la
sen(A(x —1))

F(t)dt (para cada real A).
m(x—1t)

integral T

§4. LA TRANSFORMACION DE FOURIER EN L (R)

Hemos visto que para cada funcion f:R——> (€ seccionalmente continua y

absolutamente integrable existe su transformada de Fourier f :R——>C definida por

400

f (w) = J. f(x)e"*dx para cada @ e R . Para estudiar las propiedades de la aplicacion

e f es indispensable observar la estructura operativa del conjunto de estas funciones
seccionalmente continuas y absolutamente integrables. A este conjunto lo designaremos

LR,0).
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Aclaracion: El simbolo L'(R) es utilizado universalmente para el conjunto de las funciones fR—>C

absolutamente integrables en el sentido de Lebesgue (esta es la razon de la L en el simbolo), concepto que no se ha
estudiado en los cursos anteriores y no tendria ningin sentido intentarlo en éste. Nosotros seguiremos utilizando la
integral definida de Riemann, que admite integrales impropias como la hermosa, conocida e importantisima

T sen (6) d0 = 1 ° Esta integral no existe en el sentido de Lebesgue, pero si como integral de Riemann. En dominios
I

de integracion de medida finita (por ejemplo en intervalos cerrados y acotados), si una funcion es integrable en el
sentido de Lebesgue, entonces también lo es en el sentido de Riemann. Esto no ocurre cuando se trata de la integracion
en una semirrecta o en toda la recta real. En realidad, tendriamos que utilizar el simbolo R' (R, Q) ,perono queremos

agregar notaciones ad-hoc.

Este conjunto L'(R,C) tiene la estructura adecuada para la operaciéon que estamos
estudiando: es un espacio vectorial. Otro espacio que aparece naturalmente a partir del
Lema de Riemann-Lebesgue es el espacio vectorial CY (R, ) de las funciones continuas
h:R——>C que tales que ,Lim, Ww)=0 y _Lim h(w)=0. Resumimos las

primeras propiedades importantes en un solo teorema.

Teorema 4.1:

(@) L'(R,C) es un espacio vectorial complejo de dimension infinita y la funcion
| ]| : L'(R.€)——>R tal que a para cada e L'(R,C):|f] = J.|f(x)|dx es una casi-

norma (es decir: || f ||1 =0 = f'es nula en todos los puntos de R excepto en a los sumo en

una cantidad finita en cada intervalo acotado)

(b) C)(R,C) es un espacio vectorial complejo de dimension infinita y la funcion
|| ||w :C°(R,0)——> N tal que a para cada he C!(R,C): ||h||m = sup{ |h((o)| ‘e ER} es

una norma en este espacio.

(¢) La funcién I: L'(R,C)——>C*(R,C) tal que I(f) =/ es una transformacién lineal

bien definida (en particular, esto significa que para toda f € L'(R,C), su transformada
de Fourier f es continua y verifica  Lim, f (w)=Lim f (w)=0. Esto ultimo es

) ———— —0

exactamente lo que afirma el Lema de Riemann-Lebesgue. Queda por demostrar la
continuidad de cada f y la linealidad de 3J)

(d) Vf e L‘(SR,@):H fH <|f],- (Es decir: T es una contraccién)

(e) J es casi inyectiva, es decir: Vo eR: f (w) =0= fesnula en todos los puntos de
R excepto en (a lo sumo) en una cantidad finita en cada intervalo acotado.
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Demostracion: Solamente demostraremos la continuidad de las transformadas de Fourier
de las funciones absolutamente integrables (en el Apéndice), el item (d) y la casi
inyectividad de 3 (también en el Apéndice). El resto es un ejercicio rutinario de algebra
lineal, y la demostracion del item (d) es tan cortita que no vale la pena relegarla al
Apéndice: para todo w € R

b —L e
< [lreofe ™ kx = JIf @lax =]/,

@)= [ reas

f ||1 es cota superior del conjunto {‘ f (a))‘ ‘e SR} Por definicion de supremo

Por lo tanto,

se tiene entonces que sup{‘f(a))‘ RS SR}S ||f||1 . ;

Observacion 4.1: Antes de tentarse con aplicar el Teorema de Inversion para demostrar
la casi-inyectividad de 3, preste atencion al hecho de que no todas las funciones

f € L'(R,C) verifican la condicion de Dirichlet en todos los puntos de la recta real.

Observacion 4.2: Si usted se estd preguntando si J:L(R,C)——>C (R, C) es

sobreyectiva, lo felicito. Es una excelente pregunta y la respuesta es negativa, como
muestra el siguiente ejemplo. Puede demostrarse (no es trivial) que la funcién impar

@ si 0<w<e
heCY(R,C) tal que h(w) = ¢ i , no es la transformada de Fourier
si w=ze
In(w)

de ninguna funcion f € L'(R,C).

Terminologia:
(1) La transformacién lineal J:L'(R,C)——>C*(R,C) tal que I(f)=f es la

.y . . 1 " .
transformacion de Fourier, mientras que para cada fe€L(R,C), f se denomina

transformada de Fourier de . Es la misma terminologia que utilizamos en Algebra II
cuando mencionamos una transformacion lineal, por un lado, y por otro nos referimos al
transformado de un determinado vector del dominio por esa transformacion lineal.

(2) Existe una expresion ya clasica para referirse a una funciéon f que es nula en todos
los puntos de R excepto en (a lo sumo) en una cantidad finita en cada intervalo acotado:
se dice que fes casi nula o bien que f'se anula en casi todo punto. Es una terminologia
utilizada en teoria de la medida en un sentido mas amplio para referirse a una funcion que
se anula excepto en un conjunto de medida nula. En francés: «f'est nulle presque partouty,
abreviado: /=0 p.p. En inglés : « f'vanishes almost everywhere», abreviado : f=0 a.e.
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Terminamos este paradgrafo con algunas propiedades muy sencillas de probar y
que suelen ser muy utiles para algunos célculos de transformadas de Fourier. Las
presentamos en una tabla, incluyendo una columna con las condiciones de aplicacion.

Condiciones de aplicacion Funcion original Transformada de Fourier
1 . _ n s ,
I */eLGO) £ = [ f@d”do | J(@)= [ fe ™ dx
& Condiciones de Dirichlet 2 Cw S
2 s [ e (RQO) flx—x) , x, eR e f(w)
3 s feL®RO) VS Lo EeR | flo-a)
) l oo
4 + el (RC) flx) , aeR, a>0 ZfZ
 fes de clase C!
5 s [eLRO) /@) i [ (@)
» f'eL(R,0O)
s fel(R, ) R
6 feLvO) — i () J(@)
+xf e L(R,0)
+[€LRC)
7 & Condiciones de Dirichlet f (x) 2r f(—x)
s [ el'(RC)

Algunos breves comentarios sobre cada una de las filas:

1) La tercera casilla es la definicion de la trasformada de Fourier de £, cuya existencia esta
garantizada por la condicion f € L (R,C), mientras que el Teorema de Inversién local es

el contenido de la segunda casilla, y su validez estd garantizada por las condiciones de
Dirichlet.

2) Esta propiedad muestra como se modifica el espectro de frecuencias de f cuando se
produce un «desplazamiento temporaly, terminologia que se utiliza cuando en lugar de
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x se utiliza la variable ¢ = tiempo. Se prueba mediante un cambio de variable obvio en la

integral J.f(x —x,)e " “Fdx.

3) Esta propiedad es la dual de la anterior y muestra como se desplazan las frecuencias
del espectro de f'cuando ésta se modifica mediante un «factor de modulacidony. Su prueba
no requiere ni siquiera un cambio de variables.

4) También se prueba mediante un sencillo cambio de variables, que en este caso significa
un cambio de escala en la variable original. Esta propiedad muestra que el efecto en el
espectro es doble: un cambio de escala y un factor de amplificacion o de contraccion de
frecuencias.

5) Una propiedad muy importante en las aplicaciones de la transformacion de Fourier a
las ecuaciones diferenciales. La demostracion consiste en una integracion por partes y el
uso necesario de la siguiente propiedad, demostrada en el apunte sobre integrales

impropias: si g :[a,+0)——>Res de clase C' y existen (y son finitas) las integrales

X ———+00!

j g(x)dx y I g'(x)dx, entonces _Lim,_g(x)=0. Insistimos una vez mas que para la

+00
convergencia de la integral I g(x)dx no es necesario ni suficiente que Lim, g(x)=0.

a

Se sigue inmediatamente que para nuestra f se verifica Lim, f(x)=0y ademas que

Lim _ f(x)=0. Si estos limites no se anularan (0 no existieran) la propiedad 5 seria

completamente falsa y recomendamos escribir prolijamente la prueba, que utiliza — como
dijimos — integracidn por partes. Observe que el Lema de Riemann—Lebesgue aplicado

a la transformada de "' implica que Lim, o fA (w)=0=_Lim o f (w). Esta es la

primera indicacion de que cuanto mas «suave» es f, mas rapido decrece su transformada
de Fourier en infinito. Esto se puede ver aplicando esta misma propiedad a las derivadas
sucesivas de f (suponiendo que existan y con las condiciones de aplicacion requeridas).
Este es un fendmeno sorprendente de la relacion entre una funcidn y su transformada de
Fourier, sobre el que no volveremos en este apunte, lamentablemente.

6) Es la propiedad dual de la anterior, pues intercambia los roles de [’y f . La parte mas

delicada de la demostracion es demostrar que f es derivable y que se puede calcular su
derivada derivando directamente adentro de la integral.
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7) Cuando la integral jjz(w)ei”xdw converge absolutamente en sentido estricto (no solo

en valor principal) para todo x€®R, esta formula tiene una consecuencia muy
importante, tanto desde el punto de vista tedérico como practico: si_ f:R——>Ces

absolutamente integrable, satisface la condicién de Dirichlet en todos los puntos de la
recta real y su transformada de Fourier es absolutamente integrable, tenemos que para
todo xeR:

Teorema
de Inversion def ~

. . hip ¥ . N
2f(-x) = wp j Fl@)e ™ do= [F@)e " do=F(x).

§5. CONVOLUCION

La convolucion es una operacion especialmente importante, tanto desde el punto
de vista tedrico como en las aplicaciones practicas. Utilizaremos frecuentemente en este

paragrafo la notacion (3.3): para cada f € L'(R,C), <€ L'(R,C) es la funcioén tal que
ACHENICY)
X) ="
F#(x) 5
contienen a la funcion fen el integrando, ésta se puede reemplazar por + . Recordemos,

Hemos mencionado que en todas las integrales definidas que

también, una vez mas, que una funcioén absolutamente integrable no tiene porqué ser
acotada, como lo demuestra el sencillo ejemplo de la funcion f:R——>Rtal que
f(x)=0 sixnoesenteroy f(n)=n paratodo entero n. (Puede construirse facilmente
un ejemplo de funcidén continua no acotada en Ry absolutamente integrable).

Antes de pasar a la definicion de convolucion, es necesario observar que el
producto de dos funciones seccionalmente continuas y absolutamente integrables puede

no ser absolutamente integrable, es decir: no es cierto en general que si f € L'(R,C)y
geL'(R,C), entonces fzg e L'(R,C). El siguiente es un ejemplo donde g =1 € L'(R, )
y sin embargo f~ ¢ L'(R,C).

Ejemplo 5.1: Para cada entero positivo sea I, el intervalo ln - n +$J ysea 1, su

L
ot ?

funcién caracteristica. Ahora, sea f = Z\/; 1,:R — C . Entonces,

n=1

+00 o © +oo ® * 1
J.|f(x)|dx=2£’;:Z—3<+oo y J.|f(x)|2dx:z%=2—:+oo.
—oo n=1 1 n=1 N’ —0 n=1 N n=1 1

Es decir: feL'(R,C) y f* &L (R,C). Desde luego, puede construirse un ejemplo
continuo.



17

Es por esta razon que en el enunciado del siguiente teorema es necesaria alguna

hipoétesis de acotacion. Obsérvese que una cota superior de |7£| puede no serlo de | f | .

Teorema/Definicién 5.1: Sean f,g € L'(R,C) tales que £ y gson acotadas, es decir:
existen constantes M, y M, tales que VxeR: |7C(x)| <M,y |g(x)| <M, . Entonces,

para cada x €N, la integral J. f(x—1t)g(t)dt es absolutamente convergente. Queda

—00

entonces bien definida la funcion f*g:R——>C tal que para cada xeR:
(f*g)(x)= J. f(x—1t)g(t)dt. Esta funcion, que se define como convolucion entre [y

g, es absolutamente integrable (ver nota a continuacién)y verifica la desigualdad

|7+l <[/ el, (5.1)

Demostracion: Veamos primero la convergencia absoluta. Para cada par de reales
positivos a y b:

j f(x~t)g(0)|dt = j [f(x—1)e@ldt <M, j [f(x=0lde <M |f],

y queda demostrada la convergencia absoluta de la integral. Ahora, veamos que f * g es
absolutamente integrable. En la prueba que sigue interviene de manera decisiva el hecho
de que f'y g son absolutamente integrables en R, lo que permite cambiar el orden de
integracion:

400 400

dx < J _Hf(x — t)||g(t)|dtdx =

—00 —00

+00 +00

[1Cf *@)ofax= |

-0 -0

+00

[fx=ngar

— 00

- [Tt o T{ [ rcopao e~ e

—00 \ —00 —00 \ —00

=171, [le@ie =111 el
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Nota 5.1: El problema de la continuidad o continuidad secuencial de la funcién f * g es

un tema extremadamente delicado. Se puede probar que con las condiciones de acotacion
impuestas, f *g es continua, ademas de ser absolutamente integrable. Pero esta prueba

no es sencilla, pues requiere del uso de las funciones que se denominan débilmente
regulares o regladas (regulated functions), que son las que admiten limites laterales
finitos en todo punto y estan caracterizadas (no es trivial) por ser limites uniformes de
funciones escalonadas. Puesto que las funciones seccionalmente continuas son funciones
regladas, podemos utilizar el hecho de que son limites uniformes de funciones
escalonadas. El argumento seguiria, esquematicamente, de la siguiente manera:

Las funciones escalonadas son, por definiciébn, combinaciones lineales de
funciones caracteristicas de intervalos acotados disjuntos, es decir, de la forma

m
F= ZCk}[ak,bk] ,donde a, <b <a,<b,<..<a, <b, ylos coeficientes c,c,,...,c, son
k=1

constantes complejas. Es muy sencillo comprobar (aunque algo engorroso) que la
convolucion de dos funciones caracteristicas de intervalos acotados es una funcion
continua, continua, seccionalmente de clase C' y que se anula fuera de un intervalo
cerrado y acotado (por lo tanto es absolutamente integrable en la recta). Mas

precisamente: (%, ,, *1, ,)(*) =@, ,(x—d) =@, ,,(x—¢), donde ¢, , (x)= Il[a,b](t)dt

es (obviamente) una primitiva de 1, ,, .

>

P

a b X
Grafico de @,

Entonces, la convolucion de dos funciones escalonadas es también una funcion continua,
seccionalmente de clase C' y que se anula fuera de un intervalo cerrado y acotado (por lo
tanto es absolutamente integrable en la recta), pues:

m

(zak }[ak ,bk]) * (z ﬁj}[c‘/ d ])(x) = i‘, Zakﬁj (}[ak b ¥ }[ck ,dk])(x)

k=1 k=1 j=1

= Z izakﬁj[w[“k’bk](x_dk)_go[ak,bk](x_ck)]

j=1 k=1 j=1

Ahora bien: si /'y g son acotadas y seccionalmente continuas, son limites uniformes de
funciones escalonadas; digamos que F, ——>F y G,———>g uniformemente en
n—>00 n n—o0

R, donde para cada n, F,, y G, son funciones escalonadas. No es dificil probar (y para
esto la convergencia uniforme es clave) que entonces también F, *G,——— f* g



19

uniformemente en R . Pero hemos visto que las convoluciones F, * G, son continuas, por
lo tanto, f * g resulta ser continua por ser limite uniforme de continuas (gracias de nuevo,
Weierstrass).

Podriamos haber trabajado de entrada con funciones regladas, lo que hubiera
facilitado todo el trabajo con las integrales de Fourier. Es uno de los enfoques posibles de
esta teoria, pero no parece ser adecuado pedagdgicamente, pues hubiera requerido
extender el concepto de integral (y probar sus propiedades) a partir de los limites
uniformes de las funciones escalonadas. De alli a la integral de Lebesgue hay un solo
paso. Pareceria que cuando le cerramos la puerta a la integral de Lebesgue, en algin
momento termina entrando por la ventana....

Por otro lado, si g es una funcion «maravillosa», es decir: de clase C”y tal que
ella y todas sus derivadas son absolutamente integrables, la convolucién f * g resulta

ser de clase C”y absolutamente integrable, aunque f solo sea seccionalmente continua
(y absolutamente integrable). Esta propiedad se suele utilizar en el proceso que se
denomina regularizacion de una funcion, que consiste simplemente en convolucionar esta
funcidn con una de estas funciones «maravillosas». Estas funciones son los elementos del
Espacio de Schwartz, mencionado el momento cultural del pardgrafo 3. También
podriamos haber comenzado a desarrollar toda la teoria en dicho espacio, como en
muchos buenos textos, para después extenderla a funciones no tan maravillosas. No estoy
seguro de que hubiera sido lo mejor desde el punto de vista pedagdgico. Tal vez, en otro
apunte, en algiin momento futuro, escribamos esta presentacion de la integral de Fourier.

Para cerrar esta disquisicion, podemos mencionar que bajos ciertas condiciones no tan
restrictivas sobre la clase de regularidad de (o g), se puede probar facilmente que f * g

es continua. Por ejemplo, si existe una constante real ¢ > 0 tal que para todos
x,ye.‘R:|f(y)—f(x)|Sc|y—x|.Enestecaso:

(/) ~(f *&)(x)|= I [f(x=0)g®) - f(y-0)g®)]dr < I (=0~ f(x=0)|g@)dr

hipétesis +

< [ey—t=(r-0lg@dr =y - [lg@dr =y - xllg],

Esto demuestra no solamente que f * g es continua, si no que es uniformemente continua
en toda la recta real. La condicién impuesta sobre f'se denomina condicion de Lipschitz.

Resumimos las principales propiedades operativas basicas de la convolucion en el
siguiente:

<
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Teorema 5.2: Sean f, g y h tres funciones acotadas del espacio L (R, ) y ¢ una constante
compleja. Entonces (teniendo en cuenta las reservas formuladas en la nota 5.1):

(@) fx(g*xh)=(f*g)*h
(i) g*f=f*g
(i) f*(g+h)=(f*g)+(f*h)
() (cf)xg=[*(cg)=c(f*g)
PN

(V) 3(f*2)=3()I(Q) , es decir: Yo e R:(f *g)(@) = f(0)§(w)

Demostracion: Ejercicio.m

Las propiedades (i), (if) y (iii) son muy importantes en las aplicaciones (en
especial a la teoria de sistemas convolucionales). Desde un punto de vista puramente
aritmético, son propiedades operativas muy importantes. Comparando con las
multiplicaciones que hemos visto en nuestras vidas, podemos preguntarnos si la
convolucién admite un elemento neutro (o unidad, como se suele denominar al elemento
neutro de un producto). Esta pregunta, en el contexto de la teoria de circuitos, por
ejemplo, es crucial. Supongamos que existe esta unidad, es decir, una funcioén

SeL'(R,C) tal que para toda fe€L(R,C) se verifica f*5=f. Aplicando la
propiedad (v), tendriamos Vw e R: f (a))g(a)) = f (w). Si esto fuera cierto para toda

feL'(R,0), no seria dificil concluir que Vo e R:5(w)=1. Pero esto contradice el
Lema de Riemann-Lebesgue, segun el cual la transformada de Fourier de toda funcion de
L'(R,C) tiende a cero en infinito. Por lo tanto, la convolucién, tal como la hemos

definido, no admite unidad. Esto resulté muy incomodo para los fisicos e ingenieros que
trabajaban en mecanica cuantica y telecomunicaciones, respectivamente. El gran Paul
Dirac (1902—-1984) supuso la existencia de una «funcion ideal» con esta propiedad. Poco
después, Laurent Schwartz, a quien ya hemos citado varias veces, le dio el certificado de
existencia a esta funcion ideal. En ese certificado de nacimiento, esa famosa J que
necesitaban Dirac y sus contemporaneos, es bautizada como delta de Dirac y se aclara,
en el mismo certificado, que es un elemento mas de la vasta dinastia de funciones lineales
S——>(C, donde S es el ya mencionado espacio de Schwartz . Estas funciones lineales

se denominan funciones generalizadas o distribuciones.

Lo que existe, en el territorio mas vulgar de las funciones ‘R—— € , son sucesiones de
funciones (o,);_, que se van comportando «cada vez mas parecido» a la unidad a medida
que n va creciendo. Mas precisamente, verifican  Lim (o, * f)=f para cada

f € L'(R,C). Estas sucesiones se denominan aproximaciones de la unidad y vimos un
primer ejemplo en el Lema 3.2 (Lema del «seno cardinal»: una aproximacion de la
unidad). Recordando que para cada f € L'(R,C), £<L'(R,C) es la funcion tal que
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F(x)=

finitas las derivadas laterales de f, entonces:

, en ese lema se demuestra que si para todo x €R existen y son

S+ ()
2

Lim+wT Sem(AX=0) £pyar = £(x)

4 w(x—1)

—00

Cada integral del primer miembro de esta igualdad es la convolucion de fcon la funcion

sen(2) 5 0)=". Entonces, la igualdad
T X /4

o, :R—>NR tal que Vx#0:0,(x)=

anterior tiene la forma convolucional

JLim, (0, * F)(x) = £(x)

Por lo tanto, eligiendo A=neN tenemos que, efectivamente, (o,),_, es una

aproximacion de la unidad.

Para concluir este paragrafo, veamos lo que dice la propiedad (v) del Teorema 5.2 cuando
g es una de las funciones o, , con4 > 0. En el ejemplo 1 del paragrafo 3, igualdad (3.9)
obtuvimos su transformada de Fourier (en valor principal):

o, (w)=vp _[ 7/1,1]((0)

—00

sen(At) ¢iodr =1
7t

VN A
Entonces, para toda f € L'(R,0): VoeR:(f *o,)(w)= f(o)_, ,(®). Es decir: el

espectro de frecuencias de f * o, queda reducido a la «banda» [ 4, 1]. Esperemos que

esta pequena observacion permita intuir, aunque sea rudimentariamente, una de las tantas
aplicaciones de la convolucion.

§6. LA TRANSFORMACION DE FOURIER EN 2(R)

Haremos lo posible por abreviar este ultimo pardgrafo. Entre otras omisiones,
vamos a relegar las demostraciones a la extensa y buena literatura existente. Ya hemos

estudiado la casi-norma || ||1 y el correspondiente espacio L'(R,C) . Ahora, vamos a

introducir la casi-norma

+00

171, =] [l£ Gof dx (6.1)

—00



22

y el espacio L’(R,C) de las funciones seccionalmente continuas f:R——>C para las

cuales la integral del segundo miembro de (6.1) es convergente. Es un ejercicio sencillo

probar que L’ (R, ) es un espacio vectorial complejo de dimension infinita. A diferencia

de lo que ocurre con los espacios de funciones definidas en intervalos acotados (o

periodicas), no existe ninguna relacién de inclusion entre L'(R,C) y L*(R,C). El

ejemplo 5.1 es el de una funcion f € L'(R,C) tal que f & L*(R,C). Por otro lado, un

ejemplo muy sencillo de una funcion f € L*(R,C) tal que f & L'(R,C) es la funcion
1

N1+ x? .

fiR—>NR talque f(x)=

El espacio L' (R, ) es el que permite el estudio geométrico de la transformacién

de Fourier, de manera andloga a lo que hemos estudiado en el apunte sobre series de
Fourier. La razén fundamental es que la casi-norma (6.1) es la asociada al casi-producto
interno

<frg>= [f(x) g(x)dx (6.2)

A diferencia de lo que hemos visto en el apunte sobre series de Fourier, el estudio de la
sintesis armonica de una funcion (es decir: la recuperacion de la funcion a partir de su

espectro de frecuencias) es muy delicado en L’ (R, ) . Solamente podemos mencionar al

respecto el siguiente teorema, demostrado por Michel Plancherel (1885 — 1967) en 1910.
El interesado audaz puede consultar la demostracion en el libro ya mencionado del gran
matematico del siglo XX, Andréi N. Kolmogdrov (1903-1987): Elementos de la Teoria
de Funciones y del Analisis Funcional, de A. N. Kolmogorov y S. V. Fomin, editorial
MIR.

Teorema/ Definicion: 6.1. (Plancherel — 1910): Dada f € L’(R,C), para cada b>0 y
cada w e R, existe la integral

S(@)= [ f(x)edx (6.3)

y la formula (6.3) define una funcion j}b e ’(R,C). Ademas, existe una funcion

fel’(R,C) tal que ,Lim,,

f - fbH =0. Esta funcion f es Unica (respecto de la
2

igualdad en casi todo punto) , se define como la transformada de Fourier de fen L’ (R,C)
y verifica la igualdad (llamada identidad de Parseval para la transformacion de Fourier):
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J

0

+00

f(w)‘zdw =27 [ (o) dx (6.4)

Por tltimo, si ademas f € L (R, ), entonces la transformada de Fourier de f en L’ (R, )

coincide con la transformada de Fourier de fen L (R, (), es decir: f (w) = I f(x)e”*dx

—00

Demostracion: Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis Funcional, de A. N.
Kolmogorov y S. V. Fomin - MIR. segunda edicién, pagina 485. m

Lo que tenemos, ahora, es una transformacion lineal J: L*(R,C)—— L*(R,C),

es decir, un endomorfismo lineal en L’(R,C). En el ejemplo 2 del paragrafo 3 hemos

visto que la transformada de Fourier de la gaussiana £, era +/27 E | . Recordemos que
7z 7z

x2

E, (x)=e ?, por lo tanto es evidente que £, € L*(R,C) Por lo tanto, podemos afirmar
7 7

que J(E,)=+27E , ,esdecir: E, esun autovector de I asociado al autovalor+/27 .
N3 7z 2

La identidad de Parseval tiene un significado geométrico tan hermoso como
importante. Expresando (6.4) en términos de la casi-norma (6.1), tenemos que para

cualquier f e I*(R,C):

|7, =24l ©5)

Abhora, utilizando la identidad (se llama «identidad de polarizaciony)
1
<frg>=(f +al,-lr -l +ilr —igl, -/ +zel)

se deduce que para todo par de elementos f,g € L’(R,0):

<f.g>=2x<f,g> (6.6)
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Dicho de otra manera: la transformacion lineal J L’'(R,C)——L*(R,C) es una

transformacion unitaria, pues conserva el producto interno: < E f ’E g>=<f,g>.

Por lo tanto, conserva normas y angulos (en el caso de funciones reales), en particular,
preserva ortogonalidad. Las consecuencias de esta propiedad geométrica son realmente
muy importantes.

Momento cultural: Existe una sucesion (EﬁHn)io de elementos de L’ (R, ) que son
autovectores de la transformacion de Fourier, donde cada H, es un polinomio de grado n.
Estos polinomios se llaman polinomios de Hermite (si, el mismo de las matrices
hermiticas). Esta sucesion forma una «especie» de base ortogonal de L*(R,C) y por lo
tanto, la transformacion lineal J: I*(R,C)—— L*(R,C) es, de alguna manera bastante
parecida a la que estudiamos en Algebra II, diagonalizable ortogonalmente. Por otra parte,
el hecho de que la transformacion ﬁs : [*(R,C)—— I’ (R, €) sea unitaria nos permite
afirmar que sus autovalores tienen modulo 1:

Parseval

#300= N, =kl = 1=.

Por lo tanto, los autovalores de 3 tienen modulo v/ 27 . De todos modos, podemos ser
mas precisos sobre los autovalores de la transformacion de Fourier, pues de la propiedad

7 de la tabla de pagina 14 (paragrafo 4), tenemos que si f € L'(R,C)NL*(R,C),

entonces (Jo JI)(f)(x)= f(x) =27 f(—x) ypor lo tanto (JoToToI)(f)=4x"f . Es
decir: (= 3)* =1Id , laidentidad en L'(R,C) N L*(R,C) . Entonces, si ﬁﬁ( NH=4 =
== 3)'(f) = M= 3P (f) =AALf=2"f. Puesto que estamos suponiendo que
f #0, resulta que A' =1. Es decir: cada autovalor de ﬁs es alguna de las cuatro raices

cuartas de la unidad (se puede probar que, en efecto, estas cuatro raices son autovalores
de J) En definitiva, lo que se tiene es que los autovalores de la transformacion de

Fourier son \/Z , —x/ﬂ, i\/ﬂ,y —i\/ﬂ.

La ultima parte del enunciado del Teorema de Plancherel indica que en el espacio
L'(R,C) N L* (R, C) pueden ocurrir cosas interesantes. Solamente daremos un ejemplo de
lo que esta mostrando la identidad de Parseval en esta interseccion. Las funciones mas
sencillas (sin ser triviales) en L'(R,C) N L*(R,C) son las funciones caracteristicas de

los intervalos acotados:1, ,,. Hemos visto en el paragrafo 3 que sus transformadas de

Fourier son, para el caso —a=5b>0:

sen(a a))

b, (@) =2——
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Si aplicamos la identidad de Parseval a estas funciones obtenemos

T[_&ven(a a))}zda) = Hi[_a,a]

2
=2zw
) 2

[-a.a]

2 +00
, = 2 J‘[}[_a’a](x)]zdx =dar

Nota final: Hemos concluido un extenso apunte, si tenemos en cuenta las demostraciones
relegadas al apéndice que sigue. Lamentablemente, no hemos tenido, como en los apuntes
anteriores, tiempo y espacio para incluir temas basicos importantes. En nuestro caso,
hemos omitido, por ejemplo, las aplicaciones de la Transformacion de Fourier a la
resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y alguna introduccion a los
nucleos integrales, como el de Poisson. Menos graves nos parecen las omisiones de las
transformaciones de Fourier—seno y Fourier—coseno, que el alumno puede consultar en
cualquier texto o en el aula.

APENDICE: DEMOSTRACIONES

Existe una razéon personal fundamental por la cual incluyo las siguientes
demostraciones en este apunte. El Teorema de Inversion es extremadamente sensible a
las hipotesis de su enunciado, y antes de escribirlo en un pizarrén frente a los alumnos,
necesito estar absolutamente seguro de que lo que estoy escribiendo es cierto. Esta
necesidad no es exclusivamente una obsesion personal, es caracteristica de cualquiera que
ha estudiado matemadtica por varios afos. Y en matematica, la inica posibilidad de que
estar seguro de lo que se estd diciendo es demostrarlo rigurosa y detalladamente,
entendiendo cabalmente cada paso de la demostracion. Cuando estas demostraciones son
excesivamente largas o tediosas, o exceden el alcance del curso, creo conveniente
relegarlas a un apéndice, para no interrumpir la exposicion de los conceptos y propiedades
mas importantes del tema.

En estas demostraciones van a ser muy utilizadas las funciones o, : R—— R tales que

_ sen(At) (20
o,)= t ,donde A esun parametro real cualquiera. Son funciones
=1 si t=0
continuas (y mucho mas: son analiticas) y en particular la funcion o, ha sido bautizada,
en el siglo XX, con el nombre de seno cardinal. Con la intencion de facilitar un poco la
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lectura de estas demostraciones, nosotros no utilizaremos ninguna notacion especial para

sen(At)
t

estas funciones y escribiremos directamente para  cualquier feR,

sobreentendiendo que en ¢ = 0 este cociente toma el valor /.

(A) Lema de Riemann-Lebesgue (para las transformadas de Fourier en'R): Sea
f:R——>C seccionalmente continua y absolutamente integrable en R . Entonces, para

cada constante real f se verifica:

JLim, Tf(t)sen(;tt + B)dt =0 (A.1)

En particular,

A==+

(a)para f=0: . Lim Tf(t)sen(lt)dt =0,

(b) para f = % . Lim, f f(t)cos(At)dt =0

y como consecuencia inmediata:

@ ———>+®©

(¢) Lim If(t)e‘i”tdt =0y  Lim J.f(t)e"'“”dt =0, es decir:

(4.2)
Lim,, (@)=, Lim_, f(o)=0

Observacion: para cada par de nimeros reales 4 y f, la integral I f(t)sen(At + p)dt

—00

converge absolutamente, pues f'es absolutamente integrable y | f(t)sen(At + ,B)| < | f (t)| .

Demostracion: Es evidente que basta con probar el lema para el caso en que f toma
valores reales, pues en el caso general se aplica este resultado a las componentes real e
imaginaria de la funcion. Una de las demostraciones mas conocidas procede por pasos
sucesivos, comenzando con funciones muy sencillas hasta llegar al caso de funciones
f:R—> N seccionalmente continuas y absolutamente integrables en general.

Caso 1: f= 1, es la funcion caracteristica de un intervalo acotado [a , b), es decir

1 si tela,b)
N OES ) . Entonces, para todo 1> 0 :
’ 0 si te¢la,b)

T}[a,b)(f)sen(/u + B)dt = jsen(ﬂt + B)dt =— COS(/l/f +5) n COS(/IZ + /)

a
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y por lo tanto es claro que , Lim j}[a’b)sen(lt +p)dt=0.

—00

Caso 2: fes una funcion escalonada, es decir, una combinacion lineal de funciones

m
caracteristicas de intervalos disjuntos, es decir: f = ch}[ak 5 » donde ci,ca,....cm sON
k=1

constantes reales y

a<b<a,<b<..<a, <b ,<a <b,

A—>+0

En este caso, .[f(t)sen(/lt + p)dt = ch j}[ak b Osen(At + f)dt ——-—>0 por lo
s k=1

demostrado en el caso 1.

Caso 3: f es continua en un intervalo acotado [a, b] y se anula fuera de dicho intervalo.

+o0 b
En este caso, tenemos que J f(t)sen(At+ p)dt = J f(t)sen(At + B)dt . Por la definicion

de integral definida (la que estamos utilizando: la de Riemann), para cada & >0 existe

m
un par de sumas de Riemann (o de Darboux, como prefiera), s, = ch (t,,, —t,) («suma
k=1

m b
inferior») y S, = de (t.,, —t,) («suma superior») tales que s, < I f(@)dt<S, y ademas
k=1 a

S.—s.<¢. Pero la clave de todo este asunto es que estas sumas son integrales de

m
funciones escalonadas: mas precisamente, de las funciones g, ZZCk}[tk W Y
k=1

L

m b m b m m
h, = zdk}[zk,;k”) » pucs J’gé.(t)dt = zckj}'[zk,zw)(t)dt = zck Idt = zck(tlm —4)=s.Y
k=1 Y k=1 k=1 k=1

a te

b
analogamente J h_(t)dt =S, . Recordemos la construccion de estas sumas: la secuencia de

a

puntos a =t <t, <..<t, <t . =b establece una particion del intervalo [a, b] y en cada
[t.t,,)se elige c, =inf{f(t):¢, <t<t.} y d, =sup{f(t):t,<t<t,.}. Resulta,
claramente, que para todo ¢ €[a,b]: g, (t) < f(t) < h (¢). Por lo demostrado en el caso

anterior, para cualquier & >0 se tiene

JLim,, [g,(t)sen(At+ B)dt=0 'y JLim,, [h,(t)sen(At+ B)dt =0

—00
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Por definicion de limite, dado un & >0 existe A, tal que paratodo A=A, :

<¢'y <&

Thg (t)sen(At + B)dt

[g.(sen(at+ prat
Entonces para todo 4> 4, :

Tf(t)sen(/lt + p)dt j)-f(t)sen(/it + f)dt

<

= ([Lf ) - g.(O))sen(At + B)dt + | g, (t)sen(At + Bt

<

[f () - g.(0)]dr +

<

ng (t)sen(At + p)dt

Q ——

£ (6) — g, (0)de + j g, (H)sen(At + B)dt

< [1h,(0) ~ g.(0))de + S, s+ <ers

QR C— > ] C— >

ng (t)sen(At + pB)dt

[ .()sen(at + Pyt
Hemos demostrado que para cada € >0 existe A, tal que paratodo A=A, :

<2¢

Tf(t)sen(/lt + p)dt

Es decir: que , Lim, J.f(t)sen(lt + B)dt=0.

Caso 4: f es seccionalmente continua en un intervalo acotado [a, b] y se anula fuera de
dicho intervalo. Por definicion de continuidad seccional existe a lo sumo una cantidad

finita de puntos a =c, <¢, <...<c, <c,,, =b donde f'tiene una discontinuidad de salto

finito (puede ocurrir que en los extremos del intervalo f'sea continua, lo que no altera el
razonamiento que sigue). Entonces, para cada k € {1,2,...,m}, la funcion f, : R—R

tal que

/(@) S 1€(C,C4)
Lim [ s 1=c,
Lim - f(t) si t=cp,

0 si tefc,,cpl

AOES
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es continua en el intervalo [c,,c,,,] y se anula fuera de él, es decir: estda comprendida en

el caso anterior. Ademads, obviamente, j f(t)sen(At + B)dt = j i (t)sen(At + p)dt .

Ck

Entonces,
Tf(t)sen(ﬂ,t + p)dt = i Tlf(t)sen(/lt + p)dt = Zm: Tfk (t)sen(At + B)dt ——=——0

(por lo demostrado en el caso anterior)

Caso 5 (y Ultimo): Sea, finalmente, f :R—— € una funcion seccionalmente continua

y absolutamente integrable en R. Entonces, dado ¢ >0 existe b, >0 tal que para todo
b>b,:

0< [|f e [|f®dt <&

Entonces, cualesquierasean b>b, ,A>0y feR:

Tf(t)sen(/lt + p)dt| = _j f(t)sen(At + B)dt + jf(t)sen(/lt + p)dt + Tf(t)sen(lt + p)dt
< j f @t +| [ £(e)sen(ae+ By + [|f (0t =
= T| £(0)de — j |/ (0t + j F(t)sen(At + B)dt| < & + j F(t)sen(At + B)dt
Es decir: paratodos b>b. ,A>0y feR:
T)f(t)sen(/it + p)dt| < &+ J‘f(t)sen(/it + B)dt (*)

b +o0
Ahora bien: [ f(t)sen(At+f)dt = [ f,(t)sen(At+ B)dt, donde f,:R—>R esté
-b —0

definida por:

<
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(@ si te(=b,b)

H_#ﬂn si t=-b
HO= Lim, f(1) si t=b

0 si te[-b,b]

Es evidente que f; es continua en [—b , b] y se anula fuera de este intervalo, por lo tanto

b

esta comprendida en el caso 4, y entonces ,Lim I f(t)sen(At + B)dt =0. Por lo tanto,
-b

dado £>0 ydado b>b, existe A4, >0 tal que paratodo 4> A_ se verifica la desigualdad

< &. Reemplazando en (*) obtenemos

[ f@)sen(at + p)dt

paratodo A>/4, . m

(B) Lema del «seno cardinaly (una aproximacion de la unidad). Sea f:R——>C

seccionalmente continua y absolutamente integrable en R. Entonces, para cada x € R
donde existen y son finitas las derivadas laterales de f, se tiene:

Li Tsen(l(x_t))f(t)dt: f(x_);f(x+)

mm
Z,—~+oo_OO ﬂ_(x_t)

Observacion (B.1): En el transcurso de la demostracion probaremos la convergencia de

¢ sen(A(x—1))
(x—1)

la integral I #(t)dt (para cada real 1). Mas precisamente, la convergencia

se deduce de la igualdad (B.1) y la desigualdad (B.2), que aparecen a continuacion.

Demostracion: Para facilitar las cuentas que siguen, definamos £ : 'R —— ( tal que para

todo xeR:£A(x)= W . En los puntos x € R donde f'es continua, obviamente

#(x)= f(x). Como los puntos de discontinuidad de f en cada intervalo acotado son

finitos, tenemos que I% (t)dt = J’ Se’;(?x()_f t—)

la misma razon, si existen las derivadas laterales de f'en un punto x, lo mismo ocurre con
+, que tiene, entonces, las mismas derivadas laterales que f. Por lo tanto, lo que tenemos

1)) £(t)dt . Por otra parte, por

que demostrar es:
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Lim j wy‘—(t)dt £(x)

A==+ g ﬂ(x )

En la pagina 23 del apunte sobre integrales impropias hemos visto que para cada 4 >0:

I sen(lé?) ————=d6 = r .(Previamente, en la pagina 7, habiamos comprobado la convergencia

de la 1ntegra1). Recordemos, por otra parte, que la convergencia es condicional, no

absoluta. En particular, paracada A >0: I L‘;w)d 6 =1. Puesto que el integrando es

—00

10 1
jmd 0 = —, identidad que también vamos a necesitar. Entonces, dado el punto

x del enunc1ado:

¢ sen(A(x—1)) ¢ sen(A(t —x)) 9::,5
{o wi-n O __jw —x) T

sen(/l 0) sen(A0)

j Se”(w) SEMAY) £(x+0)dO + j—f( +60)d0 =

ST 46+ x)dO = j

—00

6 = -a en la primera integral

¢ sen(10)

= [FID i ydry [0 =

—00

sen(A6)

- IMﬂx_a)dmj—f( +0)d0 =
V104

_ TM [£(x—0) + £(x+0)]dO
76

Es decir, hasta ahora tenemos:

J~ sen(A(x—t)) £(tdt = Isen(/w) [£(x—0)+£(x+6)]dO (B.1)
s m(x—1t) 0

en(/l 6’)
IHI

Ahora dado N >1 , paratodo &> N se verifica S —. Por lo tanto, para

todo N> 1:
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Tsen(/l 0)

) [£(x — 0) +£(x + 6)]d6| < LT];(x —0)+F(x+0)d0 =
T

N

<— j £(x-0)|do v j E(x+0)do=— j ()| (—dr) v j LE()|dr =

x+N

= I Aol + I FO)dr < —— j Folde+—— I LE)|de == j £ (0)|de

x+N

(tener presente que /'y f tienen las mismas integrales y que f'es absolutamente integrable,

y por lo tanto también #). Entonces, para todo N> 1 tenemos:

Tsen(/lﬁ)

2 7 B2
A0+ F (x4 )0 jw (o) (8.2)

N

Como hemos mencionado en la observacion B.1, de (B.1) y (B.2) se deduce la

convergencia de la integral T sen(A(x —1)) £(t)dt*
m(x—t)

Ahora, de (B.1) y (B.2) tenemos, para cada N> 1 :

+00 (B.1|F
J 2D payar - £ o) = | O f - 0) + £+ 01O £ () -
s m(x—1) 70
-f %;“‘9)[; —0)+£(x +0)]dO+ j Se”(;g)[f (x—0) +£(x +0)]dO — £(x) <
0 T
<D gy e o0 £ 4| [ LD px -0+ pe 00 <
| SO 0+ £(x+ 00O~ F(0)+ E[Jf(t)ldt -
K sen(10) Sen(/IH) 2 7
_ !7&( —0)+ £(x + 0)1dO — 2£(x) j do+—— J;Jf(t)|dt -
_ J-sen(ﬂ,@)[f_( _0)+ £(x + 0)]dO - 2£(x )J-sen(ﬂ,@)dg 24 (x )J-sen(/lﬁ)de

2 —
+ E_J;Jf-(tﬂdt =
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Sen(/i 0)

J-sen(/w’) [£(x— 0) + £(x + 0) — 2£(0)]dO — 2£(x) I

2 [ <
T —o0

0

1 [sen(a)F =)+ #x+0) = 24(3) de‘ 21 40)

<

0

j Sen(ﬂﬁ) d@‘ o= I |f—(t)|dt

0

Resumiendo esta ultima cuenta: para cadal>0ycada N > 1:

J‘ Mf(t)dt F(x)|<
s m(x—t)

(B.3)

A(N,2) B(N,2) C(N)

1 ]j/sen(/IH) Fx=0)+ f(; +0) =270 49 Jt|f—(x)|dx

< sen(gxl@) J0+

0

Estuiemos cada término del segundo miembro de esta desigualdad.

(1) Paracada xe Ry cadaN>1,sea F,, : R——>R la funcion tal que

FE-O+Fx+0)-2F(X) . (_pn
0
Foy(0) = () +£(x") so=0
0 si. 6 e(—0,~N)U(N,+0)

Esta funcion es seccionalmente continua y absolutamente integrable. Esto tltimo es obvio
y para comprobar que es seccionalmente continua basta ver lo que pasa en 0, pues por

hipétesis, f (y por lo tanto #) es seccionalmente continua. Tomando limite para 6 ——>0"
en

FE-O+F(x+0)-2(x) _ F(x-0)—F(x)  F(x+0)—F(x)
0 0 0

obtenemos, efectivamente, +'(x )+ '(x). Podemos aplicar entonces el Lema de
Riemann—Lebesgue y obtenemos que
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N
Lim,, L[ sen(216) f(x—9)+f(;c+ 0) -2 (x) dg‘ _
0
=, Lim :r j sen(AO)F, (0)dOl=,Lim A(A,N)=0 (B.4)
(esto vale para cada N> 1)
(2) Para cada A>0: | Lim, I%e =0, pues para cada 4 > 0 la integral
N
¢ sen(10) .
J.4d6? converge a 5 , por lo tanto: para cada 2> 0 , , Lim, B(A,N)=0
2 +00

(3) El tercer término, C(N):N_'“ f(0)dt, obviamente tiende a cero cuando
72.—00
N——+00.

Por lo tanto, dado £>0:

(@) Sea N, >1talque VN2=N,:C(N)<¢.Luego, dadoeste N, :
(b) sea A, >0 tal que VA=A :A(A,N,)+B(A,N,)<¢

Entonces, para todo A >4, :

f %x)))f@df F(x)|= A(AN,) + B(A.N,)+ C(N,) < 2&
e T\ X

Sen(/l(x 1))

P #(t)dt =#(x), que es lo que queriamos

lo que prueba que,Lim I

demostrar m

(C) Teorema 3.1 (Teorema de Inversion): Sea f:R——>( seccionalmente continua y

absolutamente integrable en R . Entonces, para cada x € R donde existen y son finitas las
derivadas laterales de f, se tiene la igualdad:

iwij:f (@) dew = %[f (x)+ /()] (C.1)

Demostracion:
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Para cada par de numeros reales positivos a y b:

j‘( j f (t)ei”fdt}"””‘da; = j)' j f@)e*didw = j"U‘e"“’(“)dwj f(t)dt(;)

-b —b-a -b

—a

O j- 2sen(b(x 1))
x—

FO)d——> J- 2sen(b(x —t))

f(t)dt

—a -0

t 2sen(b(x — 1))
La igualdad (1) es una cuenta sencilla: si x—7#0, I D daw == y si
b -
b ' b
x—t#0, J.e’”’("”)da)= I dw=2b. Hubiera sido mas riguroso considerar la funcién

-b -b
o, R—>NR tal que o0,(0)= 2sen(b6) si 0 y 0,(0)=2b. Esta funcion es
continua, pues ,Lim, Zs%fb@) =2b. Debe sobreentenderse que en el segundo miembro

de laigualdad (1) el integrando es, en realidad, o, (x—1) f(¢). Por otra parte, esta funcion

es acotada: V& e R —{0}: 0, (0)| =2 7 |TT| 2b,y 0,(0)=2b. Por lo tanto,

para cada b > 0, la integral I 2sen(b(x=1) f(¢)dt es absolutamente convergente, por ser
i x—t

fabsolutamente integrable. Entonces, hemos probado con bastante detalle que

v

T 2sen(b (’; =D ¢y (C.2)
o

—00

i[ I f (t)e_i’”tdt}i”xda) -

—-b\ —a

Ahora, wa(t)dt 20r Imx)t))f(t) f——— Zﬂf(x);‘f(x+)’
X

(por el Lema del seno cardinal). Por lo tanto, lo que tenemos es

—00

LbLﬂL [ Lim, (J.f(t)e_’””dtj ’“’xda)] SO+ /) (C.3)
27 e 2

—a

Entonces, para demostrar la igualdad (C.1) solamente nos falta probar (para cada b > 0)
la validez de
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Lim, ( | f(t)e“‘”dt}’””‘da) | ( Lim,., | f(t)e’”’dt}’“da) (C4)

-b\ -a —-a

pues  Lim, J f(e™dt = f (w). La demostracion no es dificil pero si algo engorrosa.
Vuelvo a repetir (todavia no lo habia hecho en este apunte) que puede omitir la lectura de
las demostraciones, sobre todo si no entiende por qué hay que demostrar (C.4). Le
comento que el intercambio de integrales con limites es uno de los temas mas delicados
y sutiles de todo el andlisis matematico. En la demostracion que sigue, utilizaremos la

notacion U, para designar, para cada nimero real a > 0, la funcion caracteristica t_,

del intervalo [—a , a], es decir, la funcion U, : R——>R tal que :

U () = 1 si te[—a,a]
0= 0 si te[-a,a]

Observe que para todo € R : |Ua (1) - 1| =1-U,(?). Por tltimo: en este paso, la hipdtesis

de que f'es absolutamente integrable interviene de manera decisiva:

a‘~"—~°“

f(H)e™dt | “dew— f(®)e ™ dt | de| =
oo { o

-b

—0

I
=

j f(0)e” ’)dtjda) | ( [r@e ”dt]

-b

—00

I
T

I F()e” " dt - If (l‘)e""("_”dtjda) =

- }( [rou, e dr- j f(6)e ’)dtjda)

b

J

-b

+00

[row, -1 "d

— 0

do <

—00

- J‘ [f fOIU,(t) - l]eiw(x"’)dtjda) <

-b

< j ( j /(DU (1)~ l]dt|j —1|dr =

-b

—00

=2b [|f (O -U,()1dt = 21{ [lr@ad- ||

J

= 21{ j |f (6)dt| - j | f(t)|dt]w>0 n
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(D) Continuidad de la transformada de Fourier de una funcion f:R——>C

seccionalmente continua y absolutamente integrable. (version DP: controlar)

Demostracion: Dado o, €R y b € (0,4+0), para cada @, €R:

@)~ f@,)

Tf(x)(e—i{ux _ efiwox )dx

= <

T f (x){cos(wx) — cos(w,x) — i sen(wx) — sen(w,x)] }dx

—00

< T| £ (x)|cos(wx) — cos(a,x)|dx + T| f(x)|sen(@x) — sen(ayx)|dx =
= j |/ (x)][cos(@x) — cos(wx)|dx + ]| f(x)|sen(@x) — sen(ayx)|dx +
+ I | f (x)||cos(a)x) - cos(a)ox)|dx + I | f (x)||sen(a) X)— Sen(a)ox)|dx +

+ T| f (x)||cos(a)x) - cos(a)ox)|dx + T| f (x)||sen(a)x) - sen(a)ox)|a’x

< 2] | (x)|dx + 2]| f(x)|dx +

+ [|f @)eos(ex) — cos(@)ldx + [|£ (x)]sen(ex) - sen(wyx)|dx +

+2 j | (0)ldx+2 j |f (x)|dx

Es decir, hasta ahora tenemos:

f(@) - f(@) < 4] [f (o)l +4 | £ (o) + (D.1)

+ [|f @]eos(ex) - cos(@x)ldx + [|f (x)]sen(ex) — sen(emyx)dx

Por el teorema del valor medio en la forma de Lagrange, tenemos que para todo par de
reales t y fo:
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[cos(t) —cos(t,)| =t —1,|— sen(t)| <[t — 1,
[sen(r) — sen(t,)| =t — t,cos(t,)| <[t — 1,

donde ¢#1 y > son dos puntos intermedios entre ¢y y ¢. Entonces, cualesquiera sean los reales
X, @y o:

|cos((ot) - cos((oox)| < |(ox - a)0x| = |x||a) — (oo|
|sen(a)t) — sen(a)ox)| < |a)x — a)0x| = |x||a) — a)0|

Reemplazando en (D.1):

f(@)~ f(@,)

< 4] |/ (x)|dx +4 j| f(x)|dx +

+ [|f @]eos(ex) - cos(@)ldx + [|f (x)]sen(ex) — sen(myx)dx

< 4] |f(x)|dx +4 J|f(x)|a’x + “f(x)"x"a) - a)0|dx + ﬂf(x)"x"co - a)0|a’x
es decir:

f@) - f(@,)

< 4] |f (e +4 [ £ (o)ldx + 20— | | F (e (D.2)

Los dos primeros términos del segundo miembro de esta desigualdad tienden a cero
cuando b——>+w, pues f es absolutamente integrable. Por lo tanto, dado & >0 existe

-b, +0 by
b, >0 tal que 4 [ |f(x)dx+4 [|f(x)ldx < g . Ahora, dado este b, >0, si [|f(x)ldx >0
— b, —b,

b,

£

sea J, = b; ,ysi ﬂ f (x)|dx =0 elegimos &, =19. En el primer caso resulta:

4 j | (x)|dx b

o-0)<8, =|f(@-f@)

4.1 “be +00 b,
< 4 [|f@ldx+4[|f@ldx + Jo- o [|£ ()l <
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& b £ & " e €
£5+2§E_Jl;|f(x)|dx=5+2bg— I|f(x)|dx:5+§=g

4 J.|f(x)|dx b

Y si f|f(x)|dx =0:

o-) <8, =]/ (@~ /(@)

) -b, +00
<y [ 1 Goldx+4 [| £ (o)ax < % <e
—0 b,

Es decir que en todos los casos: dado &> 0 existe 0, >0 tal que

|a)—a)0|<5g:‘f(a))—f(a)0) <&

Lo que demuestra la continuidad de f en un punto cualquiera wo de su dominio. m

~

(E) Casi-inyectividad de J: Por ser J:L(R,C)——>C.(R,C) una transformacion
lineal, alcanza con probar que si 3(f) =0, entonces f'es casi-nula, es decir, que en cada
intervalo acotado solamente existe una cantidad finita de puntos donde f no se anula.
Equivalentemente, que || f ||l =0.

Demostracion: Sea f:R——>( seccionalmente continua y absolutamente integrable

tal que Vo eR: f (@) = 0. Queremos probar que, entonces, f'es casi-nula. Si f verificara

la condicion de Dirichlet en cada punto de su dominio, el Teorema de Inversion liquidaria
inmediatamente la cuestion, pero no podemos asumir esta hipdtesis. Lo que tenemos

como hipotesis es que para todo w e R: J. f(x)e " dx=0. Para cada & € R, hagamos

el cambio de variables x =« + 6 en la integral, obteniendo

0= If(x)e_iwxdx = J.f(a + H)e—iw(a+6)dt — e—ia)a If(a + H)e—ia)ade
es decir:

VoeRVaeR: [f(0+a)e™do=0 (E.1)
bt )
Para cada niamero real 4, sea @, : R——>C tal que @,(x) = I f(x+1t)dt. Entonces, para
0

cada real 4, la funcioén ¢, verifica :
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(a) @, es continua y verifica las condiciones de Dirichlet en todos los puntos de la recta:

en primer lugar, mediante un simple cambio de variable obtenemos la identidad

w(x+4) w(x)

—xir YA xX+A X

0,0= [ ree0ai’ =" [ pon0=" r0a0-] rioao

Por lo tanto, si fes continua, entonces ¥ es una primitiva de /'y por lo tanto @, es,
directamente, de clase C'. En el caso general en que f es seccionalmente continua, v es
una primitiva de f'en cada intervalo donde es continua y por lo tanto ¢, resulta continua
y seccionalmente de clase C'. La clave est4 en probar que y es continua y con derivadas
laterales finitas en cada punto: por hipdtesis, para cada x, € R o bien f'es continua en xo
o bien tiene una discontinuidad de salto finito en xo. En ambos casos, existen intervalos
(x,—a,x)) y (xy,x,+b) aizquierda y derecha, respectivamente, donde f'es continua y
acotada (los nimeros a y b son positivos, obviamente). Entonces, la funcion
filx, —a,x, ] — R tal que f(x)=f(x) para todo xe(x,—a,x,), y tal que
iy —a)=Lim, f(x,—a+1t) y fi(x,)= Lim, f(x,—t)=f(x,), es continua; y
también lo es la funcion f, :[x,,x, +b]——>R tal que f,(x)=f(x) para todo
x €(xp, %) +0), fo(xy)=Lim,, f(x,+1)=f(x;) ¥y Sr(x) = ;Lﬂ?mf(xo +b—1), pues
por hipotesis, f admite limites laterales finitos en xo. Entonces, podemos aplicar el
teorema del valor medio del célculo integral: para cada » > 0 tal que » <a y r < b, tenemos

qQue y(x)-w(x,~r)= [f(@)d0= [£(0)d0=rf(x,) donde x, es algin punto del

Xo—Tr Xo—r
intervalo (x, —a,x,). Puesto que fi es acotada en [x,—a,X,], se tiene que

,Lim, w(x,—r)=w(x,). Obsérvese que ademas tenemos

w(xo)—e;/@o = = ) i) = ()

Por otro lado, de manera totalmente analoga se prueba que Lim, y(x,+7)=w(x,) y
que

= H: V) _ ) ) = )

(b) @, es absolutamente integrable: si 4> 0,

+00

J

—00

T|(P,1 (x)|dx =

xrf(@)dﬁ}dx < f(ﬁ f(9)|d49]dx - f(fdx) f(6)|d6 = /1+jw| f(0)do

X —0 —00
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(en la igualdad » hemos utilizado la hipotesis de integrabilidad absoluta de f para
permutar el orden de integracion). Finalmente, si 4 < 0, la integrabilidad absoluta de ¢,

se deduce de la identidad obvia @, =—¢_; .

(c) VieR:VoeR:9,(w)=0:

?,(w)= T(pl (x)e "“*dx = T[Tf(x + t)dt]e_””dx: }(Tf(x + t)e_i“’xdedt =0

—o\ 0 —o0

(en la igualdad ** también hemos utilizado la hipdtesis de integrabilidad absoluta de f
para permutar el orden de integracion)

Finalmente, lo demostrado en (a) y (b) nos permite aplicar el Teorema de

Inversion a cada @, y poder afirmar que ¢, (x) =2L D I @,(w)e'”*dx en cada punto
T —©

x € R. Pero la transformada de cada una de estas funciones es idénticamente nula, por lo

A
probado en (c). Por lo tanto, hemos probado que ¢,(x) = j f(x+1t)dt =0para todo x y
0

A
todo 4. En particular, que j f(t)dt =0 para todo 4. Pero esto implica que f'se anula en
0

todos los intervalos abiertos donde es continua: sea (a , ) uno de tales intervalos, sea
x, € (a,b) y supongamos que f(x,)>0. Por ser continua en xo, existe 0 >0 tal que

[x,—J,x,+5]c(a,b) y f(x)=u>0para todo x€[x,—3J,x,+0], siendo u > 0 el

minimo de f'en este intervalo [x, —J,x, +]. Resultaria entonces el absurdo

Xo+0 Xo+0 Xo+0

0= j F(t)dt— j ;(t)dt = j f(t)dt > j udt =281 > 0

Si f(x,) <0 se puede aplicar el mismo razonamiento a—f. Hemos probado que f'se anula

en todos los puntos donde es continua. Por ser seccionalmente continua, esto implica que
es casi nula. m



