ANALISIS MATEMATICO III - SEGUNDO CUATRIMESTRE 2021
EXAMEN INTEGRADOR — CUARTA FECHA — 04/08/2022
RESOLUCION ESQUEMATICA

cos(x”)
x?(x+1)

integrable en (0,+). Calcular su integral en (0,+0) para un valor particular de p.

1. Comprobar que la funcion f(x)= , con pe(0,1), es absolutamente

Resolucion: Para cada par de nimeros reales &,b tales que 0<e<1<b:

b 1 b

J-| cos(x) |dx Sj dx =J. dx+J. ! dx
g|x”(x+1)| S xP(x+1) S xP(x+1) X (x+1)

Por comparacion asintotica del integrando con — deducimos que si p < 1, entonces la
X

integral j ﬁdx converge cuando e——0" .
xP(x+

1
Por comparacion asintdtica del integrando con —— deducimos que si p > 0, entonces la
x?

integral ;dx converge cuando b——>+o0.
 xP(x+1)

Célculo de j %dx para el caso p —%
x+1

\/_ - Integrando
=t o0 +0o0 par
,[ cos( ) _ J- cc;s(t) Stdt =2 J~ c?s(t) a ICOS(X) dr
VX (x+1) it +1) " +1 Joxt+1

Utilizando la funciéon Ah(z) = c - ¢ , los populares circuitos I, U/,

22+1 (z=i)z+i)
ilustrados en la figura, acotaciones adecuadas y Lema de Jordan, se deduce que
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jﬂd — 27RES(h.i) = 2m2—:1
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=
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=

cos(\/_) T
\/; x+1) e

Por lo tanto: j




2. Plantear y resolver un sistema de ecuaciones que modele la oscilacion u(x, ) de una
cuerda de longitud 27 y extremos fijos, con condiciones iniciales u(x, f) = 0 y
ou

E(X’O) = sen(3x) . Graficar aproximadamente u(z, t) y u(37,t).

Resolucion: Bajo determinadas simplificaciones fisicas (como por ejemplo no considerar

la friccion ni la fuerza gravitatoria), el modelo matematico es, como se sabe desde el siglo
XVIII, el sistema de ecuaciones

‘u 1 0%u

N
(l)ﬁ_c_zyzo 0<x<27,t>0
@) u(0,t)=uRnr,t)=0 t=>0 )
(@ii) (@) u(x,0)=0 0<x<2rx
(b) %(x,O) =sen(3x) 0<x<2x

Para cualquier constante real 4, la funcion u(x,t) = Asen(3x)sen(3ct) es solucion de las
ecuaciones (i) , (if) y (iii) (a). Por otra parte,

%(x,t) = 3cAsen(3x)cos(3ct),

Por lo tanto, Z—Ltl(x,O) =sen(3x) sii 3cAsen(3x) = sen(3x) (para todo x€[0,27]) sii

1 . ., :
A= e Por lo tanto, la unica solucién del sistema (*) es
c

u(x,t)= ésen(3x)sen(3ct)

El grafico de u(w, ¢) es el grafico de la funcién nula, por lo tanto puede hacerse sin
demasiada dificultad. Tampoco deberia presentar muchas dificultades el grafico de la

sinusoide u(37,t) = %sen(%n)sen@ct) = %sen(3ct) :
c c




1 si f|<iT
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. Determinar ,tal que
0 si |f>iT

3. Sea f:[-T,T]—>R tal que f(x):{

+00
ionk . . .
che”‘"’ ' es su desarrollo en serie exponencial de Fourier en [-7,7]. Calcular

k=—0

Z|ck Py ZRe(ck) .
k=0 k=0

Resolucion: La extension 27- periddica f de fes una funcion seccionalmente continua
y par.
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Su serie exponencial de Fourier es ZCke 2T, por lo tanto: @, = T y los coeficientes
k=—0

estan dados por

e =L T @ "0
"2T ) '
Abhora, por ser ]7 real y par:

par impar

c, = L JT.f(H)enszdH _ L jf(@) cos(2£0)do + iL ]-f(ﬁ)sen(ﬂ 0)do =
T or J 27 » r 2T °, !

:% [ £(O)cos(0)do e (1)

Es decir, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier de f son reales y ademas
verifican (se deduce directamente de (x1)):

VnelZ:c 6 =c, (+2)



Observacion: si usted hace las cuentas para este caso particular, encuentra que para todo
n entero:

LSen(%) si n#0

¢, = ’1” (+3)
— si n=0
2

Estos coeficientes verifican, obviamente, las propiedades (1) y (+2).

Entonces:

+o 2ParievalL Z_LT 5 _L% _l .
(a) k:Z_wlck| = 2T||f||2— T jT|f(e)| do=— _J;dﬁ—z.Porlotanto.

2()

el el

1 -1
3= Sl +lef

n=—0n n=l

2)1 2

|co

n
n=l

Es decir: %: ! n|2 = % Resulta, entonces:

Z|Ck| _|co| +Z|ck =

oo|w

4>|~
ool»—a

(*1) 4= Dirichlet

(b) ZRe(ck) = ZCk = f(0)=1. Por lo tanto:

+00 ( 2) +o

1= ZC +co+Zc —ZC +cO+Zc = ZC +C0+ZC =

n=—00

(*3)

=c, +2ZC = —+2§cn
n=l

Es decir: 1= % + 22 ¢, y por lo tanto: ZC” = % . Resulta, entonces:

n=1 n=1

+00

1
ch =cy+ Y 0 = o+

k=1
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——-—-wu=0 —o<x<+0, 0<t <+
4. Resolver: < Ox ot

u(x,0) = _4x}[_1’1](x) —00 < X <+

Resolucion: Supondremos que u es una funcion tan maravillosa que permite los
siguientes célculos extremadamente exigentes (1 tendria que provenir de algun espacio
de Schwartz):

i(w,t) = j u(x,t)e”" dx u(x,r) =5 j i(w,1)e de (+1)

—0 —o0

De la ecuacidn diferencial obtenemos:

—o*i(w,t) - %(a), 1) —ti(w,t) =0

es decir:
ou I A
a(a),t) +({t+o)u(w,t)=0

Resolvemos esta ecuacion diferencial (es una ordinaria disfrazada):

e(%tZJra)zt) ol G2+’

t+oMi(w,) =0 <=
Py ( u(w,t)

%(m,t)+(t+a)2)ﬁ(a),t):0 = (0,t)+e

0 1,2 02y A 1,2 00 A .
=N E[e(zt N ,0]=0 < & (o) =c(w) < | (o) =co)e

~(31* +tw?)

donde c(w) es una funcidn a determinar por la condicion inicial. Hasta ahora, tenemos
entonces que las soluciones maravillosas de la ecuacion diferencial son:

+00
a 2 .
u(x,t) =5+ [c(@)e™ e dw (+2)

—00

A ~(1? v t0?
Ahora, de i(w,t) = c(w)e " " tenemos, parat=0:

+00 ] 1 ] —(4+iw) _ A+iw .
c(@) =i(@0) = [u(x0)e ™ dx = [ dx=* ¢ _,senh(d+io)
-(4+iw) 4+imw

—0 -1

Por lo tanto:



senh(4 +im) e—(%terth)
4+iw

u(w,t) =

2.
—tw +iwx
e dow

. -1 4o .
senh(4'+ o) SN jon @ 2 j senh(4 + io)
4+iw p/a 4+iw

u(x,t)= i _[2

senh(4 + ia)) h(4) co (a)) osh(4) <) sen(w)

Control:  c(w)=2
4+iw za) 4+iw

tiende a O,

efectivamente, cuando |a)|—>00.

5. Sabiendo que f :9R—— R es continua a trozos, de orden exponencial tal que f{(¢) =0

para todo <0 y L[ f](s)= Log(l+gj para cada s € C tal que Re(s) > 0, calcular
s

j(r—x)f(t—x)dx.

0

Resolucion: La funcion a estudiar es k(z) = j(t —x) f(t —x)dx, es decir:
k(6) =] £t =x)dx— [ xf (e = x)dx = t(H * £)(0) = (g * [)(©)

donde H es la funcion de Heaviside y g(x) = xH(x). Aplicando la transformacion de
Laplace:

K(s>=—di( Fs )j——F(s)——F( )-8 P =)

donde F(s) es la transformada de Laplace de f, es decir: F(s)= Log(l + gj Entonces:
s

fracciones
K(S) B _l 1 -2 B 2 sim:Jes (_%) N L
s 1+g s s*(s+2) s s s+2
)

N [—

de donde resulta:

k(t) = (— % +1+ %ez’jH(t)




Observacion: Por si usted se quedd con las ganas de conocer la funcidn f; su transformada
1 1
s+2 s

de Laplace F(s) = Log(l + 2) =Log(s+2)—Log(s) ,Re(s)>0,es —F(s) =
s s
y por lo tanto, — F(s) es la transformada de Laplace de (e ™ —1)H (¢) = —tf(¢). Es decir

-2t

f(z):l_te H(f) . Obsérvese que f(0°)=2.




