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PROLOGO

Las cadenas de Markov comprenden un capitulo particularmente importante de ciertos
fendmenos aleatorios que afectan a sistemas de naturaleza dindamica y que se denominan
procesos estocasticos. Deben su nombre a Andréi Andréievich Markov (1856-1922).

sazar

Markov fue un matemético ruso conocido por sus trabajos
relacionados con la teoria de los numeros y la teoria de
probabilidades. Nacio en Riazan y estudié en la Universidad de
San Petersburgo en donde, luego de obtener el doctorado, fue
docente de Teoria de Probabilidades. Hizo investigaciones que
permitieron generalizar el teorema central del limite y realizd
estudios sobre las variables dependientes. Su aporte principal tuvo
lugar en 1907 con el estudio de procesos con sucesos
encadenados, en donde una variable aleatoria evoluciona en
forma tal que el estado futuro de la misma depende del estado
actual, pero que es independiente de la historia de dicha variable.
Estos procesos, como asi también el subconjunto de ellos que se conocen hoy con el nombre
de Cadenas de Markov fueron estudiados y desarrollados posteriormente por su discipulo
Andréi Nikolaievich Kolmogorov y, en forma independiente, por el ingeniero britanico
Sydney Chapman. Hoy se aplican en diversas disciplinas entre las que podemos mencionar
economia, ingenieria, marketing, biologia y sociologia, entre otros campos.

En el capitulo 1 se describen los procesos estocasticos y dentro de ellos se encuadran los
Procesos y las Cadenas de Markov. En el capitulo 2 se analizan en detalle las Cadenas de
Markov de parametro discreto, definiéndose las probabilidades de transicion y de estado y las
ecuaciones generales que rigen el comportamiento de esas cadenas, las que luego se aplican
al estudio de las principales cadenas ergodigas y no ergddicas. En el capitulo 3 se sigue un
esquema similar aplicado a las cadenas de Markov de parametro discreto continuo, que son
luego utilizadas en el capitulo 4 para la modelizacion de sistemas de nacimiento y muerte, y
en particular para los sistemas de atencion. Por ultimo, en el capitulo 5, se muestran otras
aplicaciones de las cadenas markovianas.

Queremos dejar constancia de nuestro profundo agradecimiento a Alejandro Miguel

Rossi y a la Ing. Virginia Guala por la exhaustiva tarea de revision efectuada y por los
invalorables consejos y sugerencias que nos han formulado en la elaboracion de este texto.

Los autores
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CapiTULO 1

PROCESOS ESTOCASTICOS

INTRODUCCION

Los procesos dindmicos son aquellos que describen sistemas cuyo estado varia a
medida que se evoluciona sobre un parametro t. EI pardmetro de evolucion mas comdn en los
procesos fisico-econdmicos reales en los campos de la ingenieria y de la administracion de
empresas es el tiempo.

El estado del sistema puede quedar definido por una sola variable o por una familia de
variables denominada “vector de estado”. Por ejemplo, el estado de un sistema de atencion al
publico, puede quedar definido por la cantidad de personas que se encuentran esperando
recibir el servicio. El clima en un lugar geogréafico es, en cambio, un proceso cuyo estado
queda definido por una familia de variables (temperatura, velocidad de viento, humedad,
etc.).

El conjunto de todos los valores posibles que puede asumir la variable (o familia) de
estado define lo que se denomina espacio de estados del proceso y puede ser finito o infinito.
Asimismo, la naturaleza de las variables que definen el espacio de estados puede ser continua
o discreta.

La observacion del comportamiento del sistema a través de las variables que
representan su estado puede realizarse en forma continua o discreta. Es este ultimo caso, los
puntos (o instantes) de observacion, pueden estar igualmente espaciados o no.

La evolucion de un estado i a otro estado j entre dos etapas del proceso se denomina
“transicion”, y tiene asociada una probabilidad®. En particular, la transicion entre dos etapas
sucesivas se llama “paso”.

1.1 PROCESOS ESTOCASTICOS

Los procesos estocasticos son procesos dinamicos que evolucionan en forma aleatoria.
La presencia de fendmenos aleatorios hace que el sistema avance sobre el parametro t
cambiando de estado en forma probabilistica. En otras palabras, al realizar una serie de
observaciones del proceso, en diferentes ocasiones y bajo idénticas condiciones, los
resultados observados son, en general, diferentes. Por esta razon, para describir el
comportamiento del sistema se debe definir

! Ver terminologia en pagina 108
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al menos una variable aleatoria x = f(t) que represente una caracteristica mensurable
de los distintos estados que puede tomar el sistema en el instante t segun sea el
resultado del fendbmeno aleatorio, y

la probabilidad asociada a dicha variable aleatoria p(x,t). Cada una de las variables
aleatorias tiene su propia funcion de distribucion de probabilidad y puede estar
vinculada o no al resto.

Luego, el proceso estocastico queda caracterizado por el conjunto
X; p(x.t);t (1.1)

Ejemplo 1.2

En un sistema de generacion 4 X
de energia eléctrica la potencia
eléctrica horaria requerida en un
dia es un proceso estocastico, en
donde:

\ An

X = potencia eléctrica requerida : P |

t=0,1,2,...,24: horas del dia 0 1 2 3 24

p(x,t) = probabilidad de que se requiera una potencia x en la hora t

1.2 CLASIFICACION DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS

Para su estudio, los procesos estocasticos pueden clasificarse de diversas maneras, como
se indica a continuacion:

1.2.1 Clasificacion de los procesos estocasticos segiin la memoria de la historia de estados.

Esta clasificacion tiene relacion con la memoria que guarda el proceso de la
historia de los estados anteriores. Para efectuar este analisis se define la probabilidad
condicional o de transicion entre estados mediante la siguiente expresion:

PAX e tHAL) 1 (X 1)5 (X T AL )5 (X, T = AL, ) (X t= AL )5 (12)

X, - Un estado particular en el instante t+At
. -unestado particular en el instante t

. un estado particular en el instante t-At;
t_at, - UN estado particular en el instante t-At,
: un estado particular en el instante t-Ats
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X X

t—At, t—At, X t—Aty Xt Xtrat

v

t-Ats t-At, t-Aty t t+At

En funcidn de lo anterior, se definen los siguientes procesos:

a) Procesos aleatorios puros

Son procesos en los que se cumple que:

(X EHAL X T3 X E— AL 5 X E— AL 5 Xy t= ALy 5 )= P(Xy, 5 t+AL)
(1.3)

es decir que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado cualquiera
Xe+at €N el instante t+At es independiente de cuales hayan sido los estados anteriores

Xiy Xeoar, » Xe_ar,  €1C.. Se dice que es un proceso absolutamente sin memoria, ya que

la probabilidad de un estado no depende de la historia de los estados en etapas
anteriores.

Muestras independientes hechas al azar en el control de calidad de lotes de
materia prima recibidos en planta son un ejemplo de procesos aleatorios.

b) Procesos markovianos

Son procesos en los que se cumple que:

DXy U+ AL L X Xy E= AL X B AL 5 Xy T ALy )= (X, t+ AL X )
(1.4)

es decir que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado cualquiera
Xuae €n el instante t+At se puede calcular si se conoce cual ha sido el estado
inmediatamente anterior Xx;, con independencia de cuales hayan sido los estados

anteriores X, , X, €tc. Se dice que es un proceso sin memoria, ya que la

probabilidad del evento en el proximo paso depende solo del estado del sistema en
el momento actual, pero no de como evoluciond para llegar a él. A estos procesos se
los suele caracterizar como procesos en los cuales “dado el presente (x;) el futuro

(Xe+ar) €s independiente del pasado (X, , Xia, > ----)”- También se dice que son
procesos con memoria de primer orden.

Un ejemplo de dichos procesos se encuentra en el funcionamiento de una red
de transmision de energia eléctrica en la cual el estado del sistema esta dado por el
numero de lineas fuera de servicio en un instante dado. Otro ejemplo lo constituye
un canal de telecomunicaciones, en el cual el estado del sistema es la salida digital
del canal. En ambos casos los estados futuros dependen del estado actual y no de
cémo se ha evolucionado para llegar a dicho estado.
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Los procesos de Markov pueden representarse mediante grafos, en donde
cada estado se representa con un nodo y las transiciones de un paso se indican
mediante flechas, consignandose la probabilidad de transicion arriba o al lado de
ellas, tal como se muestra a continuacion para un proceso que puede adoptar tres

estados i, j y k:

Pij
Pii

Pxi

Pk

¢) Procesos con memoria

Son todos los restantes procesos estocasticos cuyas probabilidades
condicionales de transicion no cumplen con (1.3) ni (1.4). También se los llama
procesos con memoria de orden superior.

Ejemplo 1.b

El siguiente es un proceso con tres variantes que permiten ejemplificar cada uno
de los procesos arriba enunciados: aleatorios, markovianos y con memoria. Dado un
bolillero con tres bolillas: 1, 2 y 3, se definen las siguientes experiencias de pruebas
repetidas:

a) se extraen bolillas “con reposicion” y los resultados aleatorios 1, 2 o 3 definen los
estados x del siguiente proceso:

Sl, silabolillaes1 02
Xt . . t=1,2,3,....
NO, si la bolilla es 3

Este es un proceso aleatorio puro de ensayos independientes, pues la
probabilidad de presentacion de los estados “SI” y “NO” en t valen 2/3 y 1/3
respectivamente, independiente de cuél haya sido el estado anterior. Lo dicho se
ilustra en el siguiente “grafo de transiciones” sucesivas entre estados, en el cual
los nodos representan los estados del proceso, los arcos las transiciones sucesivas
posibles entre estados y los atributos de los arcos las probabilidades condicionales
de transicion entre dos estados sucesivos:
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1/3

4/\

1/3<: D 2/3
2/3

b) se extraen bolillas “con o sin reposicion” segun sean los estados 1 o 2 y 3,
definiéndose los estados x; del siguiente proceso:

Sl, si la bolillaes 1 0 2 (y se reponen todas)
Xy t=1,2,3,....
NO, si la bolilla es 3 (y no se repone)

Este es un proceso tipo Markov, pues conocido un estado X en t se pueden
calcular las probabilidades de los estados xw; en t+1, tal como se indica en el
siguiente grafo de transiciones:

1/3

4/\

0 D 213
1

c) se extraen bolillas “con o sin reposicion” segun sean los estados 1y 2 o 3
respectivamente, definiéndose los estados x; del siguiente proceso:

Sl, si la bolilla es 1 (y se reponen todas)
Xt t=1,2,3,....
NO, si la bolilla es 2 0 3 (y no se repone)

Este es un proceso con memoria, pues la probabilidad del estado xi.;= Sl,
requiere del conocimiento de los estados X;y X1, tal como se indica en el grafo de
transiciones; y lo propio sucede para el estado X.;= NO.

2/3
Y si X.q = Sl
0 six.1=NO ‘@ D 173

% Si X1 = SI
1 si Xt.1 = NO
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1.2.2 Clasificacion de los procesos estocasticos segun la naturaleza discreta o continua de las

variables.

Referida especificamente a los procesos de Markov, esta clasificacion guarda
relacion con la naturaleza discreta o continua del espacio de estados de la variable x y
del pardmetro tiempo t.

a) Naturaleza del espacio de estados

Cuando x representa una magnitud continua (tension o corriente eléctrica,
fuerza, energia, potencia, presion, etc.), el espacio de estados de x debera ser un
intervalo de nimeros reales, y se hablara entonces de un “proceso de Markov con
estados continuos” o brevemente “proceso de Markov”. En cambio, cuando X
representa una magnitud discreta (cantidad de articulos en stock en un almacén,
numero de lineas en servicio en un sistema de transmision de energia eléctrica,
cantidad de clientes en un sistema de atencidn y espera, etc.), el espacio de estados x
sera una secuencia finita o numéricamente infinita de enteros, y se hablara entonces
de un “proceso de Markov con estados discretos” o simplemente “cadena de
Markov”.

b) Naturaleza del pardametro t

La naturaleza dindmica de este tipo de sistemas hace que la definicion de la
variable aleatoria x requiera la especificacion del parametro t, es decir del conjunto
de los instantes en que se puede observar el estado del sistema. Asi, si las
observaciones se llevan a cabo en cualquier instante del continuo (t > 0), se habla de
un proceso o cadena de Markov en parametro continuo, mientras que en otras
ocasiones las observaciones se efectian en determinados instantes de tiempo (por
ej. de hora en hora, t =0, 1, 2, ...) y en este caso se habla de un proceso o cadena de
Markov en pardmetro discreto.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente cuadro:

Naturaleza del espacio de estados x

Discreto Continuo

Cadenas de Markov | Procesos de Markov

Naturaleza | Continuo (t>0) en pgrémetro en pgrémetro
del continuo continuo
parametro Cadenas de Markov | Procesos de Markov
tiempo t Discreto (t: 0, 1,2, ...) | en parametro en parametro

discreto discreto

y se representa graficamente en las figuras que se muestran a continuacion:
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A
X discreta 7 § . Proceso de Markov en
adena de Markov en . .
Cadena d ove X continua parametro continuo

parametro continuo

» [
Ll >

t continuo t continuo
i A
X discreta Cadena de Markov en X continua Proceso de Markov en
parametro discreto parametro discreto
°
® o
= Y ® °
- o @ ° ° ° L
°
L ° ° [ ] ° L]
—t ettt t————> —t—t—t—t—t—ttt >
t discreto t discreto

1.2.3 Clasificacion de los procesos estocasticos segiin suhomogeneidad en el tiempo

Con referencia ahora especificamente a las cadenas de Markov, ya sean en
parametro discreto o continuo, los distintos estados de las variables x; se suelen
representar genéricamente con las letras i, j, k, etc. (o tambien E;, Ej, Ey, ...). En
particular, los valores de dichos estados dependen de la naturaleza del sistema cuyo
modelo se formula, pero habitualmente se utilizan nimeros enteros: 0, 1, 2, ..., m.
Luego para las Cadenas de Markov la probabilidad condicional de transicion (1.4) se
expresa de la siguiente manera:

p(j,t+At/it)=p{o (1.5)

Se dice que una cadena de Markov es homogénea cuando la probabilidad
condicional de transicion (1.5) del estado i al estado j en cualquier instante t solo
depende de la diferencia At, es decir;

pi(jt+At) _ pi(jAt) - Vit>0 (1.6)

y que es no homogénea en caso contrario.

En base a las tres clasificaciones efectuadas se puede realizar el siguiente cuadro:
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( Procesos aleatorios puros

( .
Procesos de Markov (estados continuos)
( Homogeéneas
Procesos Procesos en parametro 9
estocasticos < markovianos < Cadenas de discreto No homogéneas
Markov ]
en parametro | Homogeneas
\ | continuo No homogéneas

\ Procesos con memoria

Los capitulos siguientes se limitaran al andlisis de las Cadenas de Markov
homogéneas, tanto en parametro discreto como continuo, las que describen una gran
cantidad de procesos fisico-econdémicos de la realidad, como ser:

v' anélisis de comportamientos de compra y lealtad a una marca (“brandswitching”),
v' estudio de reemplazo de equipos,

v" planeamiento de necesidades de personal,

v' andlisis de inventarios,

v andlisis de créditos,

v estudio de sistemas de colas, etc.
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CAPITULO 2
CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS EN PARAMETRO DISCRETO

INTRODUCCION

Tal como se describi6 en el capitulo anterior, la falta de memoria de la historia previa
es una caracteristica de las Cadenas de Markov, las que constituyen secuencias de eventos
que se van evidenciando sobre un parametro t, en donde cada evento (independientemente de
cémo se arribd a él) condiciona la probabilidad de los proximos eventos. El sistema avanza
de un estado al proximo de acuerdo a probabilidades de transicion, y cuando éstas son
independientes del tiempo, se dice que la cadena es homogénea.

En la primera parte de este capitulo se estudiaran las probabilidades condicionales de
transicion — definidas en (1.5) y (1.6) — e incondicionales de estado — definidas en (1.1) —en
las Cadenas de Markov homogéneas, y se desarrollardn las ecuaciones que rigen su
comportamiento, las que luego seran aplicadas al estudio del comportamiento de dichas
cadenas en los regimenes transitorio y permanente.

2.1 ESTUDIO DE LAS PROBABILIDADES EN LAS CADENAS DE MARKOV
HOMOGENEAS

2.1.1 Probabilidad condicional de transicién

a) Definicion general:

Tal como se ha expresado en (1.6), la probabilidad condicional de transicion
del estado i al estado j en un intervalo At en una cadena de Markov homogénea en
parametro discreto es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j
en el instante t+At dado que se encontraba en el estado i en el instante t:

t=0,12,........

N . . At=n=12,..

pi™ =p{(j,t+At)/(i,t)} ; con iZ012 ..m (2.1)
1:011121 ym

El intervalo At = n es un entero y se denomina nimero de pasos o transiciones
de la cadena sobre el pardmetro t.
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(at)

El conjunto de probabilidades de transicion p;;™ para todos los estados i y j

definen la matriz de probabilidades de transicién P

0 1 .. k .. M
C (A A~ (AD (A1) (AT [\/At]
0|pw’ Poz’ - Poc’ - Pom Vo
(At) (At) (At) At
Pio”  Poy plk v Pim \
g | . e . _ 2.2)
At At At At A
k p‘ ) p( - p( - p( ) s
(At) (At) (At) (At)
m _me pml pmk pmm _Vﬁt_

Para esta matriz se cumplen las siguientes condiciones:

o<pi<1 ; Vij (2.3)

Zp(At) ; i=0,1, 2, ., M (24)
conAt=1,2,3,......
Cada vector fila V" enumera las probabilidades condicionales de pasar a
los diferentes estados en At pasos, dado que el estado actual es “i”

VO Z[pn g0 p@y g0 e
I I I " m

b) Probabilidad de transicion de un paso

Es un caso particular de la (2.1) y representa la probabilidad condicional de
transicion del estado i al estado j en un intervalo At= 1.

t=0,12,.....
pi =P =p{(it+1)/(G,t)} ; conii=0,12 ...,m (2.5)
j=0,12,..,m

Analogamente, el conjunto de probabilidades de transicion de un paso pj;,
para todo iy j, definen la matriz P de probabilidades de transicion de un paso
(denominada simplemente “matriz de transicion”):
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0 1 .. k .. m
0 _poo Por -+ Pox - pOm_ Vo
Poo P - P o Pim \A
I T A I 2.6)

K[Pwo Pi - P - Pim Vi

m me pml pmk pmm_ V

El conjunto de probabilidades de transicion desde un estado “i”” a cada uno de

los estados “j” que el proceso puede seguir en un solo paso, define el denominado
vector distribucién de probabilidades de un paso, V" o, directamente, V/,;:

Vi=[pE PL PR Pl Pml=[Pio P Piz e Pic oo Pim] @2.7)

Ejemplo 2.a:

Una maquina se puede encontrar funcionando (estado E;) o fuera de servicio
(estado E,). Se sabe que si en un dia determinado la maquina esta funcionando, la
probabilidad de que el dia siguiente también se encuentre funcionando es del 50%,
mientras que si estd fuera de servicio, la probabilidad de que al dia siguiente la
maquina vuelva a funcionar es del 25%. Luego, la representacion grafica y la
matriz de transicion de un paso se indican a continuacion:

0,25
E: E
05 ) 0,75 E,| 05 05
oo E,|025 075

Ejemplo 2. a.bis:

Un proceso fisico puede adoptar solamente tres estados (0, 1 y 2). Si el
proceso se encuentra en el estado 0, la probabilidad de mantenerse en el estado 0
es de 0,5, la probabilidad de pasar al estado 1 es de 0,3 y de pasar al estado 2, de
0,2. Por su parte, si el proceso se halla en el estado 1, la probabilidad de pasar al
estado 0 es de 0,1, la de mantenerse en el mismo estado 1 es de 0,6, y la de pasar
al estado 2 es de 0,3. Finalmente si el sistema se encuentra en el estado 2, la
probabilidad de pasar al estado O es de 0,2, de pasar al estado 1 es de 0,4 y de
mantenerse en el mismo estado 2 es de 0,4.

La matriz de transicion en un paso sera:
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o 1 2

0/05 03 0.2
P=1/01 06 03
2102 04 04

y la representacion grafica correspondiente:
0,3

c) Probabilidad de transicion de dos pasos:

En forma analoga se define:

=012, ...
p =p{(it+2)/ ()} ; con{i=012..,m (2.8)
j=0,1,2,....,m

que se puede calcular mediante el siguiente producto de probabilidades:

(2.9)

m i=0.12 ..m
PP =D Py Py ; V{
k=0

i=0,12,...m

At=1 ; At=1

A
B 4
A
v

v

t t+1 t+2
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Esto es, para todo par de estados i y j separados por un avance At =n = 2
pasos, la probabilidad de transicion se puede expresar en funcion de las
probabilidades de transicion de un paso del estado i a un conjunto exhaustivo de
estados k (todos los estados posibles) y de las probabilidades de transicion de un
paso de cada uno de los estados k al estado j.

Para su demostracion se definen los conjuntos A, By C cuyos elementos son
ternas ordenadas de eventos: la primera componente es el estado del sistema en el
instante t, la segunda en t+1 y la tercera en t+2:

A: conjunto de ternas cuya primera componente es el estado i en t

By: cada conjunto de ternas cuya segunda componente es uno de los estados k en
t+1

C: conjunto de ternas cuya tercera componente es el estado j en t+2.
Ademas se cumple que: P(CNA) =P(C/A)-P(A)

La probabilidad de pasar del estado i al j en dos pasos es, entonces:

P(CNA) _ 2.PCNB,NA) ) D P(C/B,NA)-P(B, NA

(2) _ _
P =P = 00 P(A) P(A)

y por ser una cadena de Markov se cumple la ecuacion (1.4). Luego es:
P(C/B,NA)=P(C/B,)

De esta forma se demuestra la ecuacion (2.9) pues:

D> P(C/B,)-P(B,/A)-P(A)
(2) = k=0 = .. .
p'] P(A) kz::opk] plk

Como se indic6 anteriormente, el conjunto de probabilidades de transicion de
dos pasos se puede expresar mediante la matriz

[~ (2) (2) (2) ) 7]
Poo Por -+ Pox - Pom
(2) 2) (2) (2)

plO pll plk plm

pa=| (2.10)
(2) (2) (2) (2)

Pwo P P P

(2) (2) (2) (2)
_me pml pmk pmm_

que, conforme a la ecuacion de (2.9), es el producto matricial:
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pOO pOl pOk pOm pOO pOl pOk pOm
plO pll plk plm plO pll plk plm

p@ = | |-
Pwo  Pu P Pin | | Pro  Pia P Pim
[Pmo Pm Pk Pom ] [Pmo Pm Pk Poom |
Es decir:
p@—p.p=p? (2.11)
Ejemplo 2.b:

Supongamos que para el ejemplo 2.a se desean conocer las probabilidades de
que, luego de dos dias, la maquina se encuentre en cado uno de sus dos estados: E;
(trabajando) y E, (fuera de servicio). Este interrogante se podria responder a través
de la teoria clasica de la probabilidad de la siguiente forma:

Si el estado actual es Ej, en un paso el sistema puede mantenerse en el propio
estado E; o pasar a E,. Si el proceso avanzo a E;, en la siguiente etapa podra
mantenerse en E; o cambiar a E,. Si, en cambio en el primer paso avanzé a E,, en
la segunda etapa podra retornar al estado E1 o mantenerse en E,. La probabilidad
de que el sistema se encuentre en el estado E; luego de dos transiciones dado que

el estado actual es E;, es decir p{?, es igual a:

p@ =p, Py, + Py, Py =05-05+05-0,25 = 0,375

De la misma forma, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado E; luego de dos pasos (dias), dado que el estado actual es E;, es decir p{?,
es:

P2 =p,, Py, +Py - Pp =0,5-05+0,5-0,75= 0,625

Si el estado actual es E,, en cambio, en el primer paso el sistema puede pasar
a E; o mantenerse en E,. Si pasé a Ej, en la segunda transicién el proceso podra
mantenerse en E; o volver a E,. Si, en cambio en el primer paso se mantuvo en E,,
en la segunda etapa podra retornar al estado E; o mantenerse en E,. La
probabilidad de que, luego de dos pasos el sistema se encuentre en E; es igual a:

P =p,, -Pyy + P,y Py =0,25-0.5+0,75-0,25 = 0,3125

Asimismo, la probabilidad de que se encuentre en E;, después de los dos dias
es:

P =P, Py, + Py Py =0,25-0.5+0,75-0,75 = 0,6875

De esta forma, hemos descrito todas las probabilidades asociadas a cada uno

de los estados del sistema luego de dos pasos. Esta informacidn se puede resumir
en la matriz de transicion de dos pasos:
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p@ — _pg) pg)} _ [pn Py TPy Py Pi - P12 + P2 'pzz}

_p(zzl) p(zzz) Pai *P1 + P P Pa1 - P t P2 " P

[ 05-05+0,5-0,25 0,5-0.5+0,5-0,75 }

0,3750  0,6255
__0,25-0.5+0,75-0,25 0,25-0.5+0,75-0,75

0,3125 0,6875

Sin embargo, se pueden responder los interrogantes de manera mas sencilla
calculando directamente la matriz P?, conforme a la expresion (2.11):

Pz _ {pn p12:|‘|:p11 p12:| _ {pn Py + Py Py Py Py + Py - pzz}
Pn P2 Pa Py Po Py +Px Py P2 Pz TPy P

Es decir, cada elemento de la matriz anterior enuncia la probabilidad de
transicion en dos pasos para los dos estados y para cada estado inicial.

d) Ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

En forma genérica, la probabilidad de transicion de n pasos es:

t=0,12,........
. . n=12.3,.....

pi" = p{(it+1)/(,t)} ; con o1 (2.12)
J_O,l’ 2’ ’m

Repitiendo el proceso descripto en el punto anterior para deducir la
ecuacion (2.9) se llega a la siguiente expresion algebraica general:

m i=0,12,...m
" _ (n-1) . i B | '
M _ G 1 _ 2.13.a
Pi kZ(;plk Py {J:Ql, 2,...,M ( )
que también se puede formular como:
m i=0,12...m
(n) _ (n—l) . 1 == l 1
M _ (GRS ’ _ 2.13.b
Pi ;plk Py {I:O,l, 2,0,M ( )

La expresion anterior es conocida como ecuacion de Chapman-
Kolmogorov, que establece que la probabilidad de pasar de un estado i a un
estado j en n pasos puede calcularse a partir de la suma de las probabilidades
conjuntas de pasar desde el estado i a cada uno de los posibles estados k que
puede asumir el proceso en el paso n-1 y desde el estado k al estado j en el
altimo paso.

Como antes, el conjunto de probabilidades de transicion de n pasos pij(”),
para todo iy j, definen la matriz de probabilidades de transicion de n pasos:
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0 1 ... k ... m
0 () (n) (n) (m ]
00 01 0k om
(n) (n) (n) (n)
10 11 1k Im
pm = | (2.14)
k | p™ (m () (n) )
kO k1 kk km
(n) (n) (n) (n)
m LM mo ml mk mm _|

en donde cada fila constituye el vector de probabilidades V™ de pasar desde

el estado i al estado j en n pasos. La expresion matricial general de la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov, tomando por ejemplo la forma (2.13a),

queda:
[~ () (n) (n) (m ]
00 o1 o0kttt om
(n) (n) (n) (n)
10 Pn 1k im
M| _
P (n) (n) (n) (n)
ko Pr kk km
(n) (n) (n) (n)
LMmo pml mk mm _|
B T [ -1 (n-1) (n-1) (n-1) ]
Pow Po - Pok - Pom Poo Pos v Pox « Pom
(n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
plO pll plk plm 10 11 1k im
= ) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
Pwo Pu P Pim ko ki Kk km
(n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
_me pml pmk pmm_ LM mo ml mk mm |
Es decir:

pi —p.p0D
Extendiendo la ecuacidn anterior en forma recurrente se obtiene:

PM =p.pD —p.p.pd —p.p.p.pA =

p™ —p" (2.15)

que es la expresion genérica matricial de la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov.
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Ejemplo 2.c

Las matrices de transicion de 3, 4 y 5 pasos de la cadena del ejemplo 2.b son:

o3 _pr.p_| 0375 0625][05 05] [034375 065625
~ |03125 06875] 025 075| |032812 0,67187
oi _ps.p_| 034375 065625] [05 057 _[033503 0,66406
- 10,32812 067187 | [0,25 0,75] |0,33203 0,6679

o5 _pi.p_| 033593 0664061 [05 051 [033398 0,66601
- 1033203 0,66796 | |0,25 0,75| |0,33300 0,66699

2.1.2 Probabilidad incondicional de estado

a) Definicion general

Tal como se ha expresado en (1.1), la probabilidad incondicional de estado de
una cadena de Markov homogénea en parametro discreto es la probabilidad de que el
sistema se encuentre en el estado i en el instante t:

o0 con {itzo,l, 2, , (2.16)

y el conjunto de probabilidades incondicionales de estado p(i,t) Vi, definen el vector
de probabilidades de estado V©:

VO =[p(0,t) pLt) p21t)...pkKt)...p(m,1)]

vector en el cual se cumplen las siguientes condiciones:

0<p(,t) <1 ;o Vi (2.17)
iZrn(;p(i,t)zl ; coni=0,1,2,... (2.18)

b) Probabilidad de estado inicial

Es un caso especial de (2.16), parat=0:
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p(i,0) coni=0,1...m (2.19)

y el conjunto de probabilidades de estado iniciales p(i,0) Vi, definen el vector de
probabilidades de estado inicial:

V@ =[p(0,00 pL0) p(2,0)....p(k,0)...p(m,0)] (2.20)

c) Probabilidad de estado luego de un paso
Para cada estado inicial j, la probabilidad luego de un paso
p(j.1) conj=0,1...,m (2.21)

se puede expresar en funcién de las probabilidades de estado iniciales aplicando el
Teorema de Probabilidad total, quedando expresada la llamada ecuacion de
estado:

p(j,l) = i p(i,0) - p;; ;con j=0,1,...,m (2.22)

At=1

\4

v

t=0 t=1

Como antes, el conjunto de probabilidades de estado luego de un paso p?), vi,
define el vector de probabilidades de estado luego de 1 paso:

VO =[p0) ped) pl...pkl..p(m1]
(2.23)

Aplicando la ecuacion de estado (2.22) a cada uno de los elementos del vector
(2.23), queda la expresion matricial de la ecuacion de estado:
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VO =[p(0) p@l...pkya)...p(mD]=
P Po - Poc - Pon |
plO pll plk plm
=[p(0,0) p@@0)...p(k,0)...p(m,0)]-
Pvo P - Pk - Pim
_me pml pmk pmm_
Es decir:
VO =\vO.p (2.24)

d) Expresion general de la Ecuacion de Estado

En forma genérica, para determinar la probabilidad de estado luego de n
pasos:

n=123..,

p(j,n)  con {j:O L m (2.25)

se hacen las mismas consideraciones que para deducir la ecuacion (2.22),
Ilegandose a la expresion algebraica general de la ecuacion de estado:

(M) =D p(.0)-pyY scon {1 226.4)
J’ i=0 , . ’ jZO,l,...,m ' .
que también puede formularse como:
m n=12.3..,
jn) = iL,n-1)-p, ;con . 2.26.b
p(j,n) ;p( )-p; {j:O,l,...,m (2.26.0)

Como antes, el conjunto de probabilidades de estado luego de n pasos p(j,n)
define el vector de probabilidades de estado:

V® =[p(0,n) p@n) p(2n)...pkn)...p(m,n)] (2.27)

y la expresion matricial general de la ecuacion de estado, tomando por ejemplo
la primera forma (2.26.a), queda:

P p® L PR L P
pl p LopR . pl
VO = [p(00) PEO)...p(K0) .. pMO)T| 7 T
Pwvo P - P’ - P
po pl Lopl L pW ]
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Es decir:

v —\O.pn (2.28)

Analogamente, tomando la segunda forma (2.26.b) queda:

pOO pOl pOm
(n) _ _ _ _ Po Py - P
V™ =[p(O,n-1) p@n-1) .. p(mn-=-1)]-

me pml pmm

Es decir:
v —yrtp (2.29)

Las ecuaciones (2.28) y (2.29) constituyen las expresiones genéricas matriciales
de la ecuacion de estado, que se pueden resumir en la siguiente expresion:

ve.p®
v = (2.30)
(VAR

Las ecuaciones (2.15) y (2.30) permiten calcular la probabilidad de cada uno de
los estados de la cadena, luego de un nimero n de pasos, conocidas la probabilidad
de estado para un instante dado y la matriz P de probabilidades de transicion de un
paso.

Ejemplo 2.d

Para el ejemplo de la cadena de Markov descripta en la experiencia b del
ejemplo 1.a, en donde la matriz de transicidn de un paso estaba dada por:

o 0 1
710,333 0,667

si se parte de un estado inicial con las siguientes probabilidades:

p(0,0)=0,5
p(L0) = 0,5

esdecir, V® =[0,5 0,5]

las probabilidades de 1, 2, 3 y 4 pasos seran respectivamente:

0

VO =v®.p=[05 05]
0,333 0,667

} =[0167 0,833]
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0,333 0,667
V@ =v©@.p>=[05 05] =[0,278 0,722]
10,222 0,778
(0,222 0,778 ]
VO —v©.p3_[05 05] =[0,241 0,759]
10,259 0,741
(0,259 0,741]
vV v .pt—[05 05 =[0,253 0,751]
10,251 0,749 |

e) Generalizacion del Régimen transitorio para un estado cualquiera i

Conocido un estado inicial i del proceso las expresiones (2.28) o (2.29), se
aplican para calcular las probabilidades de estado luego de n pasos y constituyen,
junto con la condicion de colectividad exhaustiva, las condiciones de Chapman-
Kolmogorov:

\VARRSR VAULC I o)
moo (2.31.3)
p(i,n) =1
V_(n) =V . P(n)
Zm:p(i n) =1 (2.31.b)
i=0
Ejemplo 2.e

En la cadena del ejemplo 2b, si se supone que el estado inicial es E; (maquina
funcionando) tendremos que el vector de transicion en un paso es:

v® =[05 05]

Luego, la probabilidad de que el proceso se encuentre en los estados E; y E,, en
dos pasos (dias) es:

05 05

V@ =v®.p=[05 05]
025 0,75

} =[0,375 0625]

La probabilidad de que en dos pasos se encuentre en el estado E; (funcionando)
es, entonces, 0,375 y que se encuentre en el estado E; (fuera de servicio) es 0,625.

Luego de tres pasos, la respuesta se puede obtener mediante el producto del
vector de transicion en dos pasos por la matriz de transicion:

05 05

V@ =v®.p=[0375 0,625 ]
025 0,75

} =[0,34375  0,65625 ]
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0 bien multiplicando el vector de transicidn en un paso por la matriz de transicion en
dos pasos:

0,375 0,625

VO =v, .P@ =05 05]
03125 0,6875

} =[0,34375  0,65625 |

Si en cambio, el estado actual es E, (maquina fuera de servicio), luego de dos
pasos las probabilidades estaran dadas por el vector V{?:

05 05
V@ =v®.p=[025 075] =[0,3125 0,6875]
0,25 0,75

Y de tres pasos por el vector V{¥:

05 05

Ve =v®.p=[03125 0,6875 |-
025 0,75

} =[0,32812 0,67187 ]

Obsérvese que se habria arribado a estos mismos resultados, como se vio en el
ejemplo 2c, con las matrices de transicion de 2 y 3 pasos:

AR 0,375 0,625
P@ _p2=| 1 =
v® 0,3125 0,6875

Vv |10,34375 0,65625
P(3) — P3 — 1 .
Vv | 032812 0,67187

2.2 CLASIFICACION Y ANALISIS DE CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS

A continuacion se efectda una clasificacion de las Cadenas de Markov homogéneas
segun la posibilidad o no de que puedan ser reducibles o separables en cadenas mas
chicas para el estudio de su comportamiento tanto en el régimen transitorio como en el
permanente. Esta clasificacion daréd lugar a la definicion de las cadenas ergodicas (0
irreductibles) y las cadenas no ergodicas (o reducibles o separables). Previamente, se
definiran los diferentes tipos de estados y de clases o conjuntos de estados.

2.2.1 Estados accesibles y comunicantes

Un estado j es accesible desde un estado i si para algin paso n > 1 se cumple

que p{ >0,y se escribe:

i— ]

La accesibilidad es una propiedad transitiva, es decir
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sii—jy j—ok=>i-ok

Dos estados i y j se comunican si j es accesible desde i y si i es accesible
desde j, y se escribe:

o]

La comunicacion también es una propiedad transitiva, es decir

Siieojyjok=iok

Ejemplo 2.f

En la cadena markoviana siguiente, en cuya matriz de transiciéon se indican
con una “x” los valores de p; > 0, el estado 6 es accesible desde el 5 en un paso y
desde el 4 en dos pasos, a través del estado 5.

jy 01 2 3 456 7

2 2 0T
(D—(D)—Cr—() | )
" 2 X X X
CONRO I o
( 5 X
6 X X
e e 7 X X X

Por ejemplo, el estado 2 no es accesible desde el 3.
Los estados 3 y 4 son comunicantes, como también lo son los estados 5y 7.

Los estados 4 y 7, sin embargo, no son comunicantes, dado que si bien el
estado 7 es accesible desde el 4, el estado 4 no es accesible desde el 7.

2.2.2 Estados recurrentes v sin retorno

Un estado i es recurrente si, una vez que el proceso lo alcanza, regresara a él.
Un estado que no se comunica con ningln otro estado, ni siquiera consigo mismo,
se llama sin retorno.

Un caso especial de estado recurrente es el denominado estado absorbente, que
es aquel al que, si el proceso lo alcanza, la probabilidad de abandonarlo es cero. Es
decir, un estado i es absorbente si la probabilidad de transicion en un paso p;i = 1.

Ejemplo 2.9

En la siguiente cadena, el estado 3 es un estado sin retorno:
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w
N
ol

SOt -

e _ 1

oA~ W N
X X B
X X DN
X

Es decir, es un estado que no se comunica con ningun otro; ni siguiera consigo
mismo. El estado sin retorno es un caso particular de estado transitorio en donde,
una vez alcanzado, la probabilidad de que el proceso no regrese nunca a él es igual
al

El estado 5 es absorbente. Una vez que el proceso lo alcanza, ya no sale mas
del mismo (o el proceso se termina).

2.2.3 Clases comunicantes

Una clase comunicante es un conjunto de estados que se comunican entre si.
Una clase puede consistir en un solo estado.

En el ejemplo 2. se pueden formar las siguientes clases comunicantes:

C = {2}
C,= {3’ 4}
C,=1{5,6,7}

Las clases comunicantes se pueden clasificar en recurrentes y transitorias.

Una clase es recurrente cuando la probabilidad de que la cadena se encuentre
en un estado de dicha clase después de oo transiciones es positiva; esto significa que
una vez que la cadena ha alcanzado dicha clase, siempre regresara a ella.

En el ejemplo 2.1, la clase C; es recurrente.

Una clase es transitoria cuando la probabilidad de que la cadena se encuentre
en un estado de dicha clase después de oo transiciones es nula; esto significa que
una vez que la cadena ha alcanzado dicha clase, existe una probabilidad de que no
retorne nunca a ella.

En el ejemplo 2.1. las clases C; y C, son transitorias.

Resumiendo lo anterior, los estados y las clases pueden clasificarse de la
siguiente manera:
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Absorbentes

No absorbentes

Comunicantes Recurrentes{

Transitorias
Sin retorno

2.2.4 Clasificacién de las Cadenas de Markov homogéneas

Las Cadenas de Markov homogéneas se pueden clasificar de la siguiente forma:

- Regulares
Ergodicas o
Periodicas
No ergddicas Absorbentes

(0 separables) | Ciclicas

Cadenas ergdédicas:

Una cadena de Markok homogénea es ergddica o irreductible cuando todos sus
estados se comunican; es decir, cuando constituyen una Unica clase comunicante
recurrente.

Por ejemplo, la siguiente cadena es ergddica:

1

2| x X X

3 X X

4|x X
° e e 5 X X X

6 X X ]

Los estados de una cadena irreductible son todos recurrentes. Estas cadenas se
Ilaman asi porque forman una sola clase comunicante (se pueden reducir
Unicamente a una clase).

Las cadenas ergddigas pueden ser clasificadas en regulares y periédicas.

a) Cadenas regulares

Una cadena ergddica es regular o aperiddica si alguna de las potencias de su
matriz de transicion contiene solo elementos positivos; por ejemplo:
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% X X]

X X

P= X X
X X

_X X -

[x x x X |

X X X X X
PP=|x X X X
X X X
X X X X |

[x x X X X]|

X X X X X
PP=|x X X X X
X X X X X

X X X X X]

Un criterio para comprobar que una cadena es regular consiste en calcular las

. . , . r
sucesivas potencias de P hasta encontrar un nimero r de pasos tal que la matriz P
tiene todos sus elementos no nulos.

Ejemplo 2.h
La siguiente cadena

05 R
05 @A 11 02
02 05 05

! 06 P=102 0,2 0,6

es regular. En efecto, si bien al elevar la matriz al cuadrado no todos los elementos
son distintos de cero:

0,35 0,35 0,30
P2=|0,74 014 012
050 050 O

puede observarse que para r = 3 todos los elementos son no nulos:
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0,545 0,245 0,210
P3=|0518 0,398 0,084
0,350 0,350 0,300

Por lo tanto, es una cadena ergddica regular.

b) Cadenas periddicas:

Una cadena, es periodica cuando no puede encontrarse una potencia de P para
la cual todos los elementos sean positivos. Es decir, las sucesivas potencias de la
matriz P" denotan un patrén periddico que permite asegurar siempre la presencia de
al menos un cero en P". Un ejemplo de cadena periddica es la siguiente:

en donde se cumple que
P2=pP*= P®= .. P™ (param par),y
P=P®= P°=... P" (paranimpar).

Ejemplo 2.i
La siguiente cadena:

es ergadica pues sus sucesivas potencias son:

0,5 0,5] C1 ]

P? = 1 : P*=|0,5 05|;
105 05 1
0,5 0,5] 1]

Pt = 1 ; P°=|0,5 05];....
105 05 1

en donde se observa un patron de repeticion periddico, con la presencia siempre de
ceros en las matrices.
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Cadenas no ergodicas

Una cadena de Markov es no ergddica o reducible cuando no todos sus estados
son comunicantes. Esto significa que se la puede reducir o separar en clases
comunicantes y/o estados sin retorno. Si una cadena tiene por lo menos un estado
sin retorno es no ergodica.

Ejemplo 2.
La siguiente cadena:

0,5
D 08 05 05 0 O

08 02 0 O
0 0 07 03

03
h 06

Cz = {2' 3}
La cadena del ejemplo 2.f es separable en:

- Una clase comunicante recurrente: C, = {5, 6, 7}
+ Dos clases comunicantes transitorias: C, = {2} y C, = {3, 4}
- Dos estados sin retorno: 0y 1.

Dentro de las cadenas no ergddicas merecen especial atencion dos tipos de
cadenas denominadas, respectivamente, cadenas absorbentes y cadenas ciclicas.

a) Cadenas absorbentes
Una cadena de Markov es absorbente si
v tiene por lo menos un estado absorbente, y si

v es posible acceder desde cada estado no absorbente hasta por lo menos un
estado absorbente (no necesariamente en un paso).

Recordemos que un estado absorbente es un estado que no puede ser
abandonado; es decir, una vez alcanzado es imposible dejarlo, por lo que el proceso
termina, o bien se detiene para comenzar nuevamente a partir de otro estado. Un
estado “j” absorbente se identifica porque tiene una probabilidad unitaria p;; en la
matriz de transicion.
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Ejemplo 2.k:

La siguiente cadena

0,3
0,7 C 0 1 2
05 00,7 03
0,5 P=1|05 0,5
2 1

es absorbente, separable en una clase comunicante transitoria C = {0, 1} y un estado
absorbente 2.

Ejemplos de estados absorbentes, en donde el proceso se termina (o se detiene)
una vez alcanzados, pueden ser:

el pago de una factura

la realizacion de un contrato,

la venta de un activo fijo,

el despido de un empleado, etc.

b) Cadenas ciclicas

Son cadenas no ergddicas en las cuales el proceso pasa de un estado a otro
ciclicamente segin un cierto patron de comportamiento. El ciclo es un camino
cerrado entre estados de una clase recurrente.

Para que una cadena sea ciclica debe cumplirse que

- tenga por lo menos un ciclo, y
- sea posible entrar en el ciclo

Ejemplo 2.I:

La siguiente cadena:

0,3
0,7 o 1 2 3
@‘\1/ 0 0,4 0’6
Ny 05 1{02 03 05
— — 3 0,3 0,7
0,2

04 03

es una cadena ciclica separable en dos clases: una clase comunicante transitoria
C, = {0,1,} y una clase comunicante recurrente que forma un ciclo C, = {2, 3}.
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Muchas caracteristicas de comportamiento de las cadenas no ergodicas después
de que se ha producido un nimero elevado de transiciones se estudian mediante el
analisis de sus clases comunicantes como si fueran cadenas ergodigas
independientes.

2.3 CADENAS ERGODICAS EN REGIMEN PERMANENTE

Se define como régimen permanente o estado estacionario de una cadena de
Markov homogénea a la situacion que el sistema alcanza luego de un periodo
relativamente largo de tiempo. En dicho régimen la cadena ya ha entrado en una
condicion de equilibrio estocastico, lo que significa que sus probabilidades de estado
devienen estables en el tiempo.

En cambio, el régimen transitorio es la situacion en la que el sistema se encuentra
luego de un periodo relativamente corto de tiempo. En dicho régimen la cadena no ha
encontrado todavia una condicion particular de equilibrio estocastico.

Dentro de las cadenas ergOdicas regulares y periddicas interesa estudiar
especificamente sus comportamientos en el régimen permanente, y sus conclusiones,
segln se comentd mas arriba, son extensibles a las clases recurrentes de las cadenas no
ergadicas.

2.3.1 Estudio del comportamiento de las cadenas requlares en el régimen permanente

Tal como se definid en 2.2.4, una cadena regular es una cadena ergodica en la
cual todos sus estados pueden comunicarse simultdneamente en una cantidad r de
pasos.

Para describir el comportamiento de una cadena regular en el régimen
permanente, o a largo plazo, es preciso conocer las probabilidades de transicion
cuando el nimero n de transiciones tiende a infinito. Se puede demostrar que si la
cadena es regular, el limite de la matriz de probabilidades de transicién P™ cuando
n tiende a infinito es una matriz regular (todos sus elementos son positivos), con
todas sus filas iguales. Es decir, a partir de (2.15) tendremos:

p(0) p@® ... p(j) ... p(m)]
p(0) p@ ... p(j) .. p(m)

lim P™ =lim P" =

(2.32)
N> p(0) p@ ... p(j) .. p(m)

p(0) p@) ... p(j) .. p(m)]

y el limite del vector de probabilidades de estado queda, tomando (2.30)
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!ILT]D V(n) :\/(0) _!]imop(n) —
p(0) p@ ... p(J) ... p(m)]
p(0) p@® ... p()) ... p(m)
00) B0 b0 p(mOV]|
[0(0.0) p(L0)...p(i,0) ... p(m,0)] 50 ol . ) . p(m)
1P p@ ... p() ... p(m)
y, por cumplirse que ip(i,O) =1, queda:
lim V® =V =[p(0) p@)...p(K) ... p(m)] (2.33)

Las ecuaciones (2.32) y (2.33) expresan que en una cadena de Markov regular,
luego de un numero suficientemente grande de transiciones (N —> ), sus

probabilidades de transicién pi(j”) y de estado p(j,n) se estabilizan en valores limites

iguales para cada estado j, e independientes del estado inicial i. Este estado se
conoce como régimen permanente o estacionario, y sus probabilidades de estado p;
representan los porcentajes de tiempo que la cadena permanece en cado estado |
luego de un periodo largo de tiempo. El vector V" se llama vector de probabilidad
invariante o distribucién estacionaria o distribucién de equilibrio.

Esta distribucion de estados limites se puede determinar mediante tres
caminos alternativos:

a) mediante el limite de la ecuacion (2.33):

lim P™ = lim P" =pP"

n—oo

b) mediante la ecuacion que se deriva de la (2.31.b): Para N — oo, segun lo
expresado mas arriba se cumple que

lim V™ = fim V" =V~

n—oo n—o

Luego, reemplazando en la (2.31b):

V' =V".P

2P =1
i-0

(2.34)




34 CADENAS DE MARKOV

Las ecuaciones (2.34), constituyen las condiciones de Chapman-Kolmogorov
para régimen permanente.

€c) Mediante la denominada “ecuacion de balance de flujos probabilisticos”, que
se deriva de la primera ecuacion (2.34). En efecto, si se desarrolla esta Gltima
tendremos:

Poo Por--Poj--Pom
Pio Pii---Pyj-e Pimy

V' =[p(0) p@)...pG0)...o(m1-| = " T " 7 |=[p(0) p@@) ... p(j) ... p(M)]
Pio Pir--Pjj - Pim

_me pml"'pmj"'pmm_
En la cual el elemento genérico p(j) es:

p(i) = 2_p(D)-py = 2 p(i)-py+p(i) Py

Vi#]j

Agrupando queda:

>-p()-p;=p()-1-py)

Vi#j

y, aplicando la (2.4) a las transiciones del estado j a un conjunto exhaustivo de

estados k:
ijk =1 .. (A-py= ijk
vk vk#j
Reemplazando queda:
> p@)-py=p()- D pj| 5 i=0,1,..,n (2.35)
Vi#]j VK]

que es la ecuacion de balance de flujos probabilisticos, la cual expresa que “para
un nodo (estado) genérico j, la suma de los flujos probabilisticos ingresantes al
nodo es igual a la suma de los flujos probabilisticos egresantes del mismo”.

Esta ecuacion es muy util para el planteo del sistema de ecuaciones que
permite determinar las probabilidades de estado, a partir del grafico de la cadena
markoviana.

Ejemplo 2.m

La siguiente cadena
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05 - 0 1 2
o,SC@< A\ 1 02 0[05 05
0,2
P=1/02 02 06
. 06 2| 1

es ergodica ya que, como se puede observar a continuacion, la matriz P* tiene todos
sus elementos no nulos.
05 05 0
P=/02 02 06
1 0 0

(0,35 0,35 0,30
P2=|0,74 014 012
1050 050 O

(0,545 0,245 0,210
P =|0518 0,398 0,084
10,350 0,350 0,300

Se puede determinar el vector invariante V" mediante el calculo de las
sucesivas potencias de P":

(05315 0,3215 0,1470
P*=|0,4226 0,3386 0,2388
10,5450 0,2450 0,2100

10,4985 0,3158 0,1858
P®=/0,4979 0,3090 0,1931
10,5077 0,309 01827

0,5000 0,3125 0,1875
P®=/05000 0,3125 01875 |=P® =p¥® =.. = pn
0,5000 03125, 0,1875 o
Vemos que, a medida que aumenta n, los elementos i se estabilizan en

valores limites, independientemente de su estado inicial, de manera que cada vector
V" esigual para cada i. Es decir, para un n suficientemente grande se cumple que:
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V=Vt =Vt =V =V =[05 03125 0,1875]

Esto significa que, en estado de régimen permanente, la probabilidad de que
el sistema se encuentre en el estado 0 es del 50%, en el estado 1, de 31,25%, y en 2,
del 18,75%.

La segunda forma de calcular estas probabilidades de régimen permanente es
mediante las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (2.34). Expandiendo el
producto matricial, tendriamos un sistema de 4 ecuaciones con 3 incégnitas, por lo
que se puede eliminar cualquiera de las primeras 3 ecuaciones para resolver. La
ecuacion que establece que la suma de las probabilidades es igual a 1 no se puede
eliminar, ya que las primeras satisfacen la solucion trivial.

En régimen permanente, tendremos:

05 05
[p©©) p®) p)]-{02 02 06|=[p0) p@) p()]
1

p(0) +p@) +p(2) =1
Realizando el producto matricial y eliminando una ecuacién:

p(0)-0,5+p(1)-0,2 + p(2) = p(0)
p(0)-0,5+p(1)-0,2=p(1)
p(0) +p(1) +p(2) =1

Simplificando:

05-p(0)-0,2-p()—p(2) =0
~0,5-p(0)+0,8-p(1) =0
p(0)+p(@) +p(2) =1

Queda entonces el producto matricial: V"-A = B, siendo:

05 -02 -1
A=|-05 08 0 ; B=[0 0 1]
1 1 1

Resolviendo, se llega al resultado anterior:
V' =B-A"=[05000 03125 0,1875]

El sistema de ecuaciones linealmente independientes se puede formular
directamente incluyendo la ecuacion de la suma de probabilidades en la matriz de
transicion. Para ello se reemplaza un vector cualquiera de la matriz por un vector
de elementos “1”, y en el vector fila resultado del producto matricial se reemplaza
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por “1” el elemento correspondiente. Suponiendo que se elige anular la ecuacion
correspondiente al estado 3, el sistema quedaria formulado como sigue:

05 05 1

[b©) p@® p@)]-{02 02 1|=[p©) p@®) 1]
1 0 1

P(0)-0,5+p(@)-0,2+p(2) = p(0)
p(0)-0,5+p(@)-0,2=p()
p(0) +p@) +p(2) =1

que es el mismo sistema de ecuaciones de mas arriba, y cuyo resultado es
p(0) =0,5000, p(1)=0,3125 yp(2) =0,1875.

Finalmente, la otra forma de plantear el sistema de ecuaciones para el
régimen estacionario en Cadenas de Markov ergddicas es a través del denominado
método de “suma de flujos”. Tal como se comento, para el régimen permanente
debe verificarse que el flujo de probabilidades que concurren a un nodo sea igual al
flujo de probabilidades que de él emergen.

0,5 R
0,5 0 e {1 0,2
0.2

0,6
Los balances de los nodos son:
. BALANCE EN NODO 0: p(0)-0,5=p()-0,2+p(2)-1
. BALANCE EN NODO 1: p(1) -[0,2+0,6]= p(0)-0,5
. BALANCE EN NODO 2: p(2)-1=p(1)-0,6

Obviamente, en un nodo cualquiera el flujo probabilistico de la probabilidad
de permanecer en el mismo nodo se anula. Por ejemplo en el caso del nodo 0 habra
un flujo saliente p(0)-0,5 que se anula con el flujo entrante p(0)-0,5.

En definitiva, el sistema de ecuaciones queda planteado eliminando
cualquiera de las ecuaciones anteriores y agregando la de la suma de probabilidades
de estado. Por ejemplo, eliminando la ecuacion correspondiente al balance del nodo
2:
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p(0)-05=p(1)-0,2+p(2)
p1)-08=p(0)-05
p(0)+p@) +p(2) =1

2.3.2 Estudio del comportamiento de las cadenas periddicas en el régimen permanente

Tal como se ha definido en 2.2.4, una cadena periodica es una cadena
ergddica en la cual no se puede encontrar una potencia r de la matriz P para la cual
todos los elementos de P" sean no nulos.

A diferencia de las cadenas regulares, en las cadenas periédicas no pueden
encontrarse valores limites de la matriz P™ = P" (para n— o). No obstante, la
cadena se estabiliza en valores limites de probabilidades de estado a largo plazo,
los cuales, como en el caso anterior, representan los porcentajes de tiempo que el
proceso permanece en cado estado, y que se pueden calcular con cualquiera de las
formas vistas en el punto 2.3.1.

Ejemplo 2.n
La matriz

|-

es periddica, ya que

1
p2 — 1}=P“=P‘3:...:P” para n par, y

3__ L 5 _ps_ pnm i
P° = L =P =P’ =..P" paramimpar.

Planteando el sistema de ecuaciones del producto matricial, como hemos
visto, eliminando una de estas ecuaciones y agregando la ecuacion que establece
que los estados son mutuamente excluyentes, tendremos:

1
[p@ |o<2)]-{1 }[p(l) p(2)]

p(M) +p(2) =1

De donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

{p(l) -0+p(2)-1=p()
P +p(2) =1

Cuya soluciones p(1) =0,5yp(2) =0,5
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Ejemplo 2.0

La siguiente cadena periodica:

(D=
0 > 1
- 0,5 1

se resolverad en cambio por el método de suma de flujos, balanceando, por ejemplo,
los nodos Oy 2:

p(0)-1=p()-0,5
p(2)-1=p@)-05
p(0)+p@) +p(2) =1

que nos lleva al siguiente resultado:

V' =[0,25 050 0,25]

2.4 ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE LAS CADENAS NO ERGODICAS

Segln se ha dicho anteriormente, dentro de las cadenas no ergddicas merecen
especial atencidn las cadenas absorbentes y las cadenas ciclicas. De este tipo de cadenas
interesa fundamentalmente estudiar su comportamiento en el régimen transitorio, pues
en el estado de régimen permanente queda caracterizado por el estudio del
comportamiento de sus clases recurrentes como cadenas ergddicas independientes.

2.4.1. Estudio del comportamiento de las cadenas absorbentes

Como se ha definido en el punto 2.2.4, una cadena absorbente es una cadena
no ergodica separable en:

uno o varios estados absorbentes (estados con probabilidad nula de ser
abandonados, por lo que cuando son alcanzados por el proceso, éste se
detiene definitivamente o se detiene para comenzar luego desde otro estado),

y

uno o varios estados no absorbentes constituidos por clases comunicantes
transitorias o estados sin retorno, desde cada uno de las cuales se puede
acceder a por lo menos un estado absorbente.

En las cadenas absorbentes es de interés conocer:

el nimero esperado de veces que el proceso pasa por cada estado no
absorbente antes de ser absorbido,
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el nimero promedio de pasos que el proceso tarda en absorberse, y

la probabilidad de que el proceso sea absorbido por un estado determinado
cuando el sistema tiene varios estados absorbentes.

Para realizar estos andlisis se opera con la matriz de transicion P, pero
reagrupada en cuatro submatrices, constituyendo lo que se conoce como “forma
canonica”. Para un proceso con una cantidad a de estados absorbentes y n de
estados no absorbentes, la matriz candnica tiene la siguiente estructura:

“a” estados I

“n” estados A

en donde:

I (axa):
0 (axn):

A (nxa):

N (n xn):

Ejemplo 2.p

“a” estados “n” estados

cecececesssssesdecacccccacaa

Matriz identidad. Cada elemento representa la probabilidad de
permanecer en un estado absorbente en un paso.

Matriz nula. Cada elemento representa la probabilidad de pasar de un
estado absorbente a uno no absorbente en un paso.

Matriz de estados absorbentes. Cada elemento representa la
probabilidad de pasar de un estado no absorbente a uno absorbente en
un paso.

Matriz de estados no absorbentes. Cada elemento representa la
probabilidad de pasar de un estado no absorbente a otro no absorbente
en un paso.

Ejemplos de cadenas absorbentes se pueden encontrar en multiples procesos

de la realidad. Uno de los mas ilustrativos lo constituye un proceso de inspeccion
como el del siguiente problema. Supongamos que se tiene que inspeccionar una
muestra de tres piezas hasta encontrar una pieza que sea mala, con probabilidad p,
0 hasta que las tres piezas sean buenas. Los estados posibles, el grafo y la matriz de
transicion son:

ESTADOS 0 11234 5 |6

Situacion

Buenas |0|0[1|1|2|2]|3
Malas |0|1|0|1(0|1]|0
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01 2 3 4 5 6

p (-p)

e
Il

o O~ W N P O
-

Se puede observar la presencia de cuatro estados absorbentes: 1, 3,5y 6, y de

tres estados sin retorno: 0, 2 y 4.

1 3 5 6 10 2 4

_1 i -
1 e
1 |
- 1

p L (L-p)
p (1-p)
p A-p) ]

2.4.2. Determinacién de variables de interés en las cadenas absorbentes

Para los analisis que siguen se utilizaran las matrices Ay N.

Numero esperado de veces que el proceso pasa por cada estado no
absorbente antes de ser absorbido, comenzando desde el estado i no
absorbente

De acuerdo a lo visto anteriormente, cada elemento de N representa la
probabilidad de pasar de un estado no absorbente i a otro estado no
absorbente j en un paso. Luego, cada elemento de la matriz N? representa la
probabilidad de pasar de un estado no absorbente i a otro no absorbente j en
dos pasos, y en forma genérica, cada elemento de la matriz N" representa la
probabilidad de pasar de un estado no absorbente i a otro estado no
absorbente en n pasos.

Por lo tanto, el nimero esperado de veces que la cadena puede pasar por
un estado no absorbente j, habiendo comenzado en un estado genérico no
absorbente i, estd dado por:
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n,; =11 +1-N+1N?+... +1-N"+..=——
—— e - ———

al co- enun en dos enn I-N
mienzo  paso pasos pasos

Siendo lim N" =0, tendremos que:

n—o

en donde (I-N)™ es la inversa® de la matriz I-N.

Ejemplo 2.9
Dada la siguiente matriz absorbente:
0
R o
05 1
P=
0,25 . 210,25
0 0,75 3
05

Reagrupando a la matriz canénica correspondiente:

1 3 i 0 2

11 1 5

3 1

00,50 ] 0,50

2 0,75 50,25
Tendremos:

05 05
A= N =
0,75 0,25

Luego, resulta:

o Hoo e 27

Calculando la matriz inversa:

(2.36)
1 2 3
050 0,50
1

0,75

1

? La matriz inversa de una matriz cuadrada A, cominmente referida como A , es una matriz tal que el

producto A. A =1, en donde | es la matriz identidad. Una matriz tiene inversa si su determinante |A| = 0.
Existen varios métodos para invertir matrices, entre ellos el procedimiento de Gauss-Jordan.
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(1-N)" =
2(0,2857 11429

0 [1,1429 0,5714}

Por lo tanto, si la cadena comienza en el estado no absorbente 0, pasara
en promedio por ese estado 1,1429 veces, incluyendo el comienzo, y 0,5714
por el estado 2, antes de ser absorbida por los estados 1 o 3. Si, en cambio, la
cadena comienza en el estado no absorbente 2, pasard en promedio 0,2857
veces por el estado 0, y 1,1429 veces por el estado 2, incluyendo el comienzo
antes de ser absorbida por alguno de los referidos estados absorbentes 1 o 3.

b) Numero esperado de transiciones que el proceso tarda en ser absorbido:

En funcion de lo anterior, cuando la cadena comienza en un estado no
absorbente i, el numero esperado de pasos que tarda en ser absorbida es la
suma de los elementos de la fila i de la matriz (I-N)™. Por lo tanto, en forma
genérica, el nimero esperado de transiciones desde cada estado i hasta la
absorcion puede quedar expresado mediante el siguiente vector:

n=(1-N)"1 (2.37)
en donde 1 es un vector columna (1 x m), con todos sus elementos iguales a
1.
Ejemplo 2.r:

Para la cadena del ejemplo 2.q, tendremos:

(1-N)- i_0 11429 057147 [1] 0[17143
2002857 11429 | |1| 2|1,4286

Es decir que si el proceso comienza en el estado no absorbente 0, hara en
promedio 1,71 transiciones antes de absorberse. Si, en cambio, empieza en el
estado 2, tardara 1,43 pasos para absorberse.

b.1) Extension para cadenas no absorbentes

Para determinar el nimero de pasos promedio para alcanzar un estado
determinado cualquiera j, se procede de manera analoga al punto anterior,
haciendo la suposicién de que el estado j es absorbente.
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Ejemplo 2.s:

0 1 2
04 03 03
02 05 03
06 04 O

Para averiguar el nimero promedio de transiciones que se realizan hasta
alcanzar por ejemplo el estado 2 por primera vez, a este estado se lo debe
considerar como si fuera absorbente, de manera que la nueva matriz de
transicion seria:

0o 1 2

004 03 03
P=1{02 05 03
2 1

Luego, se pasa al formato candnico:
2 0 1

1/03i02 05

La matriz (I-N) es entonces:

N 1 04 03] [06 -03
| 1] |02 05| |-02 05

Yy su inversa:

(1-N)* = 0[2,08 1,25}

10,83 250

El vector n sera:

_ L - 0[208 1257 [1] [333

n= (I - N) 1 = : =
11082 250 |1 3,33

Es decir, partiendo del estado 0, el nimero de ocasiones que transcurren
en promedio antes de llegar al estado 2 es 3,33. Por su parte, si el estado



CADENAS DE MARKOV
45

inicial es 1, el nimero promedio de pasos que transcurren antes de alcanzar el
estado 2 es igual a 3,33.

c¢) Probabilidad de absorcion por cada estado absorbente

Para cada estado no absorbente i interesa conocer la probabilidad de que
el proceso sea absorbido por cada estado absorbente j. Este valor es igual a la
probabilidad de ir de i a j en un paso, mas la probabilidad de hacerlo en dos
pasos, mas la probabilidad de hacerlo en tres, y asi sucesivamente:

p(i—j) = p(i—j en un paso) + p(i—j en dos pasos) + ......
Pi—))=A+N-A+N*A+N>A+ ...

=T'A+NA+N>A+N>A + ...
=(I+N+N>+N3+...)A
Es decir,

Pi—j)=(-N)"-A
Para el ejemplo 2.q, es:
Pi—j)=(0-N)"-A=
0 2 1 3 1 3

0 {1,1429 0,5714} [0,50 }_o {0,5714 0,4286}
0,75]

- 20,2857 11429 2101429 08571

Esto significa que:

v Comenzando en el estado 0, la probabilidad de terminar en el estado 1 es
0,57 y en el estado 3 es 0,43 (aproximadamente).

v Si, en cambio, se comienza en el estado 2, la probabilidad de terminar el
proceso en el estado 1 es de 0,14 y de absorberse en el estado 3 es de 0,86
(aproximadamente).

2.5 ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE LAS CADENAS CICLICAS

Como se ha definido en 2.2.4 una cadena ciclica es aquella en la cual el proceso
pasa de un estado a otro ciclicamente segin un cierto patron de comportamiento,
cumpliéndose las siguientes condiciones:

Tiene por lo menos un ciclo (es decir, un camino cerrado entre estados de una
misma clase comunicante), y
Es posible acceder a dicho ciclo.

En el régimen transitorio (corto plazo) se puede determinar el nimero de intentos

promedio que se realizan para alcanzar el ciclo. Este célculo se puede hacer suponiendo
que el ciclo es un estado absorbente.
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Ejemplo 2.t
La siguiente cadena ciclica

O 1 2

005 02 03

P=1 1
2 1

no es ergaddica, ya que es reducible en dos clases: una clase comunicante transitoria C; =
[0] y una clase comunicante recurrente C, = [1, 2]. Esta tltima clase constituye un ciclo.

Para determinar el nimero de veces que se requieren para llegar al ciclo, se toma al
ciclo 1-2 como un estado absorbente. Luego, la matriz de transicion se transforma en:

0 (1-2)
0o [050 050
1-2 1

y Su candnica:

@-2). 0
@-2)[ 1 & 1.
0 0,50 50,50
Por lo tanto:

I-N = [1] - [0,50] = [0,50]

(1-N)" =[2]

(I1-N)"-1=[2]-i]=[2] -~ N,=2

Se requieren, entonces, 2 pasos en promedio para alcanzar el ciclo.

En el largo plazo (régimen permanente) el sistema es ciclico, y el tiempo que el
proceso pasa en cada estado del ciclo se calcula con el procedimiento ya visto para
régimen permanente. Para el ejemplo 2.t, el sistema de ecuaciones que nos permite
determinar las probabilidades de estado en régimen permanente se puede plantear
mediante el siguiente producto matricial:

05 02 1

[pO) p@) p(2)] 1{=[p(0) p) p(2)]
1 1
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cuyo resultado es:

p(0)=0
p(1) = 0,50
p(2) = 0,50

El ciclaje es comun en operaciones de maquinas, en ciertas funciones matematicas
y en algunos sistemas fisico-econémicos.
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CAPiTULO 3

CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS EN PARAMETRO CONTINUO

INTRODUCCION

Se sigue a continuacién un desarrollo andlogo al de las cadenas en parametro discreto,
definiéndose primero las probabilidades condicionales de transicién e incondicionales de
estado, y estudiandose luego el comportamiento de las cadenas regulares en el régimen
permanente.

3.1 ESTUDIO DE LAS PROBABILIDADES EN LAS CADENAS DE MARKOV
HOMOGENEAS

3.1.1 Probabilidad condicional de transicién

a) Definicion general

La probabilidad condicional de transicion es:

t>0
. . At>0
pi = p{(i,it+at)/(i,t)} ; con R (3.1)
j=0,1,2,...,m

y la matriz de probabilidades de transicion es:

0 1 ... 'k ... m
[ (AD) (At) (Ab) (A1) ]
Poo” Por~ - Pok -+ Pom
(At) (At) (At) (At)
Po”  Pay Pik Pim
pao= "l (3.2)
(At) (At) (At) (At)
K|Pko Pua P Pim
(A) (A (At) (At)
m _me pml pmk pmm_

Para esta matriz se cumplen las siguientes condiciones:
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0<pi¥<1 o Vij (3.3)
Zpi(jAt) =1 0 1=0,1,,2,....,.m (3.4)
j=0 '
conAt=0

Ademas, en el caso de parametro t continuo, las probabilidades de transicion
deben ser continuas en t = 0; es decir, deben cumplirse las siguientes

condiciones:
0 sii#]
lim p = 3.5)y (3.6
e {1 i i = j (35)y 39)
Api(jm)
1
i=]j
i ]
0 t,
Ejemplo 3.a

El siguiente es un ejemplo de matriz de probabilidades condicionales de
transicion correspondiente a una cadena de Markov homogénea en parametro

continuo con dos estados: 0y 1.

pao _|Pw’ Pu’|_[07+03e™ 03-03-e™
- &Y ~ - 017_017'e_At 0,3"‘0,7'e_At

10 pil
con At>0

Luego, para cada valor de At se tiene una matriz distinta, por ejemplo:

0
10
Para At=0 p(o) = 1
01
0 1
0,12

(05) 088 0,12
ParaAt=0,5 p 77’ = 028 0.72 0.88
' ' 0,72

0,28
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0,70 0,30 o
0 P {0,70 0,30} o7 J
0.70 0,30

b) Tasas o intensidades de transicion

Al estudiar el comportamiento de una cadena de Markov homogénea en
parametro continuo, es necesario trabajar con probabilidades de transicion
entre instantes de tiempo muy préximos. Esta situacién conduce, por la
ecuacion (3.5), a probabilidades de transicion que tienden a cero. Es decir que

cuando At —» 0 = p" = 0.

1]

Para solucionar el inconveniente de tener que trabajar con

probabilidades pfj“’ diferenciales, se introduce el concepto de la derivada de
la probabilidad de transicion entre dos estados iy j distintos en At = 0. Esta
nueva magnitud, llamada tasa (o intensidad) de transicidén, expresa la
variacion de la probabilidad de transcion entre estados diferentes de la cadena
en un intervalo At pequefio, referido a un At unitario (por el concepto de

derivada), y queda definida mateméaticamente como:

d '(‘At)
d, = {L} 3.7)
d At o

Formalmente, esta magnitud de transicion en una cadena en parametro
continuo es la magnitud equivalente a la probabilidad de transicion de un
paso en las cadenas en parametro discreto.

Para i = j el valor resultante se denomina tasa o intensidad de
permanencia en el estado i, y matematicamente es:
d plav
d“{L (3.8)
dat | o
dii
dj pEjAt)
| At

v
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Nuevamente, el conjunto de tasas de transicion y permanencia definen
la matriz de transicion D:

0 1 ...k ... m
0 doo d01 dOk dOm
le dll dlk dlm
D - “es e (3.9)

k dkO dkl dkk dk

ml

Entre las tasas de transicion y permanencia se puede establecer una
relacion analoga a la (3.4).

De (3.4): D opi =1
j=0

d > pa
LO P :|At—0 - id
j=0

[p.(.m) m
Derivando: 1 oAt=0 > diM =0
dAt i dAt 0
Luego:
Vj#i

La ecuacion (3.10) expresa que los elementos de la diagonal principal
de la matriz D se calculan como la suma de los elementos de su fila,
cambiados de signo.

Ejemplo 3.b

La matriz de tasas D correspondientes al ejemplo 3.a es:
-03 0,3
D=
0,7 -07
en la que se observa que se cumple la ecuacion (3.10).

Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov (2.13) y (2.15) es también
aplicable al caso continuo, expresandola en su forma algebraica:
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t>0
Py =2 pi P’ . con{At20 (3.11)
k=0 I = Ol 11 21 ] m
j=0,1,2,..,.m
0 matricial:
PO =P p) - (319) “
i
i At \!
t |
Ejemplo 3.c

Tomando la matriz de probabilidades de transicion del ejemplo 3.a:

o _[07+03-¢" 03-03-¢"
0,7-07-e" 03+07-¢"

Se verificara la ecuacién de Chapman (3.11 y 3.12) tomando como
ejemploi=0,j=1,t=3, At=0,5. Tendremos que:

por célculo directo:

p® =0,3-0,3-¢°=0,285
por aplicacién de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

p® =pl9 . ple 4 p29) . n09) —0,725.0,118 +0,275-0,725 = 0,285

Luego, verifica.

3.1.2 Probabilidad incondicional de estado

a) Definicién

La probabilidad incondicional:

_ t>0
p(i, 1) con 012 ..m (3.13)

y el vector de probabilidades incondicionales de estado es:
VO =[p(0,t) pLt) p21)...pk1)...p(m,1)] (3.14)

cumpliendose:
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0<p(i,t) <1 ; Vi (3.15)
ip(i,t)zl ; cont>0 (3.16)

b) Probabilidad de estado inicial
Es un caso especial de la (3.13), parat =0:

p(i,0) coni=0,1,..,m (3.17)
y el vector de probabilidades:

VO =[p(0,0) pL0) p(2,0)....p(k,0)...p(m,0)] (3.18)

¢) Ecuacion de estado

La ecuacion de estado (2.26) y (2.30) es también aplicable al caso continuo,
adoptando las siguientes formas, ya sea en cualquiera de sus expresiones

algebraicas:
_ mo t>0
p(i,t)=> p(i.0)-pf con{j_0 e (3.19.a)
i=0 =U,1 ...,
. t>0
p(j.t) =D p(i,t-At)-p{™  ; con{At=0 (3.19.b)
=0 j=0,1,...m
0 matricial:
ve.pW
v = (3.20.)
V(t—At) . P(At)

expresion genérica matricial de la ecuacion de estado para el caso continuo.

Las ecuaciones (3.12) y (3.20) permiten calcular la probabilidad de cada uno
de los estados de la cadena, en cualquier instante de tiempo t.

3.2 ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE LAS CADENAS REGULARES EN EL
REGIMEN PERMANENTE

En forma anéloga al caso discreto, el régimen permanente o estado estacionario de
una cadena de Markov homogenea en parametro continuo se obtiene haciendo tender el
parametro t a infinito, y si la cadena es regular se cumple también que el limite de la
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matriz de probabilidades de transicion P® con t— o es regular con todas sus filas
iguales e independientes del tiempo.

p(0) p@ ... p(j) .. p(m)]
p(0) p@ ... p(j) ... p(m)

lim P" =

. (3.21)
o [PO) p@) ... p() ... p(m)

[p©) p@®) ... p() ... p(m)]

y el vector de probabilidades de estado queda, de la igualdad de la ecuacion (3.20):

lim V® =v©® . lim p® =

t—>o0 t—o0

p(0) p@ ... p()) ... p(m)]
p(0) p@ ... p(j) ... p(m)

[p©O) P(O)..p(0)..pMON| o T

(p(0) p@) ... p() .. p(m)

y, por cumplirse que Z p(i,0) =1, queda:

i=0

lim V=V = [p(0) p()...p(K) ... p(m)] (3.22)

De igual forma que en el caso discreto, las (3.21) y (3.22) expresan que en una
cadena de Markov regular, luego de un tiempo t suficientemente grande sus

probabilidades de transicién pi(j‘)y de estado p(j,t) se estabilizan en valores limites
similares e independientes del estado inicial y del tiempo t, definiéndose a este estado
como regimen permanente o estado estacionario. Esta distribucion se puede determinar
mediante tres caminos alternativos:
a) mediante el limite de la ecuacion (3.21)

b) mediante la ecuacién que se deriva de la ecuacion (3.20.b) para t —

lim VO =lim V&2 = v~

t—w t—>o

Luego, tendremos:
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\VARSA VAN =1C)
Zp(j) =1
j=0

(3.23) y (3.24)

Se puede observar que, de (3.23), el vector V" de probabilidades en el régimen
permanente es constante e independiente del intervalo At que se toma dentro de dicho
régimen. Luego, de (3.23) y (3.24), conocida la matriz P se puede calcular el

vector V",

€) un camino mas practico de calculo es a partir de la matriz D. Desarrollando la (3.23):

[ (A

p%
[P(O) ... p(i) ... p(m)]- | p3°

(At)

_me

Derivando con respecto a At en At =0 es:

[p(0) ... p(i)...p(M)]-| dyq

Es decir,
V'.-D=0

Siendo, de (3.24):

[p©) p@) ... @) ... p(M)]-|

y, de (3.10):

dii :_Zdij

Vj#i

(At)

Poj

(At)

Pij

(At)

Py

(a7

pOm

(At)

pim

(At)

Pim |

=[0...0...0]

=[p(0) ... p(j) ... p(m)]

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Las ecuaciones (3.25) a (3.27) también pueden expresarse de la siguiente forma:

> p(i)-d;=0 iecuaciones

> p(i) =1

siendo, por (3.27):  d;;=->_d;

Vj#i

m +1ecuaciones (3.28) y (3.29)

Ademas, por la (3.27) la suma de los elementos de cualquier fila de la matriz D es
cero. Luego, una columna cualquiera es la combinacion lineal de las m columnas
restantes, o 1o que es equivalente, una cualquiera de las m+1 ecuaciones es combinacion
lineal de las m ecuaciones restantes, pudiéndose eliminar. Si se desecha, por ejemplo, la
Gltima ecuacion, su lugar formal en la expresion matricial (3.25) puede ser ocupado por
la (3.26), eliminando la dltima columna de D, e incorporando en su lugar el vector de
elementos uno, y reemplazando el Gltimo cero del vector de términos independientes por
un uno, quedando de esta manera integradas las ecuaciones (3.25) y (3.26) en una sola
ecuacion:

_dOO dOl pOk |
10 11 plk
0 D ...p@)...
PO P@-p® Py g1l 0.0y | (B30
A
_dmO dml dmk 1_ ®

d, = _Zdij (3.27)

Vj#i

Luego, el vector V" de probabilidades del régimen estacionario queda expresado:

(331)
y dada la estructura particular de B, V" est4 integrado por la Gltima fila de la matriz A™.

Este sistema de ecuaciones puede ser también interpretado como un sistema de
balance de flujos probabilisticos para una cadena en parametro continuo. En efecto, si
en la ecuacion (3.27) se efectda el cambio de variables j por iy k por j queda:

dj; :_Zdjk

Vk#]j
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Reemplazando en la (3.28) queda:

0= > p(i)-d;+p()-dj = D p(i)-d;—p(i)- D dj

Vi#]j Vi#]j Vk#]j

y ordenando:

D p(i)-d; =p()- D d, (3.32)

Vi#] Vk#j

Que es la extension de la ecuacion (2.35) de balance de flujos probabilisticos para
el caso de cadenas en parametro continuo.
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CaArPiTULO 4

PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN PARAMETRO CONTINUO

INTRODUCCION

Un tipo muy especial de Cadena de Markov en pardmetro continuo es el llamado proceso
de nacimiento y muerte en donde:

el estado del sistema n en un instante t queda definido por su tamafo, es decir por la
cantidad de unidades (o individuos) presentes en el sistema, en el instante t,

los eventos se dan en forma independiente y son solamente de dos tipos: “nacimientos”,
en donde la variable que representa el estado se incrementa y “muertes”, en donde el
estado decrece, y

la probabilidad de que se verifigue mas de un evento en un intervalo de tiempo muy
pequefio (tanto como para suponer que At>—0) es practicamente nula.

Los procesos de nacimiento y muerte tienen muchas aplicaciones en ingenieria,
epidemiologia, teoria de colas e ingenieria de rendimientos. Se puede utilizar, por ejemplo,
para estudiar la evolucion de bacterias, el nimero de personas con una enfermedad
determinada en una poblacién, y el nimero de clientes que estan esperando en cola para
comprar una entrada de cine.

Un caso particular de procesos de nacimiento y muerte es aquel en donde las variaciones
de estado en un intervalo de tiempo pueden ser solamente unitarias, es decir cuando la
probabilidad de que se produzca mas de un nacimiento o una muerte en un intervalo de
tiempo At infinitesimal es nula. Esto implica que el tamafio del sistema solo puede
incrementarse en una unidad, permanecer en el mismo valor, o disminuir en una unidad. Por
ello, al estado n del sistema en el instante t+At solamente puede arribarse desde el estado n-1
(si se produce un nacimiento en el intervalo At), desde el propio estado n (si no se produce
ningun nacimiento o muerte en dicho intervalo), o desde el estado n+1 (si ocurre una muerte
en At). Es decir:
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Un nacimiento

Ningln evento

Una muerte

1 At

t t+At

Considerando que, conforme al método de suma de flujos comentado, el flujo
probabilistico p; de un nodo se anula, la cadena markoviana de un proceso de nacimiento y
muerte, en régimen permanente (es decir cuando las probabilidades de estado no dependen
del tiempo), puede representarse de la siguiente forma:

Po1 P12 P23 Pn-1, n Pn, n+1
P10 P21 P32 Pn, n-1 Pn+1,n

4.1 PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE POISSONIANOS

En una gran cantidad de sistemas de procesos del mundo real, los procesos de
nacimiento y de muerte son de tipo Poisson. Para un proceso Poisson de parametro A, la
probabilidad de que se produzcan n eventos en un intervalo At esta dada por:

(7\‘ At)n . e—kAt

4.2)
n!

p(n) =
siendon=0,1,2,...yA>0.

Los procesos Poisson tienen la particularidad de que la probabilidad de que se verifique
un evento en un intervalo de tiempo muy pequefio (tan chico como para suponer que en
dicho intervalo no se puede producir mas de un de evento), es A-At, y de que no se verifique
1- A-At. Esta propiedad se justifica del siguiente modo:

De (4.2) se determina que la probabilidad de que en el intervalo de tiempo At no se dé
un evento es:

)= (r At)o e N

p(0 ol =e (4.3)

y la probabilidad de que se verifique:
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=LAt g7 (4.4)

pry= AN e s 2

Tomando un periodo de tiempo At suficientemente chico para que en ese intervalo no se
pueda producir mas de un evento (o de manera tal de suponer que At* ~ 0), tendremos que:

p(0) +p(1)=1
e MM LAt e M =1
e (14 LAL) =1

o _ 1
1+ A At
Multiplicando y dividiendo el segundo término por (1- 1At):
AAL 1-AAt 1-AAt

- = =1-LAt
(L+1AL).(L-LAL) 12 —(LAL)?

Luego, considerando (4.3), tendremos que
p(0) =1-A At
y, por lo tanto
p(1) = LAt (4.6)

Llamando ahora:

An : NUmero promedio de ingresos al sistema por unidad de tiempo cuando el estado del
mismo es n.

Un - Namero promedio de egresos del sistema cuando el estado del mismo es n.

tendremos que, en un proceso de nacimiento y muerte de eventos poissonianos, para un
periodo de tiempo infinitesimal At y para un estado n determinado:

Probabilidad de que haya un nacimiento = 1-A,-At (4.5)
Probabilidad de que no haya un nacimiento = 1-A,-At (4.6)
Probabilidad de que haya una muerte = p,-At 4.7)
Probabilidad de que no haya una muerte = 1-p,-At (4.8)

En estas condiciones, la representacion grafica de la cadena markoviana, para
nacimientos o muertes unitarias, es:

Ao At A1 At A2 At An1 At An At
u, At u, At p, At p At u,, At

Balanceando los nodos tendremos:
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Nodo 0: p(1) = p(0)~£

Ny

Nodo1l: p(2)= M p(1)

Ko

Nodo 2: p(3)=—%-p(2)

W3

y, para un estado genérico n, la ecuacion de estado en régimen permanente es:

Nodon: |[p(n)=p(n-1) R para Vn>1 (4.9

n

La expresion (4.9) es una ecuacién generativa, en donde la probabilidad del estado n+1
se determina a partir del estado n.

D p(n) =1 (4.10)

en donde N es el tamafio maximo de individuos admitido por el sistema.

Tal como puede observarse en las ecuaciones de balance de nodos arriba desarrolladas,
los At se simplifican y, en consecuencia, en lugar de las probabilidades de transicion, se
pueden tomar directamente las tasas de transferencia, como también se explico en el capitulo
3 para Cadenas de Markov en parametro continuo. En resumen, la cadena de nacimiento y
muerte podria expresarse del siguiente modo:

Ao M Ao An-1 An
Ha H2 Hs Hn Hn+1

Cabe mencionar que si el sistema esta vacio la tasa esperada de egresos es nula, es decir
Mo = 0.

Los sistemas en donde el espacio de estados es finito (es decir, N finito) se pueden
solucionar resolviendo el sistema de N ecuaciones simultineas, constituidas por N-1
ecuaciones (4.9) y por la ecuacion (4.10).

En los sistemas que admiten infinitos estados (es decir, N infinito) se requiere
determinar la probabilidad de que el sistema esté sin unidades p(0) para poder aplicar luego
la expresion (4.9) a fin de determinar en forma generativa el resto de las probabilidades. Por
supuesto que este método es también aplicable a sistemas de espacio de estados finitos. Para
hallar p(0), despejando la probabilidad de cada estado en funcion de p(0):

p() = p(0) ﬁ

p(2) =—-p(1) = —=—=-p(0)

M, Hz My
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A IRV RYY
p(3) ==%-p(2) =—=——2-p(0)
M3 Mz My -y
y, para un estado genérico n, la ecuacion de estado de régimen permanente es:
xn—l . 7Ln—l
p(n) =p(n-1)- =L = H—-p(O) para V n>1 (4.11)
n 1 n

Luego, combinando (4.9) con (4.10), se puede obtener la expresion de la probabilidad de
que el sistema se encuentre sin ninguna unidad.

1 1
p(o) = N = N n }\/
1+>p(n) 1+ > [[7=-p(0)
n=1 n=1 i1 Hi (412)

En los sistemas en donde el espacio de estados es infinito (esto es cuando se admiten
infinitas unidades) una condicidn necesaria para que exista la distribucién estacionaria es que

o N 7"n—1 .
2« (4.13)

n=1 i=1 Hn

Ejemplo 4.a

Un pequefio supermercado tiene un garage para 10 automdviles. Los clientes arriban,
conforme a un proceso Poisson cada 5 minutos y tardan en promedio 30 minutos en efectuar
la compra y salir del garage, también seglin un proceso Poisson.

La tasa de ingresos al garage, para un estado n, es igual a la tasa de arribos por la
probabilidad de que el garage no esté completo. Por otra parte, para una cantidad n de autos
en el garage, cabe esperar que la tasa de egresos sea igual a la frecuencia con que cada
automovil utiliza el garage (1/p) multiplicada por n.

A = A para0<n <10
"o paran =10
0 paran =0

P2 nn paral<n<10

La ecuacion de estado en régimen permanente es, entonces:

p(n) = p(n—1)
n-u

Planteando el sistema de 10 ecuaciones (constituidas por 9 ecuaciones de estado y la
ecuacion de colectividad exahustiva de las probabilidades), y tomando como parametros:
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2 = 1_ au_to 12 autos
5 min h
1 auto autos
H = —_— = 2
30 min h
tendremos:

V" = [0,0026; 0,0156; 0,0467; 0,0932; 0,1398; 0,1678; 0,1678; 0,1438; 0,1079;
0,0719; 0,0431]

El nimero promedio de autos que ingresa al garage por hora es
A-[1-p(10)]=11,4823

Este valor, multiplicado por el tiempo promedio de permanencia de cada auto en el garage
(0,50 h), nos da el nimero de autos que, en promedio, se encuentran en el garage: 5,7411.

Ejemplo 4.b

A un depdsito comercial con atencion permanente arriba un proveedor en promedio cada
6 horas, segun una distribucion exponencial. En cada reparto, el proveedor entrega una sola
unidad del producto en cuestion (o, dicho de otra forma, llegan al deposito 4 unidades por
dia, conforme a una distribucién Poisson). El deposito tiene una capacidad maxima de
almacenamiento de 3 unidades. Si el deposito estd completo en el momento del arribo de una
unidad, dicha unidad no se adquiere.

Se demanda una unidad de este producto cada 4 horas, también conforme a una
distribucion exponencial (o, dicho de otra forma, la demanda del producto es de 6 unidades
por dia, conforme a una distribucion Poisson). Si el producto no se encuentra en existencia en
el momento de ser requerido por los compradores, la venta se pierde.

Es un proceso de nacimiento y muerte unitario. Tendremos que la tasa de llegadas del
producto al depdsito para los distintos estados es:

o A paran=0,1, 2
" l0 paran=3
0 paran=0

o = nw paran=123

siendo A =4 unidades/dia y p = 6 unidades/dia.
La Cadena de Markov es:

En régimen permanente, las probabilidades de los distintos estados se pueden
determinar resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas:
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P =p(0)-*
u
p(2) = p)
u
@ ="p(2)
u

p(0) +p@) +p(2) +p3) =1
cuyo resultado es:
V= [0,4154; 0,2769; 0,1846; 0,1231]

Otra forma, es determinando primero la probabilidad de que no haya ningtn producto en
el depdsito, a partir de la (4.12):

1 1 1
p(0) = —

143 1+ T p) 1+Mm {”j
n=1 n=1 i1 M po\p n

y luego aplicando (4.9) para determinar el resto de las probabilidades.

- =0,4154

Ejemplo 4.c

Suponiendo que el depdsito del ejemplo 4.b no tiene restricciones de tamafio,
tendriamos:

A, =2\ vn

{O paran =0
Uy =
w paran >0

Aplicando (4.12) tendremos que:

p@) = p(0)-*
1

@ =" p@) =[§j p(0)
i m

p@) =2 p(2) = m p(0)
m M

y, en forma genérica:

p(n) = [ﬁj p(0) (4.14)

Ademas:



66 CADENAS DE MARKOV

0 0
Despejando:
1

p(0) =

i[ljn
n=0 \ M

Para que se verifique (4.13), la razén A/u de la serie geométrica del denominador debe
ser menor a 1. Desarrollando la serie:

0(0) =1-* — 03333
n

Luego, aplicando (4.14) tendremos, por ejemplo:
p(1) = 0,2222

p(2) =0,1481, etc.

Ejemplo 4.d

Supondremos ahora que el proveedor del ejemplo 4.b en cada reparto entrega de a dos

unidades o ninguna (en el caso de que no haya lugar en el depdsito para las dos). En este caso
el proceso de nacimiento es de tipo “batch”.

Este ejemplo sera resuelto balanceando, por ejemplo los nodos 0, 1 y 3 para resolver el
sistema de ecuaciones siguiente:

p(0)-A=p@)-p

PA)- (A +1)=-p(2) -1
P -u=p@)- 2

p(0) +p@) +p(2) +p(3) =1

Cuya solucion es:

V"=[0,3103; 0,2069; 0,3448; 0,1379]

4.2 SISTEMAS DE ESPERA

Los sistemas de espera, también llamados de cola, tales como los de prestacion de
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servicios a clientes de cualquier naturaleza, son sistemas que estan constituidos por canales o
servidores que prestan un servicio determinado y por clientes que pueden estar recibiendo el
servicio en los canales o bien esperando ser atendidos en una cola.

Los clientes, que generalmente provienen de una poblacion externa, pueden ingresar al
sistema, y en tal caso seran atendidos inmediatamente si hay algun canal disponible, o
tendrén que esperar a que se desocupe algin canal para poder comenzar el servicio. Cuando
un canal se libera, con algun criterio previamente determinado se selecciona a algun cliente
para atender entre todos los que estan esperando (por ejemplo, al cliente que ingresé primero
al sistema). Una vez completada la atencion, los clientes se retiran (egresan) del sistema.

El estado de estos sistemas queda definido por la cantidad de clientes que se encuentra
en ellos en un momento determinado.

La capacidad del sistema, es decir el nimero méximo de clientes que puede residir en el
mismo, puede ser limitada o ilimitada.

En consecuencia, los sistemas pueden ser estudiados como procesos de nacimiento y
muerte en donde un nacimiento esta dado por un ingreso de un cliente al sistema y una
muerte por un egreso de un cliente del sistema.

Cuando los arribos de los clientes son procesos Poisson (es decir, cuando el intervalo
entre arribos de clientes es una variable aleatoria con distribucion exponencial) y cuando los
servicios también son de tipo Poisson (es decir, cuando la duracion del servicio es una
variable aleatoria con distribucion exponencial), para el régimen permanente se pueden
aplicar las ecuaciones (4.9) y (4.10) para calcular las probabilidades de que el sistema se
encuentre en un estado determinado.

La determinacién de las probabilidades de estado permitird calcular los valores
promedio de una serie de variables caracteristicas que miden la eficiencia del sistema, tales
como la longitud de la cola, el nimero de clientes dentro del sistema, tiempo de espera,
tiempo de permanencia dentro del sistema, porcentaje de ocupacion de los canales, etc.

4.2.1 Sistemas de capacidad infinita

Suponiendo un sistema sin restricciones de capacidad, con M canales similares de
atencion, dispuestos en paralelo, y en donde todos los clientes que arriban al sistema intentan
ingresar independientemente del estado (es decir, no son impacientes), tendremos:
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SISTEMA

A=A Y n.

0 paran=0
m,=qN-p paral<n<M
M-u paran>M

En estas condiciones la ecuacion (4.9) queda:

n

p(n) = -p(0) paran<M

ntu"

n

A
p(n) = i M p(0) paran=M

que, conjuntamente con (4.10) permiten resolver el problema:
1

S i) S 2l

p(0) =

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Dado que esta probabilidad debe estar acotada en un valor comprendido entre 0 y 1, el
denominador debe tomar un valor mayor o igual a uno y finito. La primera de las series tiene
convergencia, por ser una serie finita, mientras que la segunda serie converge si se cumple

que:

A
M-

<1

Es decir:
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b M (4.20)

0

En estas condiciones, desarrollando la segunda serie del denominador, la ecuacion
(4.19) queda:

1

P(0) = ; M (4.21)
yi M LA 3
ion! p p) (M=DM-p-2)
En particular, para sistemas de un solo canal tendremos que la (4.16):
0 paran=0
Hy = (4.22)
v paran>1
Por lo que la (4.18) queda:
}\‘ n
p(n) {ﬂ -p(0) (4.23)
y la (4.19):
A
p(0)=1-— (4.24)
il

4.2.2 Sistemas de capacidad limitada

Para los sistemas de capacidad limitada a un nimero maximo de individuos igual a N,
dado que la probabilidad de que un cliente ingrese al sistema cuando el mismo esta completo
es cero, las ecuaciones (4.15) se transforman en:

Xn:{k paran=0,12,... N-1 (4.25)
0 paran=N
Luego, para los sistemas de varios canales en paralelo, la expresion (4.19) queda:
1
|o(0)—M_11 U (4.26)
— | — _|_ - . [

o n! (uj Ml 55 (M -uj

y desarrollando la segunda serie del denominador:
1

p(0) = (4.27)

Mz_lll‘(xJn-'-[xJM 0 ‘[1_ N JNMH
ot (u p) (M=-HHM-p-2) M-

que, reemplazada en (4.13) y (4.14) nos permite determinar la probabilidad de cualquier
estado.
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Para los sistemas de un solo canal, tendremos que la (4.26) se transforma en:

1

p(0) =—t+ (4.28)

7\‘ N+1
af
88

la que, reemplazada en (4.18) permite obtener la probabilidad de cualquier estado.

Los problemas de capacidad limitada, con un nimero pequefio de estados pueden
resolverse sin acudir a las expresiones cuantitativas (4.26) a (4.28), resolviendo directamente
la cadena markoviana.

Ejemplo 4.e:

Para un sistema de colas de un solo canal y que admite un solo lugar de espera, con
procesos de arribo de clientes Poisson (con media A=8 cl/h) y de servicio de clientes en el
canal también Poisson (con media u=10 cl/h), se determinaran las probabilidades de estado
en régimen permanente.

La representacion grafica de este sistema de colas es la siguiente:

Tendremos:
\ = A paran=0,1
" |0 paran=2

y, dado que se trata de un sistema con un solo canal de atencion tendremos que
0 paran=0
o = p oparan=12

Las probabilidades de que un cliente que arriba al sistema ingrese en él y de que un
cliente que se esta atendiendo en el canal egrese del sistema, en un intervalo de tiempo de
tiempo At muy pequefio (tanto como para suponer que no se puede producir mas de un
evento) estan dadas, respectivamente, por:

p(ingreso) = A At
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p(egreso) = p,-At
dado que los procesos son poissonianos.
En consecuencia:
v Si el sistema se encuentra en el estado 0, tendremos que:

. la probabilidad de que se mantenga en el mismo estado O en un intervalo de
tiempo At (muy chico), correspondiente a un paso del proceso markoviano, sera
igual a la probabilidad de que no haya ningln ingreso, es decir:

p(0,0) = 1-1-At
mientras que

. la probabilidad de que pase al estado 1 es la probabilidad de que haya un ingreso,
0 sea:

p(0,1) = A-At.

v Si el estado es 1, tendremos que
. la probabilidad de pasar al estado 0 es igual a la probabilidad de que en ese intervalo
se produzca un egreso (u-At) y ningan ingreso (1-A-At):
P(LO) = p-At-(1—A-At)=p- At
dado que el intervalo At es lo suficientemente chico como para suponer que At? es
igual a cero.

. la probabilidad de permanecer en el propio estado 1 es igual a la probabilidad de que
no haya ningun ingreso ni ningun egreso

pL) =(@—p-At)-L-A-At)=1—p-At—L-At

y

. la probabilidad de pasar al estado 2 es igual a la probabilidad de que haya un ingreso a
la vez que no se produzca ningun egreso:

p(L2) =1-At-(1—p-At)-(L—A-At)=2A- At
Finalmente,
v" Si el estado del sistema es 2:

« la probabilidad de pasar al estado 1 en un paso es igual a la probabilidad de que se
produzca un egreso

p(21) =p-At

y

. la probabilidad de permanecer en el mismo estado 2 es igual a la probabilidad de que
no se produzca un egreso:

P(2.2) = (1-p-At)

En definitiva, la matriz de transicion para el sistema serd la siguiente:
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0 1 2
01-X-At A-At
P=1| p-At 1-A-At—p-At A-At
2 u- At 1-p-At

En régimen permanente se cumple que:

1-A-At A-At
PO p® p@]| w-At 1-r-At-p-At a-At [=[p(0) p@®) p2)]
Q- At 1-p-At

Realizando el producto matricial de dos vectores tendremos:
« p(0)-(1-2-At)+p(D)- - At = p(0)
P(0)—p(0)-%-At+p(1)-p-At—p(0) =0
—pO)-A-At+p()-n-At=0

p@) = p(0)-*
u

« PO)-A-At+p(2)-(1-p-At)=p(2)
p()-A-At+p(2) —p(2) - - At = p(2)

p@) =p@®)-*
v

p(2) = p(0) (&]
[

Considerando ahora la ecuacion correspondiente a la suma de las probabilidades,
tendremos:

. p(0)+p@M) +p(2) =1

xZ

i

p(0) + p(0) -§+ p(0)-

2
p(O)-[1+&+k—2}:l
Hou



CADENAS DE MARKOV 73

Como hemos podido observar, los valores de At se simplifican al plantear las ecuaciones
de estado para el régimen permanente, por lo que se podrian obviar al formular los planteos
de las probabilidades de transicion.

Teniendo en cuenta las consideraciones expuestas en el capitulo 2, el sistema de
ecuaciones linealmente independientes del problema pudo haberse generado directamente a
partir del producto matricial:

1-A A 1
[pO) p@®) p@]| & 1-A-p 1|=[p(0) p@) 1]
u 1

Finalmente, se podria haber arribado al mismo sistema de ecuaciones, ain en forma mas
sencilla, aplicando el método de suma de flujos:

1-LAt-uAt
uAt nAt

A
+ NODOO: pO)-A=p@-u = pB)=PO-
) A %
- NODO2 p(2)-p=p@- 2 = p@=p@) N |0(0)-u—2
. SUMA:  pO)+pM+p@)=1 =  p(0)= xl 7&
1+ —+—
pop
Para los datos del problema (»=8 cl/h y u=10 cl/h), tendremos el siguiente resultado:
1
0)=———=0,4098
P(O) 1+0,8+0,8

p(d) = p(0)- 0,8 =0,3278
p(2) = p(0)-0,8% = 0,2623
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4.2.3 Sistemas con distintas velocidades de atencidn:

Suponiendo un sistema de dos canales (A y B) con diferentes velocidades de atencion
(Ua Y MB), en el cual los clientes desconocen cual de los dos canales es méas rapido, sin
restricciones de capacidad y sin impaciencia, tendremos que la cadena markoviana es la
siguiente:

Balanceando los nodos, tendremos:

Nodo O: P(LA) -p, +p(B)-pg = p(0) -2 (4.29)
Nodo 1A: PAA) (A +p, ) =p(0)-A/2+p(2)- g (4.30)
Nodo 1B: P@B)- (A +pg)=p(0)-1/2+p(2)- 1, (4.31)
Nodo 2: P(A) - A +p(B) - A =p(2)- (1 + 1) (4.32)
Nodo 3: P(2)- 2 =p(3)- (1a +1e) (4.33)
Nodo 4: P3)-A=p(4)- (1n +1g) (4.34)

y, continuando de esta manera y, por el principio de induccién completa, para un n > 2,
tendremos:

Nodo n: ‘p(n -1)-A= p(n)'(uA +MB)‘

(4.35)
La ecuacion adicional que se plantea es la de colectividad exhaustiva:
> p(n) =1
0
que se puede desagregar de la siguiente forma:
p(0) +p(A) +p(B) + > p(n) =1 (4.36)
2

Para calcular la expresion de la sumatoria, se sabe que, en régimen permanente, la tasa
de egreso de clientes del sistema debe ser igual a la tasa de ingreso:

{p(lA) +ip(n>]uA {paB) +ip(n)}-us ) (4.37)
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DUA) 1, + 3 p(N) fn +P(B) g + 3 p(N) - 11p =
pO) A+ p(M) - (i, +115) =2 (4.38)
3p(0) - (1p + 115 ) = A [L= p(0)]
> A
=—=% _i-p(0
gp(n) i) L-p©@]
Reemplazando esta expresion en (4.31):
p(0) + pUA) + pIB) + — [l p(0)]=1 (4.39)
(HA "‘P-B)

En resumen, se pueden determinar las ecuaciones de estado, entonces, resolviendo
primero el sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas constituido por (4.39), y 3 ecuaciones
seleccionadas de (4.29), (4.30), (4.31) y (4.32). Luego, aplicando la ecuacién generativa de
probabilidades de estados (4.35), se calcula el resto de las probabilidades de estados.

Ejemplo 4.f

Suponiendo un sistema en régimen permanente de dos canales A y B, sin restricciones
de capacidad y sin impaciencia, al que arriban en promedio 5 clientes/hora, conforme a un
proceso Poisson, con velocidades de atencion, segin procesos Poisson, de pa = 15
clientes/hora y ug = 10 clientes/hora, resolviendo el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas arriba indicado con el sistema LINGO, tendremos:

LAMBDA = 5;
MUA = 15;

MUB = 10;

p0 + p1A + P1B + LAMBDA/(MUA + MUB)*(1-P0)=1;
P1A* MUA + P1B * MUB = PO * LAMBDA;

P1A * LAMBDA + P1B * LAMBDA = P2 *(MUA + MUB);
P1B* (LAMBDA+MUB) = PO * LAMBDA/2 + P2 * MUA;

El resultado de este sistema de ecuaciones es:
p(0) = 0,6575342

p(1A) = 0,1095890

p(1B) = 0,1643836

p(2) = 0,0547945

Luego, aplicando (4.35), el resto de las probabilidades seran:
p(3) = 0,0109589
p(4) = 0,0021918



76 CADENAS DE MARKOV

p(5) = 0,0004384, etc.

Para el caso de que el sistema estuviera limitado a una cantidad de clientes igual a N,
por tratarse de un sistema de una cantidad finita de estados, no es necesario hacer uso de la
ecuacion (4.34).

Ejemplo 4.9:

Suponiendo que el problema del ejemplo 4.f puede admitir un méximo de 3 clientes,
tendremos que la representacion de la cadena es:

Balanceando los nodos con los flujos probabilisticos, se determina el sistema de
ecuaciones lineales:

Nodo 0:  p(LA) -y, +Pp(B) -t = p(0) -1
Nodo 1A: p(A)-(A+p,) =p(0)-05-1+p(2)
Nodo 1B: p(B)-(A+pgz)=p(0)-05-1+p(2) -p,

Nodo3:  p@)- (s + 1) =P(2) -1
Suma:  p(0) + p(LA) + p(1B) + p(2) + p(3) = 1

La solucidn correspondiente a este sistema de 5 ecuaciones con 5 incdgnitas es:

p(0) 0,6593407
p(1A)  0,1098901
p(1B)  0,1648352
n(2) 0,0549450
p(3) 0,0109890

En los casos anteriores se ha considerado que los clientes no tenian experiencia en el
funcionamiento del sistema. Sin embargo, si un cliente conoce el hecho de que un canal
atiende mas rapidamente que el otro, cuando encuentre que ambos canales estan desocupados
seleccionara el més rapido. Suponiendo, por ejemplo, que el canal A atiende a una velocidad
mayor que la del B, la representacion grafica de la cadena del sistema de capacidad infinita
sera:
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Balanceando los nodos, tendremos:

Nodo 0:  p(1A) -, +Pp(B)-pg =p(0) A
Nodo 1A: p(LA) - (A +1,) = p(0) - A +p(2)- g
Nodo 1B: p(1B)- (A + g ) = P(2)- i

Nodo 2:  p(A)-A+p(B)-1=p(2)- (s +1g)
Nodo3: p(2)-A=p@d)- (s +Hs)

Nodo 4:  p(3)-A=p(4)- (i, +1g)

y, en forma genérica, para un n > 2, tendremos:
Nodon: p(n—=1)-1=p(n)- (i, +pe)

La ecuacion adicional que se plantea es la de colectividad exhaustiva:

3 p(n) =1

que se puede desagregar de la siguiente forma:
p(0) +p(1A) + p(IB) + > _p(n) =1
2

Para calcular la expresion de la sumatoria, se sabe que en régimen permanente la tasa de
egreso de clientes del sistema debe ser igual a la tasa de ingreso:

{p(lA) +ip<n>]uA {paB) +ip(n)]us )
PAA) -1, + 3 p(N) 11, +PAB) 1y + 3 p(N) 11y =2

STP(0) - (tn +1s) +PAA) -1, +P(B) -ty =2

ip(n)-(uA +ug)+p0)-A =2
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Luego:
p(0) + p(1A) + p(1B) + 1-p0)]=1

Ha T Ug
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INTRODUCCION

En el capitulo anterior se mostraron algunos ejemplos con relacién a problemas de
colas, que constituyen una de las aplicaciones mas utilizadas de las Cadenas de Markov. En
el presente capitulo se expondran otros ejemplos en diferentes ambitos de aplicaciéon pero
enfocados a problemas de ingenieria industrial y ciencias empresariales.

CAPITULO S

APLICACIONES

5.1 APLICACION COMERCIAL (“Brand Switching”)

Considerar que en un mercado particular de computadoras personales laptop solo
hay tres modelos disponibles: C, Ay S. Las compafiias fabricantes de cada computadora
tienen los siguientes datos con respecto a compras de clientes.

Siguiente compra
MARCA
ACTUAL % que compra % que compra % que compra
A 40 30 30
S 20 40 40

1. ¢Cual es la probabilidad de que un poseedor de una C tenga una A dentro de dos

compras?

2. ¢Cual es la probabilidad de que el duefio de una A siga con una A dentro de dos
compras, y cuél en tres compras?

3. A largo plazo ¢cual es la probabilidad de que un cliente compre cada una de las

tres marcas?

4. Determinar el nimero esperado de compras antes de que el ahora duefio de una

C adquiera una S.

Resolucidn:

La matriz de transicion en un paso del problema es:
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C A S
c|0,20 030 0,50
P=A|040 0,30 0,30
$|0,20 0,40 0,40

y el grafo correspondiente:

1. Para un cliente actual de C, el vector de transicion en dos pasos, aplicando la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov, es:

cC A S
0,20 030 0,50

V@ =Vv®.P=[0,20 030 050]-040 030 030|=[0,26 035 0,39]
0,20 0,40 0,40

Luego, la probabilidad de que tenga una computadora marca A luego de dos pasos
es p&, =0,35.
Otra forma, de hallar esta probabilidad es a partir del cuadrado de la matriz de
transicion:
C A S
C|026 035 0,39
P?=A|026 033 041
S(0,28 0,34 0,38

2. De la matriz P? se observa que la probabilidad de que un cliente poseedor de una
computadora A en la actualidad siga con una de la misma marca luego de 2 compras es
del 33%. Para hallar, la probabilidad de que, al cabo de 3 compras, siga teniendo una A,
podemos aplicar Chapman-Kolmogorov:
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0,20 030 050
VO =v?.p=[026 033 041]-/040 030 030|=[0,266 0341 0393]
0,20 0,40 0,40

o también, con la matriz en tres pasos P® = P;
C A S

C|0,270 0,339 0,391
P®=A[0,266 0,341 0,393
S[10,268 0,338 0,394

Dicha probabilidad es, entonces, 34,10%.

3. Para hallar el porcentaje de participacion en el mercado de cada una de las tres
marcas, aplicamos el producto matricial para régimen permanente:

0,20 0,30 1
[P(©) p(A) p(©)]|040 030 1|=[p(C) p(A) 1]
0,20 0,40 1
que nos lleva a un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas, cuya solucién es la
siguiente:
p(C) = 0,268
p(A) = 0,339
P(S) = 0,393

Al mismo resultado, por supuesto, se habria arribado a partir del planteo de
ecuaciones gue surge del método de suma de flujos.

4. Para hallar el nUmero de compras que se requiere para que el duefio de una C
pase a una S, debemos convertir al estado S en un estado absorbente:

C A S
C(0,20 0,30 0,50
P=A|040 0,30 0,30
S| 0 0 1

Luego se formula la forma canonica de la matriz P:
C A

P=C|050 0,20 0,30
A[030 1040 0,30
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En consecuencia:
_N < 1 0,2 03 _ 08 -03
| 1| |04 03| |-04 07

Calculamos, entonces (I—N)™, por ejemplo por Gauss Jordan:

0,8 -0,3
-0,4 0,7
1 -0375 1,25 0
0 0,55 0,5 1
1 0 1591 0,682

1 0,909 1818
Luego:

4 | 1591 0,682

(I-N)* =

0,909 1818

o Al 1591 0,682 |1 B 2,273
C|l0909 1818 |1] |2,727
Entonces, el namero promedio de compras que transcurre hasta que el propietario
actual de una C adquiera una S es 2,273.

5.2 PLANEAMIENTO DE PERSONAL

Una firma de ingenieros realiza un estudio de niveles de categoria para proveer
promociones adecuadas en el momento oportuno, controlar el pago de haberes, analizar
necesidades de empleo, etc. Las categorias de los profesionales de la firma son JR
(junior), SS (semi-senior), SE (senior), AS (asociado) y SO (socio). En base a datos
historicos se espera que, anualmente, la proporcion de empleados de cada categoria que
se dan de baja por renuncias, despidos, jubilaciones o fallecimientos sea el siguiente:
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RE DE U FA
JR | 1377% | 15,55% 3% 1%
SS | 12,5714% | 10% 4% 2%
SE| 13% 6,66% 5% 2%
AS 5% 2% 10% 3%
SO 15% 5%

Actualmente hay 103 ingenieros en la firma (45 JR, 28 SS, 15 SE, 10 AS, 5 SO), y
la politica de la firma es tomar solamente ingenieros junior.

1. Averiguar qué cantidad de ingenieros deberan contratarse y qué cantidad
deberan promoverse en cada categoria para mantener los niveles estables.

2. Determinar cudl es el tiempo de permanencia promedio de un empleado en la
compafiia (indice de rotacion).

3. Calcular la probabilidad de que un empleado que recién ingresa a la firma llegue
a la categoria de socio, y la probabilidad de que sea despedido.

Resolucidn:

1. Dado que de las causas de bajas interesa determinar solamente los empleados
que dejan la empresa por despidos, se puede agrupar a los estados de bajas solamente
en dos clases: DE (despidos) y OB (otras bajas). Estos estados son, obviamente,
absorbentes.

En primer lugar se deben calcular las probabilidades de transicion de una categoria
a la superior siguiente, que llamaremos:

Pso: probabilidad de que un asociado sea promovido a socio en un afio,
Pas: probabilidad de que un senior sea ascendido a asociado en un afio,
Pse: probabilidad de que un semi-senior sea promovido a senior en un afio, y

Pss: probabilidad de que un junior sea ascendido a semi-senior en un ario.

Para ello, se determina primero el flujo probabilistico de cada nodo.
Analizando el nodo de socios SO:
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(5
© O

0,80 0,20

Actualmente hay 5 socios. EI 20% de ellos (es decir 1 socio) abandona la empresa
por afio, y el resto (80%) permanece como socio. De manera que debe promoverse 1
asociado (AS) a categoria de socio por afio, es decir 1 sobre 10. Luego, p., = 0,10.

Analizando ahora la parte de la cadena vinculada con el estado AS:

Para mantener la cantidad de 10 asociados, teniendo en cuenta que abandonan esta
categoria un total de 3 ingenieros (1 pasa a socio y 2 abandonan), se deben promover
de la categoria inferior (SE) también a un total de 3 ingenieros, es decir 3 sobre 15.
Luego, p,¢ = 0,20. EI 70% permanece en la categoria.

Pasando ahora al nodo SE, tendremos:
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Se deben promover, entonces, 7 semi-senior por afo, es decir 7 en 28. Luego, la
probabilidad de que un semi-senior promocione a categoria senior es p.. = 0,25.

Por su parte, analizando el nodo SS:

Dado que hay 28 semi-senior, de los cuales 5,2 abandonan (18,57%), 2,8 son
despedidos (10%) y 7 son promovidos a la categoria superior (25%), se deben ascender

15 ingenieros junior; es decir p. = 0,33.

Finalmente, analizando el nodo JR:
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De los 45 junior, 8 abandonan la firma (17,77%), 7 son despedidos (15,55%), y 15
son promovidos (33,33%) anualmente. Esto significa que 15 de ellos se mantiene en la
categoria de junior (33,33%) y, para mantener la misma dotacién, se deben contratar 15
ingenieros para esa categoria por afio.

2. La matriz de transicidn, en su forma candnica, serd entonces:

OB
OB 1

La matriz I-N es:

DE JR

'_\

(6]

a1

(o))
.

10,6667 —0,3333
0,5357
I-N=
y su inversa:
[1,5000 0,8714
1,7431
(1-N)" =

SS

SE

0,3333 0,3333

0,4643 0,2500

—0,2500
0,4667

0,4668
0.9337
21427

0,5333

—-0,2000
0,3000

0,3112

0,1556 |
0,6225 0,3112
1,4285 0,7142
3,3333 1,6667
5,0000

AS SO

0,2000
0,7000 0,1000
0,8000 |

~0,1000
0,2000 |

Para calcular el indice de permanencia en la firma para un ingeniero recién

ingresado:
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[1,5000 08714 0,4668 0,3112 01556 ] [1 _?@_
17431 0.9337 0,6225 03112 | |1 3,6105
21427 14285 10,7142 |-|1|=|4,2854

1

1

=]
Il

3,3333 16667 5,0000
5,0000 5,0000 |

Es decir, 3,305 afios. Por su parte, observamos que un empleado recién promovido
a la categoria de semi-senior permanecerd, en promedio, 3,6105 afios, mientras que los
tiempos esperados para los ascendidos a las categorias de senior, asociado y socio,
seran 4,2858, 5 y 5 afios, respectivamente.

3. Para determinar la probabilidad de que un empleado que recién ingresa llegue a
la maxima categoria (es decir, de socio) se debe considerar el estado SO como un
estado absorbente:

OB DE SO JR SS SE AS

OB 1
DE 1
SO 1

1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
[}
g R e P P
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
1

JR | 01778 0,1556 0,3333 0,3333

Ss | 0,1857 00,1000 0,4643 0,2500

SE | 0,2000 0,0667 0,5333 0,2000
AS|[01800 0,02 0,000 0,7000 |

La matriz (I-N) sera:

0,6667 —0,3333
0,5357 —0,2500

(1-N)=
0,4667 —0,2000
0,3000
y su inversa:
15000 0,9333 0,5000 0,3333
(1-N)" = 1,8667 1 0,6667

21427 11,4285
3,3333
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Luego, el producto (1-N)™-A sera:

15000 0,9333 0,5000 0,3333 | | 01778 0,1556 0,5911 0,3667 0,0333
18667 1 0,6667 | | 0,1858 0,1000 10,6667 0,2667 0,0667
21427 1,4285 | | 0,2000 0,0667 10,6857 01715 0,429

3,3333 | | 01800 0,0200 0,000 | |0,6000 0,0667 0,3333

En consecuencia, la probabilidad de que un ingeniero junior recién ingresado sea
dado de baja por renuncia, jubilacién o fallecimiento es del 59,11%, la probabilidad de
que sea despedido es del 36,67% y de que alcance la maxima categoria (socio) es de
3,33%.

5.3 GESTION DE INVENTARIOS

La demanda semanal de un repuesto en un proceso productivo tiene la siguiente
distribucion de probabilidad:

d | p
0| 06
1|03
2 | 01
>3| 0

Si el stock inicial es de 3 unidades, y la observacion del nivel de inventarios se
realiza al finalizar cada semana:

a. ¢Cual es la probabilidad de que al cabo de dos semanas se haya agotado el
stock?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que al cabo de cuatro semanas haya dos 0 mas de
dos repuestos en stock?

c. Determinar el numero promedio de semanas que transcurren hasta agotar el
stock.

d. Calcular el costo total de almacenamiento para cada ciclo de compra, si el costo
unitario semanal es de $10.

Llamaremos:

So: ninguna unidad en stock al finalizar una semana
S:: una unidad en stock al finalizar una semana

S,: dos unidades en stock al finalizar una semana

Ss: tres unidades en stock al finalizar una semana

La matriz de transicion es:
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S, S, S S,
s,[06 03 01
5. S 06 03 01
S, 06 04
S 1

o

y la representacion gréfica:

0,3

" S, 0,6

04

Los estados Ss, S, y S; son transitorios. El estado Sy es absorbente.

a) El estado actual es S;. Para hallar la probabilidad de que en dos semanas se haya
agotado el stock se calcula el cuadrado de la matriz de transicion:

SS SZ Sl S0

S; 1036 036 0,21 0,07
, S, 0,36 0,36 0,28
pPs =
S, 0,36 0,64
S, 1
Luego:

pA =007 =7%

b) La probabilidad de que al cabo de cuatro semanas haya dos 0 mas repuestos en stock es
pé“% + p§43) Para determinarla se calcula la matriz de transicion en cuatro pasos:
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Sy S, S S

S;[013 0,26 0,29 0,32
S, 013 0,26 0,61
P =
S, 013 0,87
S, 1
Por lo tanto:

ps) +psY = 0,26+ 0,13 =0,39 = 39%

c) Se reagrupa la matriz de transicion P para llevarla a la forma canonica:

SOE SB SZ Sl
So_ 1 _______________
S, 10,6 03 01
S,|01! 06 03
S, |04 | 06
06 03 01 04 -03 -01
N = 06 03 = I-N= 04 -03
0,6 0,4
250 1875 2,031
(1-N)*= 2,50 1875

2,50

S;1250 1875 2,031 |1 6,406
n=Ss, 250 1875 |-|1|=|4,375
S, 250 | |1 2,50

En consecuencia, el nimero promedio de semanas que transcurren hasta agotar el
stock es 6,406.

d) Suponiendo que cada ciclo comienza con 3 unidades y termina cuando se agotan las
tres unidades, el nimero de semanas promedio que el sistema esta en el estado S; (tres
unidades en existencias) es 2,50, en el estado S, (dos unidades en stock), 1,875 y en el
estado S; (1 unidad en stock) es 0,781. Luego el costo de almacenamiento por ciclo es:

= 123,43—

un -sem ciclo

[1 un-250M 4 2 un 18752 4 3un - 2,031
ciclo ciclo ciclo

sem]10 $ $



CADENAS DE MARKOV 91

5.4 PLANEAMIENTO DE PRODUCCION

En un centro de mecanizado se procesan piezas en dos etapas (Maquina A y
Maquina B). Los tiempos promedio de mecanizado de cada pieza son de 3 horas en la
Maquina Ay de 2 horas en la B. El costo de la hora hombre es de $10.

Luego de cada etapa de elaboracion se efectda una inspeccion de calidad, tal como
se indica en el siguiente grafico. Los tiempos promedio del control de calidad son de
0,2 horas y 0,1 horas para los centros A y B, respectivamente, y el costo de la hora de
los inspectores es de $15.

El costo directo de cada unidad que llega al centro desde el almacén de productos
semielaborados es de $40.

De almacén
de Semielaborados

MAQ. 2% .
Ll A >
Etapa
A
3%
T N R o
A
1%
Etapa
B
0, 0,
6% /oo 4% R
v

A almacén de Productos A Desechos
Terminados

Si durante el mecanizado en las maquinas se estropea una pieza, se la desecha sin
pasar por control de calidad. En los centros de Control de Calidad se pueden devolver
las piezas para ser reprocesadas en las maquinas o se las puede considerar defectuosas
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y desecharlas. Los porcentajes de piezas estropeadas en proceso, de piezas a reprocesar
y de piezas defectuosas a desechar, estan indicados en el gréafico.

El costo directo de cada pieza semielaborada que llega al Centro de Mecanizado es
de $30, mientras que el costo de oportunidad del material desechado es de $25 por
pieza.

Se desea determinar:

a. la cantidad de piezas semielaboradas a enviar al centro a fin de producir 100
piezas buenas terminadas,

b. el requerimiento de personal para cada pieza terminada, y
c. el costo directo esperado de cada pieza terminada que sale del centro productivo.
Resolucion:

El diagrama de la cadena markoviana correspondiente es:

0,05

0,06

en donde los estados posibles para una pieza son:
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SE: en almacén de semielaborados
MA: en procesamiento en maquina A
CA: en control de calidad del sector A
MB: en procesamiento en maquina B
CB: en control de calidad del sector B
PD: en deposito de piezas defectuosas
PT: en almacén de piezas terminada

a) La matriz de transicion en un paso del problema es:

SE MA CA MB CB PD PT

SE[ 0 1 0 0 0 0 0 ]

MA| 0 0 098 0 0 002 o0

CA| 0 005 0 09 0 003 0
P=MB| 0 0 0 0 09 001 o0

CB| 0O 0 0 006 0 004 090

PD| 0O 0 0O 0 0 1 o0

PT| 0 O o 0 0 0 1|

Reagrupando:
PD PTISE MA CA MB CB

PO [ 1 0:0 0 0 0 0]
PT | O 1:!0 0 0 0 0
SE | 0 0o 1 0 o o]
MA [002 0:0 0O 098 0 O
CA [003 0 !0 005 0 092 0
MB |00l 0{0 O 0 0 09
CB [004 090: 0 0O 0O 006 O |
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N _
1 -098
I-N=| -005 1 -092
1 -099
i -006 1 |
Por lo tanto:
1 10515 10305 1,0079 0,9978]
1,0515 1,0305 1,0079 0,9978
(1-N)"=| 00526 105152 1,0285 1,0182
1,0632 1,0525
i 0,0638 1,0632 |

Multiplicando esta matriz por la matriz de absorcion A, obtendremos la probabilidad de
que la pieza termine en cada estado absorbente (pieza defectuosa o pieza terminada) para
cada estado no absorbente. En particular interesa saber dichas probabilidades desde el estado
MA, que es el de una unidad ingresada desde el almacén de productos intermedios.

1 10515 1,0305 1,0079 0,9978]
1,0515 1,0305 1,0079 0,9978 | | 0,02
(1-N)"-A=| 00526 10515 1,0285 1,0182 |-| 0,03 =
1,0632 1,0525 | | 0,01
i 0,0638 10632 | |0,04 0,90
01019 0,8981 |
01019 0,8981
(I-N)"-A=|0,0836 0,9164
0,0527 10,9473
10,0432 0,9568 |

Se puede observar, entonces, que la probabilidad de que se encuentra en el almacén de
semielaborados y que pasa al sector de mecanizado tiene una probabilidad de 89,81% de
terminar como buena. Luego, por cada pieza buena terminada se deben procesar:

L 11134 unidades

0,8991

El nimero esperado de unidades que deben entrar en el proceso para obtener 100 piezas
buenas es, entonces:

100-11134 =111,34 =112
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b) De la matriz (1— N)’1 se puede extraer el nimero de veces que una pieza que entra en
el centro productivo pasa por cada operacion (ng,). Este valor debe multiplicarse por 1,1134
para obtener el numero de veces que pasa una pieza terminada que sale del centro (ns).

De esta forma se puede obtener el tiempo en HH por cada pieza terminada y, en
consecuencia, el costo directo por cada pieza terminada, segln se indica en la tabla siguiente.

N Ns; Cost
. : HH por HH por osto
Estado | (Pi€Zas por | (piezas por | g unidad costo ($/unidad
unidad unidad procesada | terminada ($/HH) terminada)
entrante) saliente)
MA 1,0515 1,1707 3,0 3,5121 10 35,1210
CA 1,0305 1,1474 0,2 0,2295 15 3,4425
MB 1,0079 1,1222 2,0 2,2444 10 22,4440
CB 0,9978 1,1110 0,1 0,1111 15 1,6665
Costo total Mano de Obra ($) por unidad terminada 62,6740
El costo total de material es:
. $ 1134 u.nldad ent.rante 33,4020 — .
unidad entrante pieza terminada pieza terminada
La venta del material de rezago es:
_ 0, p_leza defect 11134 unlc?ad entrante _ 28364 $
pieza defect unidad entrante pieza term. pieza term.

En consecuencia, para cada pieza terminada tendremos:
Costo de Mano de Obra $ 62,6760

Costo de Materiales $ 33,4020
Venta de Defectuosos -$ 2,8364
Costo directo $ 93,2416

5.5 ANALISIS DE FALLAS

Al final de cada dia de operacién una méaquina se puede encontrar en alguno de los

siguientes estados:
Eo: En perfectas condiciones de operacion
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E;: Condicion regular de operacién

E.: Malas condiciones de operacion

Es: Inoperable

Los costos de operar la maquina al dia siguiente, debido a su estado operativo son
los siguientes:

Eo:$0

E1: $500

E,: $1.000

Cuando la maquina se encuentra en el estado E3 se la repara durante el dia siguiente
para dejarla en perfectas condiciones de operacion para el proximo dia. El costo de
reparacion es de $2.000, incurriéndose ademas en un lucro cesante de $ 5.000 por piezas
no producidas durante ese dia.

Las probabilidades de transicion entre los estados son las siguientes:

ESTADO | Eo | E; | E2 | Es

Eo 02040301

Es 05103]0,2

E» 0,41]0,6

Se desea calcular el costo promedio esperado diario y el nimero esperado de dias
promedio de funcionamiento de la maquina.

Resolucion:

La matriz de transicion es la siguiente:

E, E. E, E;

E,[02 04 03 01

- _Ei 05 03 0,2
E, 04 06
E,| 1

Por lo tanto, en estado de régimen:
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02 04 03 1
05 03 1
PO P® P P 0s 1|~ PO PO P 1]
1 1

Es decir:
«  P(0)-0,2+p(3) =p(0)
. p(0)-0,4+p(1)-0,5=p()
. p(0)-0,3+p(1)-0,3+p(2)-0,4=p(2)
- pO)+p@®+p@2)+pB) =1

cuyo resultado es:

p(0) = 0, 2857
p(1) = 0,2286
p(2) = 0,2571
p(3) = 0,2286

En consecuencia, para calcular el costo promedio diario se determina el valor
esperado con la expresion:

Costo = Y _c, -p(i)

Costo ]
ESTADO o p(i)
diario
Eo 0 0,2857 0
E; 500 0,2286 114,3
E, 1.000 0,2571 257,1
Es 7.000 0,2286 1.600,2
Costo promedio diario esperado 1.971,6

Finalmente, para calcular la cantidad de ciclos por dia, suponemos el estado Ej
absorbente:
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E, E, E, E, E, IE, E, E,
E,[02 04 03 01 E, 1 !
o _E 05 03 0.2 . EO"EJ,'l'*i'd,'z'"d,Z"d,é """
E, 04 06 E,[02! 05 03
E, 1 E,06 | 0,4
02 04 03 08 -04 -03
N = 05 03 -~  I-N= 05 -03
0,4 0,6

Calculando la matriz inversa:

125 1 1125
[1-NJ* = 2 1
1,666

1,25 1 11257 [1] [3.375
I-N]"-1= 2 1 ||1|=| 3
1,666 | |1| |1,666

El tiempo esperado de cada ciclo operativo es, entonces, igual a 3,375 dias.

5.6 ANALISIS DE CUENTAS
El Departamento de Facturacion de una empresa determind la evolucién de los
créditos de un mes a otro mediante porcentajes, tal como se muestra en la tabla.
Suponiendo que se mantienen en el tiempo los niveles de créditos
a. Determinar la probabilidad de que se cobre una factura en Cuenta Corriente.

b. Calcular el nmero de meses que transcurren en promedio hasta que se cobra una
factura de cada uno de los dos tipos de créditos.
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Calculando la matriz inversa:

99
CUENTA S MOROSOS | COBRO | INCOBRABLE
DOCUMEN-
CORRIENTE TADOS
nggl'\émm 30% 15% 15% 40%
CREDITOS
DOCUMENTADOS S0% 10% 40%
MOROSOS 20% 60% 20%
Resolucién:
La matriz de probabilidades de transicion es:
CC CD MO CO IN
CC[0,30 015 015 0,40 ]
CD 0,50 010 0,40
P =MO 0,20 0,60 0,20
CO 1
IN | 1 |
Reordenando:
CO IN:CC CD MO
col 1 i ]
N Lo _
CC 0,40 10,30 015 015
CD|0,40 i 0,50 0,10
MO|0,60 0,20 : 0,20 |
0,30 015 0,15 0,70 -015 -015
N = 0,50 010 = I-N= 05 -010
0,20 0,80
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14286 0,4286 0,3214
[1-NJ* = 2 0,25
1,25
Multiplicando esta matriz por la matriz de absorcion A:
14286 0,4286 0,3214 | | 0,40 0,94 0,06
[I-N]*-A= 2 0,25 |-|0,40 =095 0,05
1,25 0,60 0,20 0,75 0,25
Esto significa que la probabilidad de que se cobre una factura que actualmente se
encuentra en cuentas corrientes es del 94%.
Para calcular el nimero de meses que pasan, en promedio, hasta que se liquida una
cuenta, se procede a calcular el siguiente vector:
14286 0,4286 0,3214 | |1 21786
n=[I-N]"-1= 2 0,25 |-[1|=|2,2500
1,25 1 1,2500
Se observa que la cantidad de meses que transcurren hasta que se cobra una factura
en cuenta corriente es de aproximadamente 2,18, en promedio, mientras que para el
cobro de una factura documentada se requieren 2,25 meses.
5.7 ESTUDIO DE CONFIABILIDAD EN UN SISTEMA DE LINEAS DE

TRANSMISION

Un sistema esta constituido por tres lineas de transmision de energia o informacion
que operan en paralelo. Cada linea puede encontrarse en servicio o fuera de servicio, ya
sea por mantenimiento programado (indisponibilidad programada) o por falla, debido a
la accion de un agente externo (indisponibilidad forzada). Ademas, el régimen de
operacion no permite retirar una linea por mantenimiento programado cuando existe
alguna otra en paralelo fuera de servicio, ya sea por mantenimiento programado o por
falla.

Sentido del flujo

A [—
FUENTE B —— SUMIDERO
C [—

En estas condiciones, los estados posibles son:
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, , Numero de
NuUmero de | NUmero de .
; ; lineas en
Estado | lineas en lineas en o
o mantenimiento
servicio falla
programado
1 3 0 0
2 2 1 0
3 2 0 1
4 1 2 0
5 1 1 1
6 0 3 0
7 0 2 1
y las transiciones entre los estados se pueden expresar mediante el siguiente grafo:
1 INDISPONIB. 1 FALLA
PROGRAMADA
G 1 MANTEN. 1 REPARAC. 0
PROGRAM.
1 FALLA 1 FALLA
1 REPARACION
1 MANTEN.
PROGRAM. 1 REPARAC.
1 REPARACION L MANTEN
PROGRAM.. 1 REPARACION
1 FALLA 1 FALLA

Se puede observar que existen cuatro transiciones basicas:

- Falla

- Reparacion

- Indisponibilidad programada
- Mantenimiento

Se considerara la hipotesis de que tanto los regimenes de fallas y de
indisponibilidad programada como las duraciones de las reparaciones y de los
mantenimientos tienen probabilidades de transicion dadas por funciones de distribucion
exponencial:

pij(t)paua forzada — (1 _ efo_t)
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—Ap-
pij(t)lndispon. programada — (1_ e t)
pij(t)Reparacién = (1_ e_HF't)

pij(t)Falla forzada = (1_ e—up~t)

De esta manera, el sistema se puede estudiar como una cadena de Markov
homogénea con parametro t continuo.

Luego, las respectivas tasas de transicion seran:

d
—  draLLA FORZADA = E(Pij(O)F.FORZ‘) =\ (5.1)
d o
—  dinDIsp. PROGRA= E(Pij IND.PROGR ) = Ap (5.2)
O -
—  drepARACION= E(Pij REPARACION) = Lf (5.3)
d oo
—  dvANTENIMIENTO = E(Pij INDPROGR ) = Hp (5.4)

Los valores anteriores corresponden a las probabilidades de transicion por cable.
Para evaluar las probabilidades de transicién entre los siete estados definidos es
necesario afectar a las expresiones (5.1) a (5.4) por el niUmero de lineas que estan en
condiciones de efectuar la transicion. Asi, del estado 1 al estado 2 se puede pasar por
falla en cualquiera de las tres lineas; luego, la tasa de de 1 a 2 sera 3Ag, y asi con las
demas. De modo gque tomando un At suficientemente pequefio como para considerar que
no se producird mas de un evento en ese intervalo, las probabilidades de transicion son:

P12 = 3 A At

P13 = 3 Ap-At

P24 = P35 = 2 Ae- At

Pas = Ps7 = Ae-At

P31 =Ps2 = P74 = Up-At
P21 = Ps3 = Hp-At

Pa2 = P75 =2 Ue-At
Pea = 3 Ur-At

El resto de las probabilidades de transicion son nulas. En consecuencia, el grafo de
la cadena markoviana con las tasas de transicion se indica en la proxima pagina.

Por el método de suma de flujos, se puede plantear el siguiente sistema de 7
ecuaciones con 7 incognitas:



CADENAS DE MARKOV

103
Nodo 1: P(1)-(3he+3 1) = p(3)-He + P(2)-He
Nodo 2: P(2)-(2Ar+Ur) = p(1)-3 A + p(5)-Het P(4)-21r
Nodo 3: P(3)-(2h=+Hp) = p(1)-3 Ap + p(5)-Hr
Nodo 5: P(8)-(Aet+pet He) = P(3)-2 A + p(7)-2Hr
Nodo 6: p(6)-3 Mg =p(4)- Ar
Nodo 7 P(7)-(Ket 2He) = p(5)- Ar

Suma de probab.: p(0) + p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) +p(7) =1

3% ‘ 3 Ae
OO

2 e 2 A
Hr 2 e
Hp
2 U Hp 3 Hr
e e

Resuelto este sistema puede determinarse, ademas:

Probabilidad de tres lineas en servicio: p(1)
Probabilidad de dos lineas en servicio: p(2) + p(3)
Probabilidad de una linea en servicio: p(4) + p(5)
Probabilidad de ninguna linea en servicio: p(6) + p(7)

Como ejemplo, se tomarén los siguientes datos: Ap = 10,7 indisp/cable-afio; Ar= 0,4
fallas/cable-afio; pp = 983,5 manten./cable-afio; pur = 190,4 repar./cable-afio.

Utilizando el sistema LINGO, que permite resolver ecuaciones simultaneas, se
formula el siguiente sistema:

LP =10.7;
LF=0.4;
MP = 983.5;
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MF = 190.4;

p1*(3*LP + 3*LF) = P3*MP + P2*MF;
P2*(2*LF + MF) = P1*3*LF + P5*MP + P4*2*MF;
P3*(2*LF + MP) = P1*3LP + P5*MF;
P5*(LF + MP + MF) = P3*2*LF + P7*2*MF;
P6*3*MF = P4*LF;

P7*(MP + 2*MF) = P5*LF;
PO+P1+P2+P3+P4+P5+P6+P7=1;
PTRES=P1;

PDOS = P2 + P3;

PUNA= P4 + P5;

PNINGUNA = P6 + P7;

y el resultado es el siguiente:

Variable Valor
LP 10.70000
LF 0.4000000

MP 983.5000
MF 190.4000

P1 0.9623996
P3 0.3138992 E-01
P2 0.6176048 E-02
P5 0.2138663 E-04
P4 0.1299108 E-04
P7 0.6270361 E-08
P6 0.9097398 E-08
PTRES 0.9623996
PDOS 0.3756597 E-01
PUNA 0.3437772 E-04
PNINGUNA 0.1536776 E-07

5.8 REAPROVISIONAMIENTO DE INVENTARIOS

Una empresa comercial, que trabaja de lunes a viernes, manteniene inventario de un
producto que se puede pedir semanalmente. Se conoce la distribucion de probabilidades
de la demanda d;, para la semana i. Se supone que las d; son variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas. Sea X, el stock inicial y X; el nimero de
unidades en stock del producto al final de la semana i.

Al finalizar cada viernes la empresa puede emitir una orden de compra al proveedor
del producto cuya entrega es inmediata, ya que el lunes a la mafiana, antes de comenzar
la actividad, esta disponible para ser vendido.

La empresa utiliza una politica (s, S). Si el nimero de unidades en stock al finalizar
la semana es menor que s, entonces emite una orden hasta completar S. En caso
contrario, no se pide. Se considera que la demanda insatisfecha de una semana se pierde.

Tomando s =1, S =3, Xq =3, d;: distribucion Poisson con media A = 1:
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a) Determinar las probabilidades de transicion de un paso.

b) Dado que hay dos unidades en stock al finalizar una semana, ¢cuél es la
probabilidad de que haya tres unidades en stock dos semanas mas tarde y cuatro
semanas mas tarde?

c¢) Considerando que el proceso comienza cuando hay 3 unidades en stock, calcular
el tiempo esperado hasta que la empresa se queda sin stock.

d) Calcular las probabilidades de estado en régimen permanente.

Resolucion:

Definiremos como variable x; a la cantidad de unidades al finalizar la semana i.
Luego, los valores que puede asumir esta variable son:

Xt = {0, 1, 2, 3}

De la tabla de Poison y de la acumulada G tenemos:

n 0 1 2 3 4 5 6
p(d=n)| 0368 |0,368|0,184|0,061|0,015|0,003|0,001
d>n |1,000]0,632)|0,264]0,080{0,019/0,004|0,001

Si el stock inicial al momento de la observacion es 0, se compran tres unidades.
Para terminar con stock 0, en la semana se deben demandar 3 0 méas unidades, y la
probabilidad de que ello ocurra es 1-0,981 = 0,029 — pgo = 0,029. Si el stock inicial es
0, para terminar con stock 1, en la semana se deben demandar 2 unidades — pg; = 0,184.
Para terminar con stock 2, se debe demandar 1 unidad — po, = 0,368, y para terminar
con stock 0, no se debe demandar ninguna unidad — pg3 = 0,368

Si el stock en el momento de la revision es 1, no se hace el pedido. Para terminar en
0 se deben demandar 1 o mas unidades (pio = 0,632). Para terminar en 1, la demanda
debe ser 0 (p1; = 0,368).

Si el stock en la observacion es 2, tendremos que: pyo = 0,264, p1 = 0,368, p. =
0,368.

Finalmente, si el stock es 3, tendremos que: pzo = 0,080, p3; = 0,184, ps, = 0,368, ps3
= 0,368. Luego, la matriz de transicion es:

0 1 2 3
00,080 0184 0,368 0,368

1/0632 0368 0 0
©2/0,264 0368 0368 O
3/0,080 0184 0,368 0,368

b) Las probabilidades solicitadas pueden determinarse a partir de las matrices P? y P*:
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0 1 2 3
0/0,249 0,286 0,300 0165

P2 _ 10,283 0,252 0,233 0,233
~2[0351 0319 0,233 0,097
310,249 0,286 0,300 0,165

Luego, p3 = 0,097

0 1 2 3
0/0,289 0,286 0,261 01164

pé _ 110,282 0,285 0,268 0,166
©2[0,284 0,283 0,263 0171
3/0,289 0,286 0,261 0164

En consecuencia, p' = 0,171

c¢) Tomando el estado 0 como absorbente:

0

»_1]0682:0368 0 0
©2(0,2641 0368 0368 0
30,080 0184 0,368 0,368

1 2 3

1| 0,632 0 0

I-N=2|-0,368 0,632 0
3/-0184 -0,368 0,632

cuya inversa es:

1[15823 0 0
(1I-N)*=2{09213 15823 0
3/0,9971 09213 15823

Luego ny,3 = 3,5
d) En régimen permanente tendremos que, por Chapman-Kolmogorov:

0,080 0184 0,368

1
0,632 0,368 0 1
1
1

[pO) p@) p@2) pE)] =[p p@®) p@) 1]

0,264 0,368 0,368
0,080 0,184 0,368
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El sistema de ecuaciones es, entonces:
p(0)-0,080 + p(1)-0,632 + p(2)-0,264 + p(3)-0,080 = p(0)
p(0)-0,184 + p(1)-0,368 + p(2)-0,368 + p(3)-0,184 = p(1)
p(0)-0,368 + p(2)-0,368 + p(3)-0,368 = p(2)
p(0) +p(1) +p(2) +p(3) =1
Resolviendo:
v'=[p(0) p() p(2) p(3)]=[0,286 0,285 0,263 0,166]
TERMINOLOGIA
p(i,t) Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado i en el instante t.
p(i) Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado i en régimen

permanente.



108

CADENAS DE MARKOV

()
Pij

v

1]

Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j dado que en el paso

anterior se encontraba en el estado i (o probabilidad de transicion de i a j en un
paso).

Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j dado que n pasos atras
se encontraba en el estado i (o probabilidad de transicion de i a j en n pasos).

Matriz de transicion (o matriz estocastica) de un paso: Cada elemento de la
matriz representa la probabilidad de desplazarse de un estado a otro en un paso.

Matriz de transicion (o matriz estocastica) de n pasos: Cada elemento de la matriz
representa la probabilidad de desplazarse de un estado a otro en n transiciones.

Vector distribucion de probabilidades (o vector de transicion): Cada elemento de

este vector representa la probabilidad de pasar del estado i a cada uno de los
estados que el proceso puede seguir en un paso.

Vector distribucion de probabilidades en n pasos: Cada elemento de este vector

representa la probabilidad de pasar del estado i a cada uno de los estados que el
proceso puede seguir en n transiciones.

Vector de probabilidades de estado en régimen permanente o vector de
probabilidades invariantes.



CADENAS DE MARKOV

109
INDICE

1. PROCESOS ESTOCASTICOS .....oocvieveeeeetieeieeies s esee s s senssses s tas st sss s s nasssnssnenen 3
1.1 ProCeS0S EStOCASLICOS .. ..ueiueiirieierieieeietesieste sttt sttt sasse st ssesbesee e e e eneene e 3
1.2 Clasificacion de 10s Procesos EStOCASLICOS. ........cveveiiiiiiesesiesesieeeese e 4

2. CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS EN PARAMETRO DISCRETO.........ccoouce... 11
2.1 Estudio de las Probabilidades en las Cadenas de Markov HOmogéneas............c.ccoveveeeene. 11
2.2 Clasificacion y Anélisis de Cadenas de Markov HOMOGENEAS ..........ccccevveeirverininiennine 24
2.3 Cadenas Ergddigas en REGIMEN PErMANENTE .......ccvcveiiiieie e 32
2.4 Estudio del Comportamiento de las Cadenas NO Ergodicas ...........ccccevevieeveneieevesneinene. 39
2.5 Estudio del Comportamiento de las Cadenas CiCliCas ..........ccoovvvevveieiivcieveseseseeseenees 45

3. CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS EN PARAMETRO CONTINUO .................. 499
3.1 Estudio de las Probabilidades en las Cadenas de Markov Homogéneas.............ccccecveuene 499
3.2 Estudio del Comportamiento de las Cadenas Regulares en el Régimen Permanente ....... 544

4. PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE EN PARAMETRO CONTINUO ................. 599
4.1 Procesos de Nacimiento y Muerte POISSONIAN0S ........c.ccvcverieieeieieiee et sre e 60
4.2 SIStEMAS & ESPEIA ......cuviuiiiieiiiiiite ettt 666

5. APLICACIONES ...ttt sttt ese e e teste et e eeneenennens 799
5.1 Aplicacion Comercial (“Brand SWitChing”)........ccooverviiiiiininin e 799
5.2 Planeamiento de Personal...........ccccuoiieiiieiie it 822
5.3 GESLION U8 INVENTATIOS......cveiieiieireeie ettt ettt sttt e steeteetesteeteesbesbeeeesbesaeestesbeentesbesraerens 888
5.4 Planeamiento de PrOGUCCION ..........cviveiieirieiie ittt sttt sttt eresteeaesbe v sbesreenne s 91
5.5 ANALISIS d& FallaS.........cveieieicice e 955
5.6 ANALISIS 08 CUBNLAS .....ovveveeiieieeiieie ettt sttt tesresae st et e s e e eneene e 988
5.7 Estudio de Confiabilidad en un Sistema de Lineas de Transmision............cccccccevvevereanenn. 100

5.8 Reaprovisionamiento de INVENTANIOS ..........ccveiiiieieie e 1044



