CapriTULO 1

ESTADO DE TENSION

1.1 Tensor de Tensiones
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Fig. 1.1: Vector tension p correspondiente a un plano 7

La tensién p, actda sobre la cara inclinada, que tiene una superficie igual a dS. De
la misma forma py, py, y, p; actian sobre los planos X, Y, Z, que tienen asociados a las
superficies dSy, dSy, ydS..

Los diferenciales de superficie (dSy; dSy; dS;) resultan ser la proyeccién de dS

sobre cada plano (plano x, plano y y plano z).
Proyx(dS) =dS -cosaj-I —> dSx =dS-cosa; — dSx =dS -1

Proyy(ﬁ):dS-cosaz-J —> dSy=dS-cosa, — dSy=dS-m
Proyz(ﬁ):dS-cosag-K —> dSz=dS-cosa; — dSz=dS-n

Notamos con las expresiones anteriores, que justamente (I, m, n) resulta el vector
normal a la superficie.

Si descomponemos el vector tension p, en las direcciones X; Y; Z obtenemos py,
Py, Y, pz- Luego al multiplicar por el diferencial de drea, obtenemos la fuerza en cada

direccién. Si hacemos sumatoria de fuerzas en cada direccion:

P dS = p5 dSx + Py dSy + p- dSz
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CariTuLo 1. ESTADO DE TENSION

Reemplazando cada diferencial de drea por lo previamente obtenido:
PadS=py-1dS+py-mdS+p;-ndS — pg=px-l+py,-m+p;-n

— |Pax Pay paz]:[(rx Tey Txz 'l+[Txy oy 7'yz]-m+[7'xZ Tyz O'Z]-n

Ox Txy Txz l
Pa = Txy Oy Tyzf - |m > po = [Tr] - 7
Txz Tyz O ] n

Llegamos a ésta expresion donde la “matriz” resulta ser las componentes en X, Y, Z
del tensor de tensiones, que representa el estado tensional del punto. Me permite conocer

el vector tension asociado a todo plano pasante por el punto.

Ox Txy Txz
[Tr] = |1y 0y Ty

Txz Tyz O%

Recordemos el concepto de estado de tensidon. Es el conjunto de las infinitas
tensiones asociadas a los infinitos planos que pasan por un punto , donde cada tensién

estd asociada a un determinado plano.
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Fig. 1.2: Cubo elemental sometido a fuerzas de masa en el baricentro
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CariTuLo 1. ESTADO DE TENSION

1.2 Ecuaciones de equilibrio

Planteo equilibrio en el cubo elemental realizando sumatoria de fuerzas en direccién X. A
cada tensidn que actda en direccidn X se la multiplica por al superficie asociado, y resulta:
ot

0
0'x+ﬂdx dydz — oydydz + Tyx+idy dx dz —
Ox dy

0
Ty dxdz + (sz+%dz) dxdy — t,xdxdy + bxdxdydz = 0

0 0
dxdydz + %dxdydz + 6sz dxdydz + bxdxdydz = 0

x y Z

00

—

0oy aTyX 0Tz
+ + ~— + by =0
— 0x oy 0z X

Andlogamente para los tres ejes, resultan las ecuaciones de equilibrio:

(90'x aTyx GTZX
+ +

bx =0
0x oy 6Z+X

0Ty 0 0

Tyy . oy . Tzy
o0x ay 0z
0Ty, + aT)’Z + do,
0x ay 0z

+by:0

+bZ:0

1.3 Teorema de Cauchy

Ahora calculamos momento respecto al baricentro del cubo elemental, respecto al eje X:

01y, dy dy 0T, dz dz
—(Tyz+wdy) dxdz?—TyZdydz7+ sz+—;dz dxdy7+rzydxdy7:0

0

aTyZ dx dy2 dZ Tyz asz dx dy de sz
- - —dxdydz + + —dxdyd
ay 2 R PR p ravez

Los términos que poseen un diferencial elevado al cuadrado son infinitésimos de

—

orden superior, y los despreciamos.
— Ty dxdydz + 1;ydxdydz = (t;y —1y;) dxdydz = 0

Lo que resulta

Ty = Tyz
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CariTuLo 1. ESTADO DE TENSION

Andlogamente para los tres ejes, resulta que:
Tyy = Tyz ; Txz = Tox ; Tyz = Tzy

Expresiones que se conocen como teorema de Cauchy: Dados dos planos perpendic-
ulares, las componentes de tension tangencial a la arista son iguales entre si, y concurren
o se alejan de la arista. Si un plano tiene 7 = 0, el plano ortogonal también tendrd 7 = 0.

Aplicando estas igualdades definidas por Cauchy en las ecuaciones de equilibrio,

resulta que:
80‘x aTxy 6sz
+ +

O0x dy 0z
0

Txy . doy N 01y,
0x ay 0z
0Ty, N 07y, N oo,
0x oy 0z

+bx:0

+by=0

+ by, =0

1.4 Tensiones Principales

Dentro de los infinitos planos que tiene cada punto del solido, existen algunos para los
cuales la componente 7 es nula. Estos planos son denominamos “Planos Principales”, los
cuales tendran asociadas Tensiones Principales.

Desarrollando la expresion dada por el tensor de tensiones:
[TT] -ﬁ=0’i-ﬁ—>0: [TT—I'O',‘] -7

Se trata de un sistema de ecuaciones homogéneas. Para que tenga valores distintos
a la solucion trivial (77 = 0) es condicidn necesaria y suficiente que el determinante de la
matriz definida como [Ty — I - 0] sea nulo.

Desarrollando el determinante y agrupando términos, se llega a la siguiente expre-

sién denominada “Ecuacion de Lagrange “:

0=- 3 +O'l-2-11 -0 -h+ 15

i

Con: oy: Tension principal

I;:Primer invariante, traza del tensor de tensiones

Li=tr[Tr] =0y +0y,+0;
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CariTuLo 1. ESTADO DE TENSION

I>: Segundo invariante: suma de los menores complementarios

2 2
T, — T

2
Lh=oy-oy+0y 0,40y 0,7, vz

y

I3: Tercer invariante: determinante del tensor de tensiones
I; = det [Tr]

Si lo vemos del lado algebraico, lo que estamos haciendo es buscar los autovalores
del tensor de tensiones, donde luego cada direccidn asociada a cada tensidn principal es
el autovector asociado a dicho autovalor.

Al estar calculando autovalore y autovectores de una matriz simétrica, con valores
reales, las tensiones principales son reales y las direcciones principales son ortogonales.
A su vez, como estamos trabajando con un tensor el valor de las tensiones principales es
independiente del sistema de coordenadas utilizado. Por lo tanto, I, I e I3 son invariantes

respecto a la terna en la que se opera.

1.5 Direcciones principales

Fig. 1.3: Cubo elemental en terna (x” ;y’ ; 1)

Sea o1 una tension principal; defino una terna con este eje y dos ejes ortogonales
cualesquiera.
oy Tey 0
[Tr]ryriny = |7y oy 0
0 0 g1
El tensor en esta nueva terna define al mismo estado de tensién original; hallo las
otras tensiones principales. Para ello, busco que el determinante del tensor en esta terna

sea nulo:
Oy — 05 Tyry! 0

det [Tr = I - 0il(xyy=0=| 1oy oy -0y 0

0 0 o — 0y
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Desarrollando, se llega a que:

Oy + Oy Oy —Oy\2
03 = 3 + ( > ) + Tx’y’

Sean o> y 03, correspondientes a las direcciones i, y 13, dos tensiones principales.

[Tr — 1 - 03] - 11y =0 — Multiplicoporris — [T —1-03] -1y -13=0

A

[Ty — 1 - 03] -3 =0 — Multiplico por 1y —> [Tr—1-03] 131 =0

Restando ambas identidades:
(03 —02)r3 -1 =0
Sio3 # 0y — n3 -1y =0 — Las tensiones principales son ortogonales
Si o3 =0y — 31, =K — Todas las direcciones pertenecientes al plano son principales

.. Si una raiz es doble o triple, su auto espacio es de dimension 2 o 3, respectivamente.

Esto implica que para un estado de tension cualquier existe o 3 o infinitas direcciones
principales. Si los tres autovalores son distintos, existirdn 3. Si dos autovalores son
iguales, y el tercero distinto, entonces existirdn infinitas direccién principales; el un plano
y la direccién perpendicular a este. Por tltimo, si los tres autovalores son iguales, entonces

toda direccion serd direccion principal. Este tltimo caso es el estado hidroestatico.

1.6 Tensor hidrostdatico y desviador

El tensor de tensiones puede descomponerse en un tensor esférico o hidrostitico y uno

desviador
Ox Txy Txz oo 0 0 Ox — 00 Txy Txz
Ty Oy Ty =10 oo O|+] 71 oy — 09 Tyz
T, Tyz O3 0 0 oy Tyz Tyz o, — 0p
tensor esférico tensor desviador

[T7] = [Tg] + [Tp]

gitom+oz I . . . .
Con: 0y = — 3 -3 (09 >0 — Equitraccion ; op < 0 — Equicompresion)
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1.7 Obtencion de las tensiones principales mediante el método grdfico

Partiendo de las ecuaciones previas:
— AL 2 22
o=[Tr]-fi; p"=0"+71
Mediante métodos analiticos se obtienen las siguientes ecuaciones:

2 2 _ 2
72+(0'—0-2;0-3) =(0'1—0-2;0-3) -12+(0-220-3) -(l—lz) :0<l<1

2 2 — 2
T2+(0__0'1+0'3) :(U _0'1+<73) .m2+(m 0'3) -(l—mz) 0<m<1
2 2
o) (7'1+O'22 o] +0» 2 ) o] — 0 2 2
T+(O‘— 7 ):(0'3— > )n +( 5 )-(1—n);0<n<1

Tienen la forma de:
(x —a)?+ (y - b)*> = R> —> corresponden a 3 circunferencias

1™ Familia de circunferencias

oy + 03

Ci = ( 2 ;0)

- +

[=0 —> Radio:0-22o-3 =1 — Radio:al—o-220-3
=< t ;O
0] a '(72 ‘0,
Fig. 1.4: 17“ Familia de circunferencias
2492 Familia de circunferencias

o]+ 03

G = (F570)

2 2
- +
m=0 — RadiO:O-1 I3 tm=1 — Radi020'2—0-120-3
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AT
m=0
m=1
< m :O
oG o

Fig. 1.5: 2% Familia de circunferencias

3T Familia de circunferencias

o1 + o
€3 = (F57:0)

- +
n=0 — Radi0:¥;n:1 — Radio:0-3_¥

AT

- O
Fig. 1.6: 3"“ Familia de circunferencias
El conjunto de las tres familias de circunferencias
AT
. O

Fig. 1.7: Infinitas combinaciones posibles de o~ y 7 para los infinitos planos 7

La interseccion entre las tres familias forma la zona de planos posibles. En ese drea
deberdn ubicarse todas las tensiones p correspondientes a cualquier plano 7 para el estado
de tension dado definido por las tensiones principales o, 02 y 03.

El procedimiendo para calcular la tensiéon de un plano 7 que forma los dngulos

(a; B;y) respecto a los ejes principales es (ver Fig. 1.8):

* Trazo una recta con dngulo « respecto de 1. Las mismas cortan en A y B a las

circunferencias con centro en C, y Cs.
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CariTuLo 1. ESTADO DE TENSION

* Concentroen Cy, trazo un arco de circunferencia pasante por A y por B. Llamaremos

a dicho arco a;.

* Trazo una recta con dngulo y respecto a 3. La misma corta en E y F a las

circunferencias con centro en C; y C,.

» Concentro en C3, trazo un arco de circunferencia pasante por E'y por F'. Llamaremos

a dicho arco a».

* La interseccién de los arcos a; y a; es el punto correspondiente a la tensién p”.

9
Fig. 1.8: Tension p asociada al plano «
1.7.1 FEstado doble o plano
Al ser un estado plano:
ox Ty O
[TT] Txy Oy 0
0 0 O
AY Tyx
— n
P
=
X

Fig. 1.9: Estado Plano- Cubo elemental
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Se toma como convencion:
* a: dnguloentre 1y X
e [(B: dnguloentre ty Y

* T positivo si genera un momento horario

Para hallar el valor de p” (ver Fig. 1.10):

TA Ty -
Tr /O’/T
Try Y PT -
n
Ty
0)
Ty
Ny
PN X
Th

Fig. 1.10: Estado Plano- Circunferencias de Mohr

» Ubico los puntos que corresponden alatensiéndelos planos X e Y (X = (0; 7yy) €Y = (03 Ty))

* Uno ambos puntos, definiendo el didmetro de la circunferencia, y pivoteo respecto

a su interseccion con el eje horizontal, formando la circunferencia.

* Desde X trazo su traza (Tr,) que es una recta vertical, y su normal (71, ) que es una

recta horizontal.

* Desde Y trazo su traza (Try) que es una recta horizontal, y su normal (7,) que es

una recta vertical.

* Lainterseccion de ambas trazas definen el Polo de trazas (PT) y la interseccion de

ambas normales, el Polo de Normales (PN).

* Desde los polos correspondientes trazo la normal y la traza de 7 con los dngulos

correspondientes.

* La interseccién de ambos con la circunferencia define la tensién del plano &, p™ .
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