
BARRAS EN REGIMEN 

ELASTO- PLÁSTICO 



El modelo usado hasta el presente se basa 

en las siguientes hipótesis: 

 
•  LE Linealidad Estática  

•  LC Linealidad Cinemática  

•  LM Linealidad Mecánica  

 

Principio de Superposición de Efectos 

e =  k . C proporcionalidad entre efectos y causas 

 

•  HSP Secciones Planas (Bernouilli-Navier) 

•  PSV Principio de Saint-Venant 

  
 | 

 PSE 



DIAGRAMA  s-  DE UN ACERO DULCE 

anelástico-plástico
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MATERIAL ELASTO-PLASTICO IDEAL 

 

 

     material irrompible 

      

    material de comportamiento bilineal 

     

EPI 



período

elástico
 período

anelástico



PROCESO DE CARGA Y DE DESCARGA 

Deformación remanente 

PERIODO ELASTICO 

Carga = Descarga 

r = 0 

 

 

 

 

PERIODO ANELASTICO 

Carga ≠ Descarga 

r ≠ 0 

 



R





BARRAS SOMETIDAS 

A ESFUERZO AXIL 



BARRA SOMETIDA A TRACCION 

Calculamos las tensiones y 
las deformaciones 
específicas 

σz = P / F z = u1 / L 

 

cuando    σz = σf = Pe / F  

 

Pe = carga elástica o de     
encuentro plástico 

 

 

L

z

P

P

u11

Pe = Pc
F

+

N = P

A partir de la tensión de fluencia los alargamientos crecen sin que medie 
un incremento de carga 

 

 



CARGA DE COLAPSO 
• La estructura se convierte en un MECANISMO DE COLAPSO 

• El sistema esta equilibrado SISTEMA EQUILIBRADO 

• Cumple ADMISIBILIDAD PLASTICA   σi ≤ σf 

     

 MODELO REPRESENTATIVO en el periodo anelástico 

1

Pc

Np = Pc

+

Np

Np



DOS BARRAS SOLICITADAS A TRACCION 

Siendo  N1>N2  y  F2 > F1   resulta   s1>s2 

Si incrementamos P la barra 1 alcanzará primero la sf 

Se genera una articulación plástica en la barra1 

N1 > N2

F1

P

A

 
F2

1 2

P N2

N1

F2 > F1

z

sz

sf

f



MECANISMO DE COLAPSO 

 
Si se continua deformando cambian los ángulos, y por ende la  

distribución de solicitaciones internas, apartándonos de la LE y LC  

elástico anelástico

N1P = sf . F1

N2P = sf . F2

N2P1

Pel = Pc

P
F

Pel= Pc

A

A

N1P

N1P

1

2



ESTRUCTURA HIPERESTATICA 

F1

A
P

a a

2F1 3F1

1 2 3

f

z

sf

sz

L



Transformamos el hiperestático en un isostático 

eliminando un vínculo  

= +

A

1 2 3

P

A

1

2

3X

  
A

P

1 2 3

A

1

2

3X

P

=
Principio de reacciones vinculares 

Principio de superposición de efectos 

eh

B,P  = 

eo

B,P 
 

+ eo

B,X  

 

B 



Nº1= X/2

A

Nº3= X/2

1

2

3

XL/2EF
XL/6EF

XL/3EF

XL/2EF

X

eºX,P = 5XL/6EF

P
A

Nº1= P/2

1 2 3

Nº3= P/2

PL/2EF

PL/3EF
PL/6EF

eºB,P = PL/3EF

eh

B,P
 = eo

B,P
 + eo

B,X  

0 = - PL / 3 EF  + 5 XL / 6 EF 

X = 2/5 . P 

N°1 = P/2 - 1/2 . 2P/5 = 3/10. P 

N°2 = X = 2/5.P 

 N°3 = N°1 



P

3P/10 3P/102P/5
La barra 1 es la que mayor tensión presenta. 

 Es la primera que se plastifica. 

NP1 = sf. F = 3/10 Pel               Pel = 10/3 . sf. F  

Np1

Np1

sF.F sF.F4/3.sF.F

A

Determinamos el corrimiento del punto A 

A,Pel = 4/3.σf. F. L / 2 EF = 2/3. f . L  

Grafiquemos P - A  y  NP - A  

N2P =2

N1P =1

P

A

      4

      3.33

N3P =3
2/3

(sF.F)

(sF.F)
NP

( f . L)

1

1 2 

3 1 

2 

= 

3 

3 



P= P- Pel

P P>Pel  el incremento ΔP lo toma 
solamente la barra 2 

Cuando N2 alcanza el esfuerzo de 
plastificación se pierde otro vínculo 

MECANISMO DE COLAPSO 

PC = CARGA DE COLAPSO 

Pel = 10
3  sF.F

Np1

Np1

sF.F sF.F4/3 sF.F

Pc

= +

P

P

NP2= sf.2F = 4/3 sf.F + P P = 2/3 sf. F 

Pc = Pel + P = 4 sf. F 



Pc = 4sFF

Np2Np1

Np1 Np2

sF.F 2sF.F sF.F

Calculamos el corrimiento del 
punto A para la Pc 

A = 2sF.F.L/2 E.F = F.L 

Grafiquemos los resultados  

N2P =2

N1P =1

P

A

Pc=4

Pel=3.33

N3P =3

A,Pel A,Pc

3

2

13
1

2/3

(sF.F)

(sF.F)
NP

( f . L)

1



TENSIONES Y DEFORMACIONES RESIDUALES 

Procedamos a cargar la estructura 
anterior con una carga entre la Pel y Pc 

 Adoptamos una P* = (Pel + Pc)/2 

Determinamos los esfuerzos en las 
barras y el desplazamiento del punto A 

N2P =2

N1P =1

P

A

Pc=4

Pel=3.33

N3P =3

A,Pel A,Pc

3

2

13
1

2/3

(sF.F)

(sF.F)
NP

( f . L)

1

PP*=3,66

1,33
1,66

5/6

P*= 3,66 sF. F

F F F

A,P*= 5 6 . F. L



Procedemos a descargar la estructura 

Experimentalmente, se verificó que la 
recta de descarga tiene la misma 

pendiente que la del campo elástico 



s

R

 

El modelo para analizar la descarga 
es el modelo elástico original 

P*= 3,66 sF. F

P

3P/10 3P/102P/5

En la resolución del hiperestático 
alcanzamos estos resultados 

P*= 3,66 sF. F

1,1sF. F
1,46 F. F

A,P*= 0,733. F. L

1,1sF. F



Si al proceso de carga 

P*= 3,66 sF. F

F. F 1,66 F. F F. F

A,P*= 0,833 . F. L

le resto la descarga 

P*= 3,66 sF. F

1,1sF. F
1,46.sF. F

A,P*= 0,733. F. L

1,1sF. F

Obtengo las tensiones y 
deformaciones remanentes 

0,1sF. F
0,2.sF. F

A,Rem= 0,1. F. L

0,1sF. F

Procedamos a descargar en 
el diagrama P- y N- 



N2P =2

N1P =1

P

A

Pc=4

Pel=3.33

N3P =3

A,Pel A,Pc

3

2

1
3

1

2/3

(sF.F)

(sF.F)
NP

( f . L)

1

PP*=3,66

5/60,1

N2,rem. =   0,2
N1,rem. = -0,1

2

A,rem.



Cargamos con P* Descargamos con P* 

P*= 3,66 sF. F

0,833 . F. L

0,333 . F. L

1,333 . F. L

P*= 3,66 sF. F

0,733 . F. L

0,366 . F. L

1,1 . F. L

+ 0,1. F. L

- 0,033 . F. L

+ 0,233 . F. L

0,1sF. F
F. F 0,1sF. F

Las barras 2 y 3 tuvieron un comportamiento 
elástico, existe correlación entre las tensiones 
y deformaciones residuales 

La barra 1 sufrió una deformación 
anelástica, y como consecuencia no existe 
un correlato elástico. 

Efecto Residual 

1 
2 

3 

. 

En barras solicitadas axilmente solo se 
generan tensiones residuales (ó 

autotensiones)  en sistemas hiperestáticos 



BARRAS SOLICITADAS A 

FLEXIÓN 



Analicemos una viga simplemente apoyada 

 = (s-i)/d    s≤p y i≤p 

M E- J  E- J
s  i-

d
 E- J

2s

d


Si incrementamos P hasta que  = P  

P

+

L/2
L

A

M = PL/4

L/2

y

x

b

dG G

isi

ss s





 LE Linealidad Estática  

 LC Linealidad Cinemática 

 LM Linealidad Mecánica 

Recordemos las hipótesis 

 PSE 

Principio de Superposición de Efectos 

 HSP Secciones Planas (Bernouilli-Navier) 

 EPI Material elasto-plástico ideal 

p

x

sx

sF

sF

p

MATERIAL

ELASTO-PLÁSTICO
IDEAL

sx

MATERIAL
SIN
RESISTENCIA
A LA

TRACCIÓN

p

sF

p x

sx

MATERIAL CON
DIFERENTE
COMPORTAMIENTO

A TRACCIÓN Y A

COMPRESIÓN

p

sFC

p

sFT

x

ET

EC



M.el E- J .el E- J
2 .P

d
 E- J

2s.P

E d


b d
3



12
2

s.P

d


.el

2  .P

d

M.el s.P
b d

2


6
 P.el

4

L
s.P

b d
2



6


2

3
s.P

b d
2



L


L/2 L/2
L

M = PL/4+

M el

y

x

b

dG G

PsP

sP P

M el

 el

A

P elast



Graficamos M–  y P–A M



Mel=sF.b.d/6

P / d

2

2

P



Pel=4sF.b.d/6L
2



En periodo elástico la relación es lineal 

Si incrementamos la carga P por encima de la Pel, 
aparecerá una sección plastificada  

p = penetración plástica p = sección plastificada / sección total 



P

sP

P

Pp.d/2

p.d/2

y

x

b

d d-p.d/2

Calculemos el momento y la curvatura, para una penetración p 

M.p s.p b
p

2
 d d

p

2
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
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4
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2
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3
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








M.p s.p
b d

2


4
 p 2 p-( )

2

3
1 p-( )

2
+











.p

2  .p

d p d-

A

P > P elast

L/2 L/2
L

+

M>Mel

y

x

b

dG G

PsP

sP P

M el

elástico elástico

plástico

p.d/2

p.d/2

M p



Completemos los gráficos M–  y P–A 

M.p s.p
b d

2


4
 p 2 p-( )

2

3
1 p-( )

2
+









 .p

2  .p

d p d-

p=0 Mel =   2/3   sp.b.d2/4  el = 2 p/d 

p=0,5 Mp0,5 = 11/12 sp.b.d2/4 p0,5 = 4 p/d 

p=1     Mp =           sp.b.d2/4 p = ∞ 

M


P / d

2

2

P



Pel=2/3

sF.b.d/4

Mel= 2/3

Mp= 1
11/12

4

sF.b.d/L
2

Pc=1

6 8
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Cuando alcanzo el Mp (momento de plastificación) 

  

A

Pc

L/2 L/2
L

+

Mp

y

x

b

dG G

sP

P

M el

elástico elástico

zona de

plastificación

M p

Toda la sección esta plastificada  

No se puede incrementar el Momento  

Mp =σf.b.d²/4 

La curvatura crece excesivamente  

p = 1 

   

 LC aparecen grandes deformaciones, se 
presenta un giro relativo finito entre dos 

secciones próximas  

Pc

L

Mp Mp

L/2

carga distribuida

carga concentrada

0,167 . L

0,288 . L



COEFICIENTE DE FORMA 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 5 10 15 20 25

  (f/d)

M
p

 (
s

p
.b

d
2 /4

)

P

L

Pc

L
Mp Mp

Definimos un factor de forma plástico como la relación Mp / Mel 

  MP / Mel  sF b.d² 4 / sF b.d²/6   1,5 Para la sección rectangular 

0,666 

  1,7   1,15 



ECUACIONES DE EQUIVALENCIA 

Para una CONDICION DE PLASTIFICACION TOTAL   p=1 

N  0   F  s. dF    Ft    sFt. dF  +  Fc   sFc. dF  

Suponiendo sFt  = sFc   p



s

sF

sF

p

MATERIAL

ELASTO-PLÁSTICO
IDEAL

Si fuesen distintos quedaría una constante al sacar factor común 

sFt   k . sFc 

sF. Ft  dF  +  Fc   dF]  0 Ft  = Fc 

Cuando la sección no es doblemente simétrica  

el E.N. va cambiando de posición durante el periodo plástico 

Mx  Mp  F s. dF. y    Ft  sFt. dF.y   +  Fc   sFc. dF.y  

  sF.Ft  y.dF  +  Fc   y. dF ] 

Mp   sF. sn,Ft  +  sn,Fc ]  sF . z 

Siendo z = módulo plástico (valor tabulado en tablas de perfiles) 



Determinemos para el perfil “T” el Mel y Mp 

a

2.a

  
Determinamos la ubicación del G 

Sx = 3.a a/2 + 2 a 2a = 5 a YG X 

YG = 11/10 . a 

XG = ENE  Ft  = Fc YENP = 5.a 2.3.a 

ENP 

Determinamos el JxG y el Mel 

Jx =2.a.a³/3+a.(3a)³/3 =(2/3+9).a.a³  

JxG = Jx – F. YG² = 3.6167 a.a³ 

Jx = 9,667 a.a³ 

GENE

sF

+

-

Mel

sF  Mel. Ymax /  JxG  Ymax = 19/10. a 

M el = 1,9035. sF . a³  



GENE

sF

+

-

Mel +

-

MP

ENP

sF

F

5/6 a

1/6 a

a

3 a

Mp   sF. sn,Ft  +  sn,Fc ]  sF . z 

Determinamos el Mp 

Mp = sF. 3a . 5/6a . 5/12a + 3a . 1/6a . 1/12a + 2a . a . 7/6a]  

Mp = 3,4167 . sF .a³    MP / Mel  1,795 



TENSIONES Y DEFORMACIONES RESIDUALES 

A

P* > P elast

L/2 L/2
L

+

M*>Mel

y

x

b

dG
G

2.FsF

sF 2.F

M el

d/4

d/4

M*>Mel

Procedemos a cargar con P* para una p = 0,5 

M*   sF. b .d/4 .3/4d + b/6 .d /4 ]  11/48 . sF. b. d

* = 2 F/(d/2) = 4 F/d 

 
M



Mel=sF.b.d /6

F / d

2

2 4

M*=1,375  Mel
Mp=1,5  Mel

Graficamos M– 



M



Mel=sF.b.d /6

F / d

2

2 4

M*=1,375  Mel
Mp=1,5  Mel

Residual
0,375.sF

0,375.sF

0,3125.sF

0,3125.sF

1,375.sF

1,375.sF

- M*

Descarga

sF

sF

M*

Carga

Procedemos a descargar - P* con comportamiento lineal 

+  

sd  M* / b.d²/6 = sF

d  2 . 1,375 F/d = 2,75 F/d 

Determinamos las tensiones y deformaciones residuales 

sres,max  sF - 1,375 sF  0,375 sF 

sres  sF - 1,375/2  sF  (1-0,6875) sF  0,3125 sF 

res  c –d  (4 – 2,75) F/  1,25 F/d 

1,25 

Calculamos las tensiones máximas y la curvatura en el proceso de descarga 



BARRAS 

SOLICITADAS A 

FLEXIÓN 

COMPUESTA 



Analicemos una sección rectangular de ancho b y altura 2b 

DEFINIMOS UNA CONDICION DE PLASTIFICACION p = 1 

ELEGIMOS UN EJE NEUTRO 

x

y

2b

RELACIÓN TENSIÓN - DEFORMACIÓN 

sF -

F

sF + = sF -

F


sF +

PLANTEAMOS LAS ECUACIONES EQUIVALENCIA 

sF 

sF 

+ 

- 

N1 

DETERMINAMOS LA SOLICITACION ULTIMA DE PLASTIFICACION 

EPI 

Sp1=  

0 
 
0 

sF b(2b)²/4 

 

N2 

 

sF 

+ 

Sp2= 

sF .b2b 

0 
 
0 

  



x

y

2b

sF 

sF 

+ 

- 

N1 

Sp1=  

0 
 
0 

sF b(2b)²/4 

 

N2 

 

sF 

+ 

Sp2= Sp3= 
sF .b2b 

0 
 
0 

s
F

 

s
F

 

+ 

-
 

0 

sF b b/4  

 
0 


N

3
 

Sp3= 

sF .b

- 0,177sF b b 

0,677 sF b b 

LF

Gc

Gt
x

y

Gc

Gt

LF

D

Z

x

y

z

M



SUPERFICIE DE INTERACCION 

Representación de todos los posible Sp en un diagrama cartesiano ortogonal 

A efectos de hacerlo adimensional divido por la 
solicitación última 

Flexión compuesta recta 

Flexión simple 

N / sF. b.d

Mx / sF. b.d/4
2

My / sF. b.d/4
2

1

11

x

y

d

b

Flexión 
compuesta 

oblicua 

Determinemos la superficie de interacción para p=0 

p=1 

  ∞ 

sz max  N / bd + My / bd²/6 + Mx / b²d/6 

1  N /sF bd + 3/2 My /sF bd²/4 + 3/2 Mx /sF b²d/4 

Para p=0    sz max  sF 

1  N /sF bd + My /sF bd²/6 + Mx /sF b²d/6 

Es la ecuación de un plano  

2/3 2/3 

Entre p = 0 y p = 1 periodo plástico 

Por fuera p = 1 no es valido, no esta en equilibrio 

Busquemos la curva de interacción en el plano z - x 



FLEXION COMPUESTA RECTA 

x

y

d

v-

+

sF

sF

d-2v

v

Np  sF.b.(d-2v)  

Mp  sF.b.v.(d-v) 

Despejamos v de la 1era. ecuación 

v  (-Np/sF.b + d).1/2 

Reemplazamos v en la 2da. ecuación 

Mp  sF.b.(d/2 - Np/ 2.sF.b).(d/2 + Np/ 2.sF.b) 

Mp  sF.b.(d/2)  - (Np/ 2.sF.b) ]  sF.b.d 1 - (Np/sF.b.d) ]  

Mp / sF.b.d   1 - (Np/ 2.sF.b)   Es una cuádrica N / sF. b.d

Mx / sF. b.d/4
2

1

1

1  N /sF bd + 3/2 Mx /sF b²d/4 

El límite elástico 

2/3 

p = 0 

p = 1 

Adopto una trayectoría de cargas 

Zona de comportamiento elástico 

p = 0,5 

COMPLEJO 

Hipótesis: CRECIMIENTO 

PROPORCIONAL DE LAS CARGAS 

Ss 

Su 

S* 

Coeficiente de SEGURIDAD 

0 nS =  

Punto inadmisible 

Solicitación última 

Solicitación servicio 



INCIDENCIA DEL CORTE EN LA PLASTIFICACIÓN 

Determinamos la relación entre tf y sf 

Aplicamos teoría de máxima energía de distorsión  

wd = (1+m) / 6E .(s1-s2) s2-s3) s3-s1) ] ≤ (1+m) /3 . sF

sZ

t
t

sZ

t

t sZ

s3 s1

s1  sz/2 + (sz/2)² t² 

s3  sz/2 - (sz/2)² t² 

s2  0 

Reemplazamos 

 sz² 3 t² = sF 

Para las tMAX debido al Q sz = 0 tF = sF / 3  



f

tw

b

dh

tf

x

y tzx = t = Qy / h.tw

Analizamos un perfil doble T (depende de la forma la incidencia) 

Consideramos (simplificación)  

alas 

alma 

s 

t 
Pp

L

-

-

Qp=Pp

Mp=Pp.L



MATERIALES ELASTO PLASTICO REALES  - EPR 

Si definimos una deformación de rotura o última 

s 

 
Et 

Ec 
et 

ec 

EPI 
Comienzo de la plastificación 

Material irrompible 

encuentro 

sFt 

sFc 

ut 

última 

uc 

EPR 

p ≤ 1 

Solo para tracción o compresión pura  p=1  

Para el resto de las Su quedará un nucleo elástico 

TEORIA DE LOS PLANOS LÍMITES 
Plano límite cuando uno o más puntos de la sección 

alcancen ut o uc 

x x 

y y uc ut ec 

z 

y 

et 

Defino un plano de deformaciones 

s 

i 

sFc 

sFt 

Diagrama de tensiones Relación s-  Su 

NO es un plano límite.  s ≠ u ; i ≠ u 



x 

y uc ut ec 

z 

y 

et 

Defino un plano de deformaciones 

s 

i 

sFt 

sFt 

Diagrama de tensiones Relación s-  Su 

Su1= 
sFt.b.d 

0 

s ss= s.Ec  

= + 

ss= s.Ec  

sFt 

s.Ec - sFt 

c 

d / ut-s = c / et-s 

Su2= 

sFt.b.d +(s.Ec – sFt).b.c/2 

(s.Ec – sFt).b.c/2.(-d/2+1/3.c) 

para et ≤ s ≤ ec 



x 

y uc ut ec 

z 

y 
et 

Defino un plano de deformaciones 

i 
sFt 

Diagrama de tensiones Relación s-  Su 

s sFc 

= + 

sFt 

sFc - sFt 

c 

d / ut-s = c / et-ec = a / ec-s  

Su3= 
sFt.b.d +(sFc – sFt).b.c/2 + sFc.b.a 

(sFc – sFt).b.c/2.(-d/2+a+1/3.c) + sFc.b.a.(-d/2+a/2)  

para ec ≤ s ≤ uc 

sFt 

sFc 

a 

+ 

sFc 
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Diagrama de interacción
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